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ABSTRACT 
This paper deals with the well known Henon map. Its main 

properties are studied as well as a non deterministic form. Least 
squares estimates of parameters of the non deterministic model 
are driven and a case study from animal ecology is studied, 
where the  population size of the Canadian lynx animal is 
considered as a time series. The embedding dimension of this 
time series is estimated and then a mathematical model of the 
form of suggested non deterministic (stochastic) model is fitted . 
The chaotic property of this series is studied throughout  the 
fitted model .          

  الملخص

وتدرس الخـصائص  . مع التطبيق المعروف بتطبيق هينون      بحث ال اتعامل هذ       ي
وتـشتق مقـدرات المربعـات      .  شكل غير محـدد    فضلا عن   العامة لهذا التطبيق    

  يـدرس  اذراسية من بيئة الحيـوان ،       الصغرى للنموذج غير المحدد وتعتبر حالة د      
ويتم أولا تقدير   .  الكندي بوصفه سلسلة زمنية      وشقالتغير في حجم مجتمع حيوان ال     

البعد المغمور لهذه السلسلة الزمنية ومن ثم يلائم لها نموذج رياضي بشكل تطبيـق              
   .هينون التصادفي وتدرس الخاصية الجيشانية لهذه السلسلة من خلال هذا النموذج
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  المقدمة .١
 ذو بعـدين للـنظم   Iterative map       إن تطبيق هينون هو تطبيق تكـراري  

 Henon  (1976)وقد أقترحـه  الفلكـي الفرنـسي       . حلول جيشانية  ولهالديناميكية  
 وكنموذج رياضـي للـسلوك   Poincare Mapكنموذج مبسط من تطبيق بونكاريه 

 تكون بالـصيغة    R2يق هينون في    إن الصيغة الرياضية لتطب   . الجيشاني ذي البعدين  
  ):[6]راجع المصدر(ألاتية 

( )1                                                                              ,   ),1(),( 2 dxybxyxH +−=

 Bifurcation هما ثابتـان موجبـان يمـثلان معلمتـي تـشعب      d وbحيث أن 

Parameters وأن d هي عبارة عن مقياس لنسبة Rate انكماش المـساحة Area 

Contraction (Dissipation) . تطبيقـات ذوات  ويعد تطبيق هينون من أكثـر ال
وعنـدما   .y و xالبعدين عمومية ويتمتع بخاصية كون الانكماش فيه  مستقلا عـن            

 فأن تطبيق هينون يتحول إلى تطبيق تربيعـي والـذي يكـون مرافقـا        d=0تكون  
 ، وان d و bوهناك حلول معروفة لتطبيق هينون على مدى قـيم         .للتطبيق المنطقي 

   .انيةقسما من هذه الحلول يؤول إلى حلول جيش
  
   أبرز خصائص تطبيق هينون.٢

  يمكن إجمال خصائص تطبيق هينون بالنقاط الآتية والمقتبسة من المصادر الآتية
 (  [7], [1], [6], [11] ).   

مبـين   في البعد السيني إن السلوك الزمني  لهذا التطبيق        :الخاصية الأولى 
من الشكل التذبذب حـول       ،ويلاحظ    x0=1وباستخدام القيمة البدائية    ) 1(في الشكل   

نقطة الأصل وبشكل غير متناظر،حيث أن التشتت في الحافات السفلى يكون أكبـر             
  .بكثير مما هو عليه في الحافات العليا
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  .السلوك الزمني في البعد السيني لتطبيق هينون ) 1(الشكل 

و  b   تطبيق هينون عند قيمتين مختارتين من       جاذب فيبين رسم )  2  (واما الشكل   
d.          

  

  
   .d=0.3, b=1.4 ينتلم تطبيق هينون بالمع جاذب)2 (الشكل 
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   .Iteratedإن تطبيق هينون ذو طبيعة تكرارية  :الخاصية الثانية
   بصيغةH(x,y)يمكن أن يكتب تطبيق هينون  :الخاصية الثالثة

H(x,y)=(H1(x,y),H2(x,y)) 
 ،وبذلك تكون مصفوفة H2(x,y)=dx        و        H1(x,y)=1-bx2+yحيث أن
  : بالصيغة ألاتيةJacobean Matrixجاكوبي 
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  ) .d-( يساوي  لها محدد) 2(أن مصفوفة جاكوبي لتطبيق هينون ويلاحظ 
 ويمكن .one-to-one)(تطبيق هينون هو تطبيق متباين إن :الرابعةالخاصية 

  H(x,y)=H(u,v)      أن نجد هي اعداد حقيقية فx,y,u,v  انبفرض ذلك برهان

         كان     اذا وفقط اذا 
 (1-bx2+y,dx)=(1-bu2+v,du)،           وهذا يتحقق فقط عنـدما تكـونu=x ) لأن

d≠0 (1 .  و-bu2+v=1-bx2+ y 

ذا وفقط إ     H(x,y)=H(u,v)  نجد أنu=xوبالتعويض في المعادلة الأخيرة عن   
   .v=y  وu=xإذا كانت 

  فأن تطبيق هينون يكون قابلا للانعكاس d≠0إذا كانت  :خامسةالخاصية ال
Invertible . نأ ويمكن الوصول الى ذلك بملاحظة 

),1(),(
2

dxybxyxH ),(),1( فتكون  =−+
2

2

1
xy

d

b
d
yyxH ++−=

−.  
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 عنـد  Fixed –Pointإن تطبيق هينون يمتلك نقطة صـامدة    :ةدسالخاصية السا
  :حيث أن، (*x*,y)النقطة  

( )
    

2
411 2

b
bdd

x
+−±−

=∗  

           ∗∗ = dxy  
راجـع   (f(p)=p إذا كانت f هي نقطة صامدة للتطبيق p تكون النقطة   -:البرهـان 
 هي نقطة صامدة    p=(x*,y*) وفي حالة تطبيق هينون لو فرضنا أن         .)[1]المصدر

  فأن 
),(),( ∗∗∗∗ = yxyxH  

  أي أن 
),(),1(

2 ∗∗∗∗∗ =+− yxdxybx  
  :لذا نجد أن

∗∗

∗∗∗

=

=+−

ydx
xybx

2

1  

∗∗أي أنه وبعد استخدام التعويض  = dxyنحصل على :  
01)1(

2

=−−+ ∗∗ xdbx  
  :وباستخدام قانون الدستور نجد أن
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  :ملاحظات
d1(b(4ا تكون  حقيقية عندم) *x*,y(تكون النقطة الصامدة . ١ 2−−>.   

  و
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حقيقية فإن احدى النقاط تكون دائما غيـر  ) *x*,y(عندما  تكون النقطة الصامدة     . ٢
  في حين أن باقي النقاط تكون غير مستقرة Linearity Unstableمستقرة خطيا  

d1(3b(4عندما تكون  2−>.   
انظـر  ( ،فأن تطبيـق هينـون يكـون جيـشانيا     d≅0.3 ,b≅1.4عندما تكون . ٣

راجـع  (Strange Attracted وأنـه يولـد عندئـذ جاذبـا غريبـا      )) 2(الـشكل 
   ) .[11]المصدر

  
لهـا قيمتـان ذاتيتـان      ) 2(إن مصفوفة جاكوبي لتطبيق هينون       :ةلسابعالخاصية ا 

Eigen Values هما   
1,2i ;                 dxbbx 22

i =+±−=λ  
  :λ2وλ1تحليلا لتطبيق هينون في ضوء قيمتي  )[11]لمصدرا(لقد بين  :ملاحظة

,1إذا كانت . ١ 21 <λλ فأن النقطة الصامدة تكون جاذبة ، Attracting.  
,1إذا كانت . ٢ 21 >λλ فأن النقطة الصامدة تكون طاردة ، Repelling.  
1,1إذا كانت . ٣ 21 >< λλطة الصامدة تكون نقطة سـرجية   ، فأن النقSaddle 

Point.  
12إذا كانت   . ٤ =λ   11 أو =λ           فأن النقطة الصامدة لا تكـون زائديـة ، Non-

hyperbolic.  
  
   هينونحساب البعد الكسوري لتطبيق. ٣

طبيـق  من الأمور التي أهتم بها الباحثون  حـساب البعـد الكـسوري لت                       
 فيمكننا أن نقسم الشكل الرباعي إلى مربعـات  R2ومادمنا نتعامل مع الفضاء  .هينون

 ثم حساب عدد المربعات التي تحوي جاذب تطبيـق        εصغيرة طول ضلع كل منه ا       
 ،فأن  n=2,3,…,7 ، للقيم    ε=2-n فلو اختيرت    . N(ε)هينون والتي نرمز لها بـ      

  ).[1]راجع المصدر(وي جاذب هينون الجدول الآتي يوضح عدد المربعات التي تح
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  .طول ضلع المربع وعدد المربعات التي تحوي الجاذب ) : ١(الجدول 
  عدد المربعات التي تحوي الجاذب

N(ε)  
  طول ضلع المربع

ε  
76 2-2  

177 2-3  
433 2-4 

2467 2-6 
5763 2-7 

 ممكـن أن تكـون   N(ε)و ε وكما هو واضح فأن هناك علاقة أسية بـين  
  ا الرياضية بشكل صيغته

(4)                                                                                                              ,)( εαβε =N
 

وبأخذ لوغاريتم طرفي المعادلـة الأخيـرة       . كميتان ثابتتان  β و αحيث أن   
  نحصل على

[ ] (5)                                                                                    . )log()log()(log βεαε +=N
 

 ،ولتسهيل الحسابات باختيار أساس b=log(β) وa=log(α)  وبفرض أن 
   نحصل على2اللوغاريتم لكي يكون 

( )[ ] (6)                                                                                                  .  log 2 εε baN +=

ذلك تتحول المسألة إلى مسألة انحدار خطي بسيط ، وباستخدام الأسـاليب     وب  
  : فتصبح المعادلة السابقة بالشكل الآتيb وaالإحصائية الكلاسيكية يمكن تقدير قيمة 

( )[ ] (7)                                                               .  253891429.173298852.3log 2 εε +=N
 

  وبأخذ معكوس اللوغاريتم لطرفي المعادلة الأخيرة ينتج
 .  )2 (  )2()( 91.25389142732398852.3 εε =N  

             :      أي أن
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 ٤٤

(8)                                                                           . )2  ( )  296628.13()( 91.25389142 εε =N
                                                                            

،  يمثل البعد الكسورى    في العلاقة الأخيرة   εمعامل  فان   )[1]المصدر(واستنادا الى   
  .25389.1نون هو  وبناء على هذا يكون مقدر البعد الكسوري لتطبيق هي

  ان تطبيق هينون له بعد ارتباط مقداره  ) [1]تقرير انترنيت (لقد اوضح  :ملاحظة 
 ≅ 1.23 dcorr    كما ان لهذا التطبيق قوى ليبونوف هما ،λ2 =-2.3 , λ1 =0.6 . 

  ومن هنا يتضح ان لتطبيق هينون بعد ليبونوف مقداره 

1.26      
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λ

Ld  

وكمـا هـو     . 25389.1كذلك فقد بينا بأن مقدر البعد الكسوري لهذا التطبيق هـو            
واضح فأن هذه الابعاد متقاربة مع بعضها البعض ، ومن هنا يمكننا الاستنتاج بـأن               

  . 1.3 تطبيق هينون له بعد كسوري مقداره حوالي  
  
  تطبيق هينون للنظم الديناميكية التصادفية. ٤

بدلالة متغير واحـد   يمكن تحويل هذا التطبيق      انة   )[2]تقرير انترنيت (لقد اوضح      
1  فـي Yt-1=Xt-2بوضـع   وذلك ولكن بتخلفين زمنيين

2
11 −− +−= ttt YbXX  لينـتج

2التطبيق المحدد   
2

11 −− +−= ttt XbXX.          إن هذا التطبيق المحدد يمكن تحويله الـى
وبعد وضع معلمات للحدود الثلاثة يصبح       .εtغير محدد وذلك باضافة حد للتشويش       

  : بالصيغة العامة الآتية والمقترح من قبل الباحثينالنموذج غير المحدد
(9)                               ,...4,3         t                              ; 2

2
1 =+++= −− tttt cXbXaX ε

 يمثـل التـشويش     tε تمثـل معلمـات النمـوذج وأن         c و b و aحيث أن     
 ذو معـدل صـفر   والذي يفترض بأنه متغير عـشوائي  )White Noise(ألابيض
2وتباين

εσ  .   5(و) 4(أما الـشكلان    ).9(يوضح مشاهدات من النموذج   ) 3(الشكل (
 وطيف القدرة    Autocorrelation Functionفيوضحان رسم دالة الارتباط الذاتي

Power Spectrumلهذه المشاهدات على التوالي .  
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 c=0.3 و b=1.4 وa=1بالمعلمات ) 9(نموذج  مشاهدات مولدة من ال:)3( الشكل 
. 

  

  



  )١(العدد) ١(مجلة الرافدين لعلوم الحاسبات والرياضيات المجلد
  
  

 ٤٦

 .)9( دالة الارتباط الذاتي لمشاهدات النموذج :)4(الشكل 

  
  ) .9( دالة طيف القدرة لمشاهدات النموذج :)5(الشكل 

 النموذج ذو طبيعة دوريـة وإن الحافـات         فان) 3(وكما واضح من الشكل     
طبيعة الدورية أيضا تظهر فـي رسـم   السفلى اكثر تشتتا من الحافات العليا، وهذه ال  

 كما يتضح من رسم طيف الطاقة وجود طاقة عالية عند التردد            .دالة الارتباط الذاتي  
  . 0.2وكذلك عند التردد 0.1

  
   تقدير معلمات النموذج التصادفي.٥
هي مشاهدات مأخوذة من سلـسلة زمنيـة         {xt;t=1,2,…,n} لنفرض أن    

فنا الآن ملاءمة نموذج رياضـي لهـا بـصيغة     وهد2 ذات بعد مغمور     {xt}معينة  
فـإذا كانـت     . تقـدير معلمـات النمـوذج       من خلال  لهذه المشاهدات ) 9(النموذج  

  فعندئذ تتحقق المعادلة) 9(تحقق النموذج  {xt;t=1,2,…,n}المشاهدات 
 ,...,4,3       t                    ;  2

2
1 ncxbxax tttt =+++= −− ε  

   :ويمكن كتابة النموذج السابق بصيغة المصفوفات وكما يأتي
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  أي   
Y=Xθ+ε           (10) 

  : أنحيث
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 [ ]
[ ] .  

cba

   x     x       1
                    
 x      x       1

 x     x       1

X

n43

2-n
2

-1n

2
2
3

1
2
2

′εεε=

′=θ





















=

L

MMM

 

وبالاستفادة من النتيجة المعروفة جيدا في موضوع الانحدار نجد أن مقـدر            
  :هو ) [4]أنظر المصدر  (θالمربعات الصغرى للمعلمة 
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(11b)                                  

x               

 x              x        

x             x         )2(

ˆ

ˆ

2

2
1

2
1

2
2-t

2
122

2
12-t

4
1-t

2
1

2-t
2

1-t

1







































 −

=∴

′′=

∑

∑
∑

∑ ∑∑

∑∑∑

∑ ∑

−

−

−

−

−−−

−
−

−

tt

tt

t

ttt

t
t

xx

xx

x

xxx

x
x

n

YXXX

θ

θ

  

أمـا مـصفوفة    .t=n إلـى   t=3حيث أن علامة المجموع المذكورة انفا تكون من        
  :التغاير فهي-التباين

 
ε 
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(12a)                                           
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ˆ2حيث أن  εσهو مقدر تباين التشويش والذي يمكن حسابه من العلاقة الآتية :  
  

[ ]
(12b)                                                                                            .  

    6
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ttt
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عـدد المعلمـات    –عدد البيانـات    (=  تمثل عدد درجات الحرية      n-6وإن  
  ) .1-المقدرة

  حالة دراسية. ٦
 من السلاسل الزمنيـة المعروفـة    الزمنية لحيوان الوشق الكندىتعد السلسلة         

 مشاهدة لحجم مجتمـع حيـوان الوشـق       ١١٤جيدا في مجال علم البيئة وهي تمثل        
 في شـمال غـرب كنـدا وللفتـرة         Mackenzie نهر ماكانزي    الكندي في حوض  

ثم حللها إحـصائيا     )[5]المصدر(لقد ظهرت هذه البيانات أولا في       . ١٩٣٤-١٨٢١
اخذ لوغاريتم  ) [9]المصدر(ولتقليل عدم التناظر في البيانات اقترح       ). [9]المصدر(

وكذلك للبيانات   Xtيبين الرسم الزمني للبيانات الخام      ) 6(والشكل  .  لها 10للأساس  
   .                        Yt=log10 Xtالمحولة 
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  ٤٩

            
  

  
   .Yt والبيانات المحولة Xtالرسم الزمني للبيانات الخام ) 6(الشكل 

  
ويلاحظ من الشكل الطبيعة الدورية لهذه البيانات ، وهذا أيضا واضح من رسم دالة              

  ) .7(ه البيانات كما في الشكل الارتباط الذاتي لهذ
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  والبيانات المحولة) الجهة اليمنى(دالة الارتباط الذاتي للبيانات الخام)  7(الشكل 

  )   .الجهة اليسرى                       (
لقد تم تطبيق طريقة تقاطع الشرعية لتقدير البعد المغمور للبيانات المحولـة              

) [3]المصدر(ي باستخدام الطريقة التي نوقشت في     لحجم مجتمع حيوان الوشق الكند    
ــم  ــوبيا  ثـ ــاط فـــيبرمجـــت حاسـ             والجـــدول (2002) الخيـ

 عند قيم مختلفـة     CV(d)يبين النتائج التي تم الحصول عليها والتي تمثل قيم          ) 2 (
   .dمن 
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  . للبيانات المحولة لحجم مجتمع حيوان الوشق الكندي CV(d)قيم ) : 2(الجدول 
D  1  2  3  4 5 6 7 8 9 10 

CV(d)  2.001  1.535*  1.670  1.580  1.779  1.709  1.621  1.740  1.804  1.890  

ˆ2  وكما هو واضح فأن مقدر تقاطع الشرعية للبعد المغمور هو عند   =d.    
من المسائل التي شغلت حيزا واسعا في موضوع تحليل السلاسل الزمنيـة       و

ومـن أول النمـاذج التـي       .  مجتمع حيوان الوشق الكندي      هي مسألة نمذجة حجم   
 الخطـي الـذي وضـعه الباحـث          AR(2)وضعت بهذا الخصوص هو نمـوذج         

، فقد اقترح الباحث     ) [2]المصدر(وخلال مناقشته للبحث الذي القاه      ).. [9]المصدر(
D.R. Cox    ملاءمة نموذج غير خطي من الرتبة الثانية لهـذه السلـسلة الزمنيـة 

قد اقترح نموذجا آخر غير خطي وأيـضا مـن          ) [10]المصدر(ك فإن الباحث    كذل.
  .الرتبة الثانية 

، فقد تمت ملاءمة نموذج رياضي تـصادفي        المبحث الخامس          وبالرجوع إلى   
للوغاريتم حجم مجتمع حيوان الوشق الكندي بشكل تطبيق هينون وكما مبـين فـي              

  أدناه

0.0689)(      0.0122)(     0.1347)(      
(13)                                                                , Y 7193.0   Y 2399.0       8980.2 2-t

2
1-t

mmm
ttY ε+−+=

ˆ0620.0  حيث إن    2 =εσ           وان الأرقام المحصورة بين القوسـين تمثـل الأخطـاء 
المعيارية للمقدرات والتي أخذت باعتبارها الجذور التربيعيـة للعناصـر القطريـة            

  . التغاير-لمصفوفة التباين 
  مناقشة. ٧

لقد تم تقدير البعد المغمور لحجم مجتمع حيوان الوشق الكندي وتبـين بأنـه       
بناء على ذلك فقد تمت ملاءمة نموذج رياضي غير خطي بـشكل تطبيـق              ، و ) 2(

ويلاحظ من مقارنة مقدرات معلمـات النمـوذج مـع          . هينون لهذه السلسلة الزمنية   
أخطائها المعيارية ثباتية هذه المعلمات ومعنوياتها عن الصفر مما يؤكد سلامة البناء            
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ثلاثة أبعاد للسطح الناجم مـن      يبين رسم ذي    ) 8(والشكل  . الرياضي لهذا النموذج    
، وكما هو واضح فان السطح الناجم مستو بانحناء         ) 13(الجزء المحدد من النموذج     

 مدارات بقيم ابتدائيـة     5ولدراسة حساسية النموذج للقيم الابتدائية ، تم توليد         . بسيط
وهذه المدارات مبينـة فـي الـشكل    . مختلفة من الجزء المحدد من النموذج الملائم        

، وكما هو واضح من هذا الشكل فإن جميع هذه المدارات تؤول في النهاية إلـى   )9(
 Limit Point تمثل نقطـة الغايـة    x∞=2.7113أي إن  . x∞=2.7113النقطة  
من ناحية أخرى ، ولعدم حساسية النمـوذج للتغيـر فـي القـيم              . الملائم   للنموذج

) بالمقياس اللوغـاريتمي (الكندي  فيستنتج إن حجم مجتمع حيوان الوشق  ،  الابتدائية  
  .ليس جيشانيا 

  
  
  
  
  
  
  
   
  
  
  
  
  

  ).13(السطح الناجم من الجزء المحدد من النموذج ) 8(الشكل
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  ).13( مختلفة من النموذج ابتدائيةخمسة مدارات بقيم )9(الشكل
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