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ABSTRACT 

 

 The Fluid Flow in a bend Duct equation had been solved 
numerically by using two methods. The first is ADE (Alternating Direction 
Explicit) method and the second is ADI (Alternating Direction Implicit) 
method. A comparison had been made between these two methods with the  
exact solution,  and we find that the ADI  method is the best and most 
accurate than the ADE method, the numerical solution is alternant and 
identical. This means that the solution is itself in every period. Therefore, 
we need lesser accounts and then to a short time.   

  
  الملخص

 الأولى ، قائطرأل  باستخدام نوعين منجريان مائع في وعاء منحن تم حل معادلةلقد 
 ADIطريقةهي والثانية  ADE)(Alternating Direction Explicit  طريقةهي 

(Alternating Direction Implicit) طريقة أن   تبينوقدADI  من  دقوأ تكون أفضل
  (Exact solution)ائج كل طريقة مع الحل المضبوط وذلك من خلال مقارنة نتADE طريقة 

نا  أي أن الحل يكون نفسه لكل فترة ولذلك فإنا ومتناظراإن الحل العددي يكون دوريكما تبين 
  . إلى وقت أقلمن ثمنحتاج إلى حسابات أقل و

  

    Introduction:المقدمة.1
هندسـية والرياضـية     المعادلات التفاضلية خير وسيلة لوصف معظم المـسائل ال         تبرتع

 الموائـع،  جريان الحرارة، يتضح ذلك جليا في وصف عمليات انتقال اذ  سواء،والعلمية على حد    
 استخدامها في مسائل الهياكل الإنشائية والوصـف  فضلا عن الدوائر الإلكترونية الموجية،الحركة  

 (Diffusion Equations)وصف معادلات الانتـشار  في وكذلك ، ةالكيميائيالرياضي للتفاعلات 
 شارـألانتادلات ـإن مع .ةـالمشتتة ـركيـة الحـمـ الأنظ في" مهما دورا   ؤدياللاخطية التي ت  

 ـفي ونـتك (Initial Value Problems )    ةــم ابتدائيـل قيـهي مسائ  ــ حال دة ـة معتم
 والحل لهذا النوع من المـسائل يكـون فـي    (Time Dependent Equations) الزمنى ـعل
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 في دراسة موجات الـضغط فـي    المسائلههذوتنتج ،   تخضع لشروط حدودية    Rمفتوحة  قة  منط
السوائل وفي انتشار الجهد والإزاحة وانتشار الحرارة وغيرها،  وبـصورة عامـة إن إمكانيـة                

لمسائل الانتشار هي معقدة كثيرا بـالرغم  ) Analytical Solution(الحصول على حلول تحليلية 
يد في المفاهيم والأساليب الرياضية المتبعة لحل المعادلات التفاضـلية الجزئيـة         من التطور المتزا  

هو الأسـلوب الامثـل لدراسـة    ) Numerical Solutions(اللاخطية لذلك فان الحلول العددية 
  ].7[خواص هذا النوع من المعادلات 

ــاء   ــود الانحن ــد وج ــاردة   (Curvature)يول ــوة ط ــة ق ــة الناقل ــي الأوعي  ف
 (Main Flow)تجاه الجريان الرئيـسي  ا ب في زاوية قائمةتعمل (Centrifugal Force)مركزية
عـن أن   " في حقل الجريان عن الجريان بالأوعية المـستقيمة فـضلا         "  هذا التأثير تشوها   ويسبب

فهو يكثر في أنظمة نقل الموائع والمبادلات       ، وعاء يشيع في التطبيقات الهندسية    تشكيل المنحني لل  
والأجهـزة   (Chemical Reactors)والمفـاعلات الكيميائيـة   (Heat Exchangers) الحرارية

(Apparatus)والمعدات (Equipment)  والمبتكرات(Devices) [12].  
      

   :Mathematical Model :النموذج الرياضي.2
 أن القوانين الأساسية التي تـصف الحركـة   اذ" جريان مائع حقيقي معقدة جدا    أن طبيعة   

ائع لم تصغ بطريقة سهلة وان بعض الحلول الرياضية تحتاج إلـى التجـارب العلميـة              الكاملة لم 
  .  وهذه المعادلات الأساسية في الجريان هي التي تمكننا من التنبؤ بسلوك المائع،المرتبة

 -رية لجريان المائع قد تم الحصول عليها ومعروفة باسم معادلات نـاف           ـاسيـإن المعادلات الأس  
          ومعادلـة الحركـة  (Equation of Continuity) الاسـتمرارية  ة بمعادلـة  ـ والمتمثلستوكس

(Equation of Motion).[8]  
 وجود الانحناء على قوة اللزوجة في الاتجاه المحوري فانه من الضروري        أهميةومن اجل دراسة    

وبـذلك  " تـا  السرعة من دون الجريان الثانوي ولغرض النموذج الحالي فان الضغط يعد ثاب            إيجاد
  :ة جريان مائع في وعاء منحن بالشكل الاتيمعادليمكن تمثيل 
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ون الجريان الثانوي بالاعتماد علـى معامـل        هي معادلة دراسة تأثير الانحناء من د       (1) المعادلة
 ،(Kinematic Viscosity) هي اللزوجة الكينماتيةv، نصف قطر الانحناء هوR حيث، الزمن

R
w2

 نصف ضـلع  L،  هو الضغط  q ، (Centrifugal Force)هي القوة الطاردة المركزية   

  .[8].ثابت اختياري µ،المقطع
ن  بدراسة جريان المـائع بعـد أ  [12] (1988)في عام   Shiragami & Inaueاهتم 

 باستخدام التقنيات العددية وقام بدراسة تأثير الانحناء مـن دون       يأخذ شكله الكامل في وعاء منحن     
 تـأثير الانحنـاء يمكـن       الجريان الثانوي وتوصل إلى الحل التحليلي اللازمني للحالة كما أكد أن          

  .إهماله
 تطوير النموذج الرياضـي لدراسـة   [6] (1990) في عام Misra & Karكما عرض 

 الكائنـات   أو الإنـسان  وبـين أن  ، عند ارتجاج جسم   (Arteries)تأثير جريان الدم في الشرايين      
علـى   متعددة فعندما يوضع جسم مـا        أشكال ظروف ارتجاجية في     إلىالراقية غالبا ما تتعرض     

عـن أن عنـد     " منضدة ذات اهتزازات فان ارتجاج الجسم ككل سوف يتوزع بشكل سريع فضلا           
مـا يتعـرض إلـى    " ركوب المركبات أو التحليق بطائرة أو سفينة فضائية فان الإنـسان غالبـا           

   .إراديةارتجاجات جسدية لا 
 ـ [3] (1994) عام  Buses & Clever أجرى يع الحسابات العددية المعتمدة على توس

، للتغيرات المعتمدة وقد طبقت للجريانات الثابتة الزمنية الدورية ثلاثية الأبعـاد              كلاركين طريقة
  . كما أن استقرارية الحلول الثابتة قد تم تحليلها 

 بتطوير تناسقية الدوران على السطوح ذات (1997) [1] في عام Athanassenas قام 
n     1 من الأبعاد في+nR    للحجم المغلق V        ـ ومع حدود في صفحتين متوازيتين ومـع المحاف   ةظ
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ة تقـود   على الحجم وبوجود الجريان المنحني وقد حصل فيما يتعلق بالحجم على تقديرات منحدر            
  . أطولإلى بقاء الجريان إلى فترة

-Taylor) بينـارد  –في مشكلة تيلـر  [2]   (1998) في عامAuer & Busseاستنتج 

Benard)   المحـور وذات دوران  ي متعـددت ن الضيق لجريان مائع بين اسـطوانتي الفجوة حد 
وعندما يتم تسخين الاسطوانة الداخلية فان القـوة        ، مختلف والتي تحفظ بدرجات حرارية متفاوتة       

  .الطاردة المركزية تتعدى الجاذبية
ية جريان مائع مـزعج فـي    استقرار[8] (2001) في عام Mosa & Ibrahim حلل

وتبين من خلال التحليل أن الاستقرارية تعتمد على نصف قطـر الانحنـاء والعـدد     ، منحنوعاء  
  .ألموجي وقد وجدا منحني الاستقرارية المتعادل الذي يفصل بين منطقتي المائع

الاستقرارية لحركة المائع الممغنط في طبقة أكمـن        [9] (2001) في عام    Mosaناقش  
إذا " دائمـا " ويكون النظام مـستقرا ) يضمحل( للنظام يقل على لوحة مسامية، آذ وجد أن الإزعاج   

2KNكان    . العدد ألموجيK و(Magnetic Parameter) معلمة مغناطيسية  Nحيث    >
 جريان مائع فـي وعـاء مـنحن باسـتخدام           تم دراسة الحل العددي لمعادلة    تفي هذا البحث س   و 

مع الحل المضبوط  ومقارنة الطريقتين ADIانية طريقة  والثADE  طريقة هي الأولى ،طريقتين
  .جريان مائع في وعاء منحن معادلةوبيان الطريقة المثلى لحل 

  

  :الطرائق العددية-3
   :)ADE   )Alternating Direction Explicitطريقة .أ

)تعرف الإحداثيات في هذه الطريقة     )tyx   : الأتي على نقاط الشبكة بالشكل ,,
nhx =  
mky =     

tpt δ=    
Np ,.....,2,1=،    Mmn ,.....,2,1, =       

tt  هي أعداد صحيحة  و        ,MNحيث أن       ∆=δ،   yk ∆=،   xh وعليـه   =∆
  :   على الشبكة تكون بالشكل الأتي wفان نقاط 

( ) pmnwtpmknhw ,,,, =δ  



   ...ان ة جريمعادلل الحل العددي
  

 ٨٥

 ، y)(، x)( نسبة إلى w)(وعليه يكون التقريب العددي للمشتقة الجزئية الأولى والثانية للدالة  
)(t [13]يأتي  وباستخدام مفكوك تايلر كما :  
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ن هذه نلاحظ  أو ن مائع في وعاء منحنة جريامعادلل ADEهي صيغة طريقة ) 2 (ةإن المعادل 
  . p نقاط  في المستوي خمسفر االمعادلة تحتاج إلى تو

  
   :)ADI    )Alternating Direction Implicit  طريقة -ب

  

 تتطلـب  وبينا أنها  1955عام  ) Rachford(و  ) Peaceman (طورها العالمان طريقة       هذه ال 
معادلة تكتب في صيغة    أل  ADIفي تقريب طريقة    و، الحاسبة كما أنها طريقة دقيقة      في  قليلا اخزن

ا لحساب التقدم   م بالتعاقب احده  ا استخدم نتقريبيي وبشكل عام    xكميات في مستويين من مستويات      
 إلى المـستوي    pلمستوي   والثاني لحساب التقدم من ا     p+1  إلى المستوي     p−1من المستوي   

2+p [13].  
في الخطـوة   ،و y و x الحركة في كل من الاتجاهين        كل من الخطوتين    تشمل في هذه الطريقة   

ي أما ف .  تصاغ بشكل صريح   y تصاغ ضمنياً والحركة في الاتجاه       xالأولى الحركة في الاتجاه     
 تـصاغ   yالاتجـاه   فـي    فتصاغ بشكل صريح والحركة      xتجاه  الخطوة الثانية فان الحركة با    

  .ضمنياً
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2 باستبدال     p+1 إلى المستوي    p−1في الخطوة الأولى يمكن تمثيل الحركة من المستوي         

2
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2 و اسـتبدال     p+1 الضمنية عنـد المـستوي       آتتقريبألب
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∂
 ـألب  ∂ الـصريحة عنـد    آتتقريب

  :[13] أتي   وكما يp−1المستوي
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لنقاط الى ابالنسبة . ة جريان مائع في وعاء منحنمعادلل ADI)(تمثل صيغة ألـ ) 3 (ةالمعادل  
 والمستوي p−1 نقاط معلومة في المستوي أربع لدينا ثلاث نقاط مجهولة وp+1في المستوي 

p.  
  :التطبيق العملي-4

على المنطقة المستطيلة    )١(المتمثلة بالمعادلة  ان مائع في وعاء منحنجرينأخذ معادلة     
π20 ≤≤ x  ،  π20 ≤≤ y .  الحدوديةبالشروط:   
1/  

( ) ( ) ( )yxyxw sin.sin0,, =  
 

0),0,0(
0),2,2(

=
=

tw
tw ππ

                       [9] 

2/  
( ) ( ) ( )yxyxw ππ 2sin.2sin0,, 22=  

 

0),0,0(
0),2,2(

=
=

tw
tw ππ

              [10] 
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  (1)   جدولال 
 

)لقيم مختلفة لـ  ADI  وADE باستخدام الطرائق) 1(الحل العددي لـ )δµ,,, Rv  
ADE Method (fourth 

level) 
ADI Method (fourth level) Exact 

 
h=k=0.31415927 

r=0.22214415 
v=0.1,R=0.5 

1=∆q 5.0=µ  
, L=2 1=δ  

h=k=0.31415927 
r=0.22214415 
v=0.1,R=0.5 

1=∆q 5.0=µ  
,L=2 1=δ  

h=k=0.31415927 
r=0.22214415 
v=0.1,R=0.5 

1=∆q 5.0=µ  
 ,L=2 1=δ  

W(x ,y ,t) W(x ,y, t) W(x , y, t) 
0 0 0 

0.1936 0.2359 0.2528 
0.3001 0.4057 0.4252 
0.4351 0.5613 0.5799 
0.5422 0.6499 0.6611 
0.6628 0.6963 0.7089 
0.5409 0.6523 0.6644 
0.4602 0.5694 0.5801 
0.3423 0.4093 0.4233 
0.1958 0.2652 0.2819 

0 0 0 
- 0.1936 - 0.2359 - 0.2528 
- 0.3001 - 0.4057 - 0.4252 
- 0.4351 - 0.5613 - 0.5799 
- 0.5422 - 0.6499 - 0.6611 
- 0.6628 - 0.6963 - 0.7089 
- 0.5409 - 0.6523 - 0.6644 
- 0.4602 - 0.5694 - 0.5801 
- 0.3423 - 0.4093 - 0.4233 
- 0.1958 - 0.2652 - 0.2819 

0 0 0 
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 ٩٠

  )2 (جدولال   
  

)لقيم مختلفة لـ ADI  وADE باستخدام الطرائق) 1(الحل العددي لـ )δµ,,, Rv  
ADE Method (fourth 

level) 
ADI Method (fourth 

level) 
Exact 

 
h=k=0.31415927 

r=0.22214415  
v=0.2,R=0.6 

1=∆q6.0=µ  
, L=25.1=δ  

h=k=0.31415927 
r=0.22214415 
v=0.2,R=0.6 

1=∆q6.0=µ  
, L=25.1=δ  

h=k=0.31415927 
r=0.22214415  
v=0.2,R=0.6 

1=∆q6.0=µ  
, L=25.1=δ  

W(x ,y ,t) W(x ,y, t) W(x , y, t) 
0 0 0 

0.2185 0.2559 0.2673 
0.3999 0.4887 0.5095 
0.5022 0.5998 0.6118 
0.5972 0.6687  0.6899  
0.6881 0.7195 0.7404 
0.5991 0.6766 0.6972 
0.5081 0.6116 0.6398 
0.4025 0.5021 0.5259 
0.2528 0.2719 0.2946 

0 0 0 
0.2185-  0.2559-  0.2673-  
0.3999-  0.4887- 0.5095- 

0.5022- 0.5998- 0.6118- 

0.5972- 0.6687-  0.6899- 

0.6881- 0.7195- 0.7404- 

0.5991- 0.6766- 0.6972- 

0.5081- 0.6116- 0.6398- 

0.4025- 0.5021-  0.5259- 

0.2528- 0.2719- 0.2946- 
0 0 0 

 
 
 



   ...ان ة جريمعادلل الحل العددي
  

 ٩١

  (3)   جدولال 
  

)لقيم مختلفة لـ  ADI  وADE باستخدام الطرائق) 2(الحل العددي لـ )δµ,,, Rv  
ADE Method (fourth 

level) 
ADI Method (fourth 

level) 
Exact 

 
h=k=0.31415927 

r=0.22214415 
v=0.1,R=0.5  

1=∆q5.0=µ  
, L=21=δ  

h=k=0.31415927 
r=0.22214415 
v=0.1,R=0.5 

1=∆q5.0=µ  
,L=21=δ  

h=k=0.31415927 
r=0.22214415  
v=0.1,R=0.5 

1=∆q5.0=µ 
 ,L=21=δ  

W(x ,y ,t) W(x ,y, t) W(x , y, t) 
0 0 0 

0.2418 0.2766 0.2845 
0.3999 0.4154 0.4389 
0.5175 0.5799 0.5915 
0.5864 0.6811  0.7001 
0.7055 0.7249 0.7428 
0.5900 0.6895 0.7129 
0.5278 0.5800 0.6088 
0.4021 0.4231 0.4545 
0.2550 0.2849 0.2999 

0 0 0 
0.2418-  0.2766-  0.2845-  
0.3999-  0.4154- 0.4389- 

0.5175- 0.5799- 0.5915-  
-0.5864 0.6811-  0.7001-  
0.7055-  0.7249- 0.7428- 

0.5900- 0.6895- 0.7129- 

0.5278- 0.5800- 0.6088- 

0.4021- 0.4231- 0.4545- 

0.2550- 0.2849- 0.2999- 
0 0 0 
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 ٩٢

 
  (1)شكل ال

 عندما(1)مع الحل الحقيقي للجدول  ADI طريقة وADE ةطريق مقارنةيمثل 
( )1,5.0,5.0,1.0 ==== δµRv  

  

  
 (2)شكل ال

 عندما(2) مع الحل الحقيقي للجدول ADI طريقة وADE ةطريقيمثل مقارنة 
( )5.1,6.0,6.0,2.0 ==== δµRv  



   ...ان ة جريمعادلل الحل العددي
  

 ٩٣

  
  

 (3)شكل 
  (3) مع الحل الحقيقي للجدول ADI طريقة وADE ةطريقيمثل مقارنة 

  
  :الاستنتاجات-5

الذي اخذ من   مع الحل الحقيقي    ومقارنة الطريقتين   من خلال ملاحظة النتائج و الأشكال          
إن الحل العددي و ADE تكون أفضل من طريقة    ADIنستنتج أن طريقة  [4]المصدر 

أي )3(  ،)2(، )1(الأشـكال   و)3( ،)2(،)1(ول  االجد كما في    ا ومتناظر ايكون دوري 
 إلـى وقـت   مـن ثـم  ننا نحتاج إلى حسابات أقل وأن الحل يكون نفسه لكل فترة ولذلك فإ     

جد انه كلما كان     ن )2( ، )1( ينالأشكال و )2(،)1( ،كذلك من خلال ملاحظة الجدولين    أقل
عادلـة  زادت القوة الطاردة المركزيـة لم      ني كبير نصف قطر الانحناء واللزوجة الكينماتية    
  .أفضل يعطي نتائج جريان المائع في وعاء منحن ومن ثم 
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