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ABSTRACT 
The aim of this paper is to investigate the vertical flow in thin films 

of an incompressible liquids with no inertia force. Continuity equation and 
Navier-Stokes equations are used to obtain the equation that governs this 
type of flow, this equation is solved by using numerical methods to find the 
thickness of film. 

  الملخص
 دراسة الجريان العمودي في الأغشية الرقيقـة لـسوائل غيـر قابلـة         إلىيهدف البحث   

- استخدمت معادلة الاسـتمرارية ومعـادلات نفيـر       د قوى القصور الذاتي، وق    بإهمالللانضغاط  
 ـستوكس للحصول على المعادلة التي تحكم هذا النوع من الجريان، وتم حلها باسـتخدام طر               ق ائ

 .مك الغشاء سلإيجادعددية 

    Introduction: المقدمة 1.
التي عادة ما تتكون من هـواء  )  Thin films(والأغشية الرقيقة  ) Foam( الرغوة إن

أن . هي حالة خاصة في ميكانيـك الموائـع  ) Surface tension(وسائل لزج مع الشد السطحي 
 الأغـشية،  سلوك هـذه   فيطابعا أخر وهو دراسة التأثيرات      دراسة الأغشية الرقيقة حديثا أخذت      

 والتي لها أهمية كبيرة فـي كثيـر مـن          Thinness) (الأغشية نحافة   وأن احد هذه التأثيرات هو    
التطبيقات الصناعية مثل عملية طلاء أسطح الرسم ، الشمع الوقائي والطبقـات الفـضية علـى                

  .الأغشيةوقد أجريت العديد من الدراسات في هذا النوع من  .المدمجة CD أقرص
ق العددية لحـل بعـض   ائ الطر)Tuck, E.O. and L.W. Schwartz, 1990(درس 

  ،                       الأغـشية  هـا المعادلات التفاضـلية الاعتياديـة مـن الرتبـة الثالثـة والمتعلقـة بطـلاء وجريان               
 الرقيقـة  للأغـشية ألانتشار غير المستقر ) Moriarty, J.A. and L.W.Shwartz,1991(ودرس 
  .لة مع شد سطحي صغيرالسائ

 قوى  بإهمال الرقيقة   الأغشيةالجريان اللازمني في    ) Majeed,M.A.S,2002( كما درس   
  .القصور الذاتي
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 .Richard B.; Olivier, D.; Marcio, G.;Andrew T.; Haris W) قام كل من و

and Kerianne Y. (  درس الرقيقة في حالة سـائلين، كمـا  للأغشيةبدراسة الجريان العمودي     
) Kondic, L. and J.Dies,2001  ( الرقيقة عندما تكون الجاذبيـة هـي   الأغشيةالجريان في 

ــسؤ ــأن خــط  والم ــين ب ــان وتب ــصالة عــن الجري ــستقر، ودرس لالات ــر م ــون غي  يك
)Braum,R.J.,2002 (     قوى القصور الـذاتي، كمـا درس        بإهمالجريان الغشاء السائل الرقيق 
)Gao;D,N.B.Morley and ,V. Dhir, 2003 ( الـساقطة  الأغشيةالطرق العددية في جريان 

 الجريـان   Khider,M.S.Khider,2003)(، ودرس   )VOF( طريقة   باستخدامعلى شكل موجة    
  . الرقيقة السائلة المائلةألأغشيةاللزج في بعض 

 الرقيقة اللزجـة  الأغشية دراسة الجريان العمودي في إلى وفي بحثنا هذا سوف نتطرق      
  .لبعلى سطح ص

  

    Governing equations: المعادلات التي تحكم الجريان ) 2.1(
)ليكن   )vuq ,=

r       يمثل متجه السرعة للجريان، وأن uv,       تمثلان مركبتي الـسرعة فـي 
  .)غط الداخلي للسائلالض ( يمثل الضغطp على الترتيب و,xyالاتجاهين 

)لتكن   )txhy ) معادلة السطح الحر للغشاء، حيث أن        =, )txh  يمثل سمك الغشاء، وأن     ,
   ).1,1(  وكما مبين في الشكل xالجريان عمودي نحو الأسفل باتجاه الاحداثي 

  
  
  
  
  
  
  
 
 
 
  

>>1لتي يكون فيها    نحصر اهتمامنا بالحالة ا   
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  -:الآتيةفتصبح بالصيغة 
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 الاسـتمرارية  هي معادلة  المعادلات التي تحكم الجريان في الغشاء العمودي ولنظام ثنائي البعد إن
  -:الآتية الصيغة والتي لها
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  . التعجيل الأرضيg اللزوجة ،µ يمثل الكثافة ،ρحيث أن 
  -:الآتية الصيغة إلى تختزلان (2.6) و(2.5)فأن معادلتي الزخم   [1]تالتزيي نظرية وباستخدام
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     Boundary conditions: الشروط الحدودية ) 3.1(
      عنـدما   على السطح الحر للغـشاء ) Tangential stress conditions(:  شرط جهد القص .1
hy    فأن=

0=







∂
∂

=
sy

u
µτ         …(3.2) 

  . مثل القيم على السطح الحر للغشاءت s: حيث أن 
hy   عندما :Normal-stress condition:  شرط الجهد العمودي .2      فأن  =
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  .يمثل الشد السطحي σحيث أن 
      فأن   y=0 عندما : No-slip condition:  شرط عدم الانزلاق .3

0=u           …(3.4) 
.4 
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  -:يأتيما  نحصل على x إلى بالنسبة (3.3)  الشرط الحدي باشتقاق
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  - :ما يأتي  نحصل على(2.7)مع المعادلة (3.6) بمقارنة المعادلة 
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  -:ما يأتي نحصل على y إلى بالنسبة (3.7)بتكامل المعادلة 
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)حيث أن    )txf   . ثابت التكامل,
hy عندما (3.8)في المعادلة (3.2) بتطبيق الشرط الحدي    -:ما يأتي نحصل على =
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  - :ما يأتي  نحصل على(3.8) في المعادلة (3.9)بتعويض المعادلة 
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  - :ما يأتي  نحصل علىy إلى بالنسبة (3.11)بتكامل المعادلة  
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)حيث أن   )txg   . ثابت التكامل,
  - :ما يأتي  نحصل على(3.12)معادلة  في ال(3.4)بتطبيق الشرط الحدي 

 ( ) 0, =txg                                                                                         …(3.13)  
  -:الآتية تصبح بالصيغة (3.12)وهكذا فأن المعادلة 
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  -:[7] لمعادلة حفظ الكتلة تعطى بالصيغة الصيغة التكاملية إن
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  . يمثل المعدل الحجمي للجريانQحيث أن 
  - :ما يأتي  نحصل على(3.15)في المعادلة (3.14)بتعويض المعادلة 
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  ).الأرضيالشد السطحي والتعجيل اللزوجة،( تمثل التوازن بين ثلاث قوى 3.18) (والمعادلة 
  
  

   Non-dimensional:  المتغيرات اللابعدية (4.1) 
  - :]7[بالصيغة بدلالة المتغيرات اللابعدية ,hxتعرف المتغيرات 

    Ttt = ،   Lxx = ،  Hhh =                                                 …(4.2)  
2وأن 
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  - :ما يأتي  نحصل على3.18) (في المعادلة (4.2)بتعويض المتغيرات اللابعدية
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) وباسقاط الرمز   -:الآتية فأنها تصبح بالصيغة (4.3) من المعادلة −(
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حالة اللازمني أي عندما في 
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  - :ما يأتي  نحصل علىx إلى بالنسبة (4.5)بتكامل المعادلة
 (4.6) …                                                                    Ahhh =+′′′ 33  
   أو

                            …(4.7)                                                31
h
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  . ثابت التكامل Aحيث أن 
يمكـن  ] 10[وحسب المـصدر  .(3.5) يمكن حلها حسب الشرط الحدي       (4.7)والمعادلة

  - : من العلاقة الآتيةx=0الحصول على الشروط الابتدائية عندما 
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  . (4.8) صغير جدا لموازنة العلاقة ثابت اختياريaحيث أن 
   نظام المعادلات التفاضلية وذلك بتخفيض رتبة المعادلة إلىنحولها  (4.7)لحل المعادلة

  :نفرض أن 
211 hhhhh =′=→=  

322 hhhhh =′′=′→′=  

333 1
h
Ahhhh +−=′′′=′→′′=  

كوتا من الرتبـة    -ستخدام طريقة رنج   وبا x=0 عندما   (4.8)وبتطبيق الشرط الابتدائي  
  )1.2 (الـشكل  في ة وكما موضح نحصل على الحلول الآتية MATLAB الـالرابعة في نظام

   .A ابتولقيم مختلفة للث ) 1.3(و
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 )1.3(شكل ال

)يمثل منحني الحل للمستوي )hx,5.0عندما ) 4.7(  للمعادلة=A  
  
  

 )1.2( شكلال
)یمثل منحني الحل للمستوي )hx,1عندما ) 4.7(  للمعادلة=A  
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  Conclusion: الاستنتاجات 
 دراسة جريان الاغشية الرقيقة اللزجة بصورة عمودية فـي نظـام            تفي هذا البحث تم   

لقـيم  ) h→∞( أن سمك الغشاء يقترب من المالانهاية (4.7)من حلول المعادلةثنائي البعد وتبين    
x1(لغشاء يقترب من الواحد ا سمك الموجبة، وأن→h ( لقيمxالسالبة .  
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