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ABSTRACT 

Let G be a k0-connected graph ,and let ),( vuwd , 01 kw ≤≤ ,be the w- 
width distance between the two vertices  u,v  in G. The w-Wiener 
polynomial of the width distance of G is defined by: 

 
 
 

The w-Wiener polynomials of the square of a path 2
tP , the square of 

a cycle 2
tC  ,and of an m-cube mQ  are obtained in this paper . The diameter 

with respect to the width distance –w ,and the Wiener index for each such 
graphs are also obtained . 

  
  الملخص

  

0kw1 وأن   k0 بيانا متصلاً عامل اتصاله      Gليكن   v,u(d(، وأن   ≥≥ w  هي المسافة
 نـسبة للمـسافة   w–تُعرف متعـددة حـدود وينـر     . G في vوu بين الرأسين w   -العرضية
   على أنها w-العرضية
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 لكل w–مسافة العرضية  نسبة  إلى الw–متعددة حدود وينر ضمن هذا البحث إيجاد ت  
Ptمن مربع درب 

Ct  ،ومربع دارة 2
إلى  ، كما تضمن البحث إيجاد القطر بالنسبة m–،ومكعب 2

  .، وإيجاد دليل لكل من هذه البيانات w - العرضيةمسافةال
  

   دمةقلما.1
 على أنها مجموعة دروب v وuحاوية  تعرف ،G أي رأسين في بيان متصل v وuليكن 

  .C(u,v)  بـ ، ويرمز لهاv وu تصل بين  منفصلة داخليا
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 C(u,v) فـي    u-v على أنه عـدد الـدروب        C(u,v) الحاوية   (width)عرضيعرف  
  ، أي أن w(C(u,v))بـ ويرمز له 

),()),(( vuCvuCw = 

 رب في الحاوية ويرمز لـه  على أنه الطول لأطول د   C(u,v)طول الحاوية   كما يعرف   
)),(( بـ vuCl .      وأخيرا لأجل عدد صحيح موجبw  المـسافة ( أوالمسافة العرضية نعرف-w (

   على أنها G [7] في بيان v وuبين رأسين 
)),((min),(

),(
vuCGvud

vuCw l=                                                                …..(1.1) 

وعنـدما لا يكـون هنـاك    . w ذات العرض C(u,v)لأصغر يؤخذ على كل الحاويات  حيث أن ا  
),( بـv وuالتباس فسوف نعبر عن المسافة العرضية بين  vudw.  

 u تصبح المسافة الاعتياديـة بـين       w- فان المسافة  w=1من الواضح أنه عندما يكون    
 ـ  w≤2 عندما   w-ة المسافة وفي بحثنا سنحاول دراس   . vو  فانـه عامـل   w أما الحد الأعلى لـ

01أي أن. Gللبيان  0k [3,4]الاتصال kw  مـن دراسـتنا   w=1، وسوف نستبعد حالة كون ≥≥
0kwت أما لو كان. لأنها تمثل المسافة الاعتيادية التي لها دراسات كثيرة ومتقدمة فان المـسافة   <

),( vudw   1عندما  .  تعد غير معرفة≠w    فسوف نأخذ الرأسين uو v مختلفين ولا نأخذ حالة كون 
u =v.  

 Gwδ)( أو اختـصارا بــ   Gwdiam)(والذي يرمز له بـ G لبيان  w- القطريعرف
  : أي أنG قي w- بأنه أكبر المسافات العرضيةwδأو

),(
)(,

max)( Gvuwd
GVvu

Gw ∈
=δ                                                                 …..(1.2) 

)()(واضح أن  GGw δδ ≥  
  : أيG في البيان w-فهو مجموع المسافات العرضية w-دليل وينرأما 

)
,

,()( G
Vvu

vuwdGwW ∑
∈

=                                                                     …..(1.3) 

متعـددة حـدود   نعرف  d [5,6]لدالة المسافة الاعتيادية الى ا لمتعددة حدود وينر نسبة وأعماما
  :الأتي كwdلدالة المسافة العرضية الى انسبة  w-وينر

∑
∈

=
Vvu

vuwdxxGwW
,

),();(                                                                       …..(1.4) 

),(فإذا كان  kGCw           يمثل عدد الأزواج غير المرتبة للرؤوس التي تساوي المسافة العرضـية -w 
  : فأنkبينها 

∑
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k
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),();(                                                                        …..(1.5) 
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  .2 لا تقل عن w- فان المسافةw≤2نه عندما يكون لأ
  من الواضح أن

∑
≥

=
==

w

k
wxww kGCkxGW

dx
dGW

δ

2
1 ),();()(                                                  …..(1.6)  

),,(لنفرض أن    و G رأسا في بيان متصل      vليكن   kGvCw     يمثل عدد رؤوس G   التـي 
  .w≤2 وk≤2 إذ أن v عن الرأس k تساوي w-بعد بمسافة عرضيةيكل منها 
  واضح أن

∑
∈

=
Vv

ww kGCkGvC ),(2),,(                                                                       …..(1.7) 

wkلكل  δ≤≤2  
  بـv  [1]لرأس الى ابالنسبة  w-متعددة حدود وينروتعرف 

∑
≥

=
w

k

k
ww xkGvCxGvW

δ

2

),,();,(                                                                  …..(1.8) 

  [1]  نستنتج أن(1.8) و(1.7) و(1.5)من 

∑
∈

=
Vv

ww xGWxGvW );(2);,(                                                                       …..(1.9) 

 ،k إذا كـان لكـل   w-لمسافة العرضيةالى امنتظم نسبة  أنه   G يقال لبيان متصل     :[1] تعريف
),,( kGvCw له القيمة نفسها لكل رأس  v فيG .      أي أن عـدد الـرؤوس التـي تبعـد بمـسافة

  .G في vكل  الى سه بالنسبة  هو نفv عن الرأس kا  قيمتهw-عرضية
     

لكل من  w–لمسافة العرضية  هذا البحث متعددة وينر بالنسبة الىاأوجدنا في
 

mtt QCP ,, 22
   

  

  (The square of a path)مربع درب . 2 

),( لبيان   2Gالمربع [3] :2.1 تعريف EVG )()(  رؤوسه هو بيان مجموعة  = 2 GVGV  وفيه  =
u و v  2 متجاوران فيG  2 عندما يكون),( ≤vud في G.  بالمثـل يعـرف mG،3≥m ، كـالآتي 
)()( GVGV m    عندما يكون فقطmGين في متجاورv و u ويكون الرأسان =

mvudG ≤),(  
 tPنفـرض أن  .  لمربع دربw-في هذا البند متعددة حدود وينر للمسافة العرضية       نجد  

tuuuu مجموعة رؤوسه هي بالترتيب tبرتبة  درب ,...,,,    يكونئذ،عند321
VuuuuPV tt == },...,,,{)( 321

2 
 

tGt PGvudVvuuvPE =≤≤∈= },2),(1,,:{)( 2
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2البيانيوضح   2.1الشكل   
tP يكونعندما t  2 يبين لنا2.2 عددا زوجيا، والشكل

tPيكون عندما  
tعددا فرديا .  
  

      
 
 
 
 
 
 

2البيان-2.1الشكل 
tP ،tعدد زوجي   

  
  
  
  

  
  

2البيان-2.2الشكل 
tP ،t عدد فردي  

  

20 يتبين لنا أن2.2 و 2.1بمجرد النظر إلى الشكلين  =k وهذا يعني أن w =2.  
2 للبيان2- القطر للمسافة العرضية:2.1عبارة 

tPهو   





=

2
2

2
tPdiam t                                                                                       …..(2.1) 

  :البرهان
2),(/2 نلاحـظ أن     2.1من الـشكل     tvud  عـددا زوجيـا، وأن      t عنـدما يكـون      ≥

2/),( 12 tuud t  زوجيا فان  tعندما يكون  إذا. =
2

2
2

tPdiam t =.  
   يكونv و u نلاحظ أن لكل رأسين 2.2من الشكل و

2),()1(/2,                                               فرديا tعندما يكون  +≤ tvud  
 

),()1(/2كما أن  12 += tuud t .يكونوعليه، فانه عندما  tفرديا فان   
2/)1(2

2 += tPdiam t  
                             #  
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2 للبيان2- متعددة حدود وينر للمسافة العرضية:2.2مبرهنة 
tP5، إذ أن≥tهي ،:  

 

∑
=

+−+−=
2/

3

22
2 )342()2(3);(

t

k

k
t xktxtxPW                                                    …..(2.2) 

  :البرهان
),(، أي kx نجد معامـل 2-للحصول على متعددة حدود وينر للمسافة العرضية  2

2 kPC t 
لكل

 
 2/2 tk ≤≤.  
tji حيث أن ju مع كل رأس من الرؤوسiu ولنأخذ الرأسk =2نفرض أن   نلاحـظ >≥

 
أن 

2),(2 =ji uud 3,2,1 عندما +++= iiij31 ولكل −≤≤ ti.  
   أنفضلا عن

2),(),(),( 1222122 === −−−− tttttt uuduuduud                                              …..(2.3) 
  بهذا نستنتج أنو

)2(3)2,( 2
2 −= tPC t                                                                                   …..(2.4) 

 
أما إذا كانت     2/3 tk ),( ولغرض إيجاد    ≥≥ 2

2 kPC t نلاحظ أن   فkuud ji  إذا وإذا فقط    2),(=
12,22كان  −+−+= kikij.  

ktiوهذا يصح لكل  211   : أنفضلا عن، ≥≥+−
kuud tkt =−+ ),( 222                                                                                   …..(2.5) 

ومما تقدم تبين أن لكل  2/3 tk ≤≤  
342),( 2

2 +−= ktkPC t                                                                              …..(2.6) 
 

  . وبهذا يتم البرهان(2 .2)على  (2.6) و(2.4) من نحصلوأخيرا 
                                                                                #  

2 للبيان ٢- دليل وينر للمسافة العرضية:2.3نتيجة 
tPهو   

1)5n8)(1n(n
6
1)1n(tn)P(W 2

t2 −−+−+=                                 …..(2.7) 

حيث أن



=

2
tn.   

  :البرهان
     .(2.7)حصل على العلاقة  نx=1 والتعويض عن (2.2)باشتقاق الصيغة 

   
  



  علي عزیز علي و أسماء صلاح عزیز
 

 

 ١٦

مربع دارة. 3   
 

2
tC

 
)The square of a cycle(:  

  

4بما أن
2
4 KC 5 و=

2
5 KC   .t≤6فسوف نفرض أن  =

2  للبيان    0kواضح أن عامل الاتصال   من ال 
tC  42 لذلك فـان   4هو ≤≤ w .   لنفـرض مجموعـة

2رؤوس 
tCهي :  

},...,,{)( 21
2

tt vvvCV =  
  .3.1كما هو مبين في الشكل

2لاحظ أن 
tC لمسافة العرضيةالى ا بالنسبة ا يكون منتظم-w   يجـاد  إ لذا سـنركز علـى

),;(متعددة الحدود  2
1 xCvW tw 42 لكل ≤≤ w.     

  
  
  
  
  
  

  
  
  
  
  

  
2 البيان 3.1الشكل

tC  
   
2 للبيان2-متعددة حدود وينر للمسافة العرضية) أولاً(

tC:  
2 للبيان 2- القطر للمسافة العرضية:3.1عبارة

tCهو   





=
4

2
2

tCdiam t                                                                             

  :البرهان
2 رأسين من رؤوس    v و uيكن  

tC بحيث أن rCvud t . tC هـو القطـر للبيـان   ),(=
  :لدينا أربع حالات. tCيان في البv وu هو أقصر درب بين Qوليكن 

2vtv

3v1tv −

iv

1iv −

2iv +
1iv +

1v

3iv +
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  Q منفصلين داخليا همـا  u-v إلى دربين tC وتتجزأ حافاتr=2sعندها يكون  t=4sإذا كان .1
2 منفصلان داخليا في البيانu-v وعليه يوجد دربان ′Qو

tCل   كل منهما بطوs.  
  لهذا السبب فان2.1] لاحظ العبارة[′2Q والأخر في2Q  أحدهما في





===

44
2

2
ttsCdiam t  

sCvud فان t=4s+1إذا كان . 2 t 2),(   2Q منفصلان داخليا فيu-vإذا يوجد دربان . =
   فانs+1٢ هي Q ولما كانت رتبة s+1 بطول خروالآ s   أحدهما بطول 

  12
2 += sQdiamولما كان Q′ 2 برتبةs+2فانه لا يؤدي إلى دربين منفصلين داخليا   

  لذلك فان. s+1 وبطول أقل من v وu   بين 





=+=

4
12

2
tsCdiam t  

   وكل2s+2 أيضا برتبة ′Q ويكون2s+2 يكون برتبة Q فان الدرب t=4s+2إذا كان . 3
   وهذه) 2.1ةبموجب العبار (s+1 وبطول ′2Q و2Q فيu-vب    منهما يؤدي إلى أقصر در

  وهكذا يكون. لحالة الأولىلالحالة مشابهة    





=+=

4
12

2
tsCdiam t  

rsCvud  فانt=4s+3إذا كان . 4 t =+=    ′Q أما2s+2 برتبة Q ويكون ),(12
   يؤديان اللذين2Q  المنفصلين داخليا من u-v، لذلك نأخذ الدربين2s+3    فيكون برتبة 

12ولما كان. بأقصر طولC(u,v)     إلى حاوية 
2 += sQdiamفان   





=+=

4
12

2
tsCdiam t  

 #                                                  .وبهذا يتم البرهان

2 للبيان w-وسوف نجد متعددة حدود وينر للمسافة العرضية      
tC      لكل من القيم الثلاثة لـ 

w 2,3,4 وهي  
 

 ولنفرض أن t≤7 لتكن :3.2مبرهنة



 −

=
4

7tm ،



 −

−−=
4

343 ttn ،       

2 لمربع دارة 2-وينر للمسافة العرضية فان متعددة حدود
tCهي،:  
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  :البرهان
2بما أن   

tC      العرضـية مـسافة  إلـى ال   منـتظم بالنـسبة-w  أي أن لكـل ،k  يكـون ،
),,(لـ 2 kCvC tw القيمة نفسها لكل رأس v 2 في

tCلذلك فان ،:  
,);,(

2
1);( 2

12
2

2 xCvWtxCW tt =                                                                    …..(3.1) 

  : أن3.1نلاحظ من الشكل 
2),( 12 =ivvd  

 
tttiعندما يكون  ,1,2,4,3,2   ه فان، وعلي=−−

6)2,,( 2
12 =tCvC                                                                                      …..(3.2) 

 
، نجد أن الرؤوس المتبقية يمكـن  1v عن2 مقدارها2-باستثناء الرؤوس التي تبعد بمسافة عرضية   

 2   -تكون كل منها من أربعة رؤوس لها المسافة العرضية يلتي من المجاميع اmأن تجزأ إلى 

، حيث  kبعبارة أخرى لكل    . m+2 إلى   3ومسافاتها العرضية تتدرج تصاعديا من      . 1vذاتها عن 
23 +≤≤ mk ــيم i ،35 ولقــــ −≤≤ ti ــان kvvd، فــــ i =),( ــدما 12  عنــــ

32,22,2,12يكون +−+−−= ktktkkiوعليه فان   
4),,( 2

12 =kCvC t                                                                                    …..(3.3) 
واضـح  و، المتبقية من الرؤوس n و   1v بين   ٢- لدينا إيجاد المسافة العرضية    يأخيرا بق 

  .n =0,1,2, or 3: لممكنة هي اnقيم أن 
  

  . يوجد رأس باق فلاn=0فإذا كان 

/12 يبقى رأس واحد وهو الرأس n=1وإذا كان  +tv وأن ،  
2),( 12/12 +=+ mvvd t                                                                              …..(3.4) 

 
1t(v(/2سان وهما  فيبقى رأn=2إذا كان  3t(v(/2 و+   ، وأن+

3),(),( 2/)3(122/)1(12 +== ++ mvvdvvd tt                                                        …..(3.5) 
 

/22 رؤوس وهي ة يبقى ثلاثn=3إذا كان  +tv،12/ +tv2 و/tv،وأن   
3),(),(),( 22/1212/122/12 +=== ++ mvvdvvdvvd ttt                                          …..(3.6) 

 
 نحـصل علـى الـصيغة الآتيـة         (3.6) و (3.5)،(3.4)،(3.3)،(3.2)مما تقدم في العلاقـات      

  .t≤7لأجل
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);( نحصل على صيغة (3.1)وبالرجوع إلى  2

2 xCW tالمذكورة في المبرهنة .  
                                                                                                                                               #  

63قيم    الى بالنسبةو ≤≤ t   3، فان
2
3 KC 4 و =

2
4 KC 5 و =

2
5 KC فنجد  t=6 أما إذا كان   =

  مباشرة أن
22

62 15);( xxCW =  
 

2للبيان ،2-دليل وينر للمسافة العرضية :3.3نتيجة
tCهو :  

 
)65()( 22

2 α+++= mmtCW t  
  حيث أن 










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=

=

3,2/)3(3
2,3
1,2/)2(

0,0

nwhenm
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



 −

=
4

7tm  ، 



 −

−−=
4

343 ttn .  

                                                                       # 
2 للبيان3-متعددة حدود وينر للمسافة العرضية) ثانيا(

tC:  
  

2 للبيان 2-العبارة الآتية تعطينا القطر للمسافة العرضية
tC.  

 
2 للبيان 3-مسافة العرضيةالى ال القطر : 2.4العبارة

tC،6≥tهو ،  









−
−

=
oddistwhent
evenistwhent

Cdiam t ,2/)1(
,12/2

3                                                    …..(3.7)  

  :البرهان
2بما أن 

tCأن  3.1 نلاحظ من الشكلفإنناة العرضية ،  منتظم بالنسبة للمساف  
),()},({ 31313

2
3 max vvduvdCdiam

Vu
t ==

∈

 



  علي عزیز علي و أسماء صلاح عزیز
 

 

 ٢٠

),(أصغر حاوية  31 vvCتتكون من الدروب   
311 vvP =  ,   3212 ,,: vvvP  ,  3553113 ,...,,,,: vvvvvvP ttt −−− . 

 
/12 عددا زوجيا، وبذلك فان طول هذه الحاوية هوtإذا كان  −t .  

),( عددا فرديا فـان أصـغر حاويـة          tأما إذا كان     31 vvC      1 تتكـون مـن الـدروبP ، 2P  و 
354213 ,,...,,,,: vvvvvvP ttt )1(/2 الذي طوله    ′−− −t     1(/2، لذلك فان طول هذه الحاوية هو( −t. 

  #                .وبذلك يتم البرهان
2 للبيان 3- نجد متعددة حدود وينر للمسافة العرضية      والآن

tC .  ونأخذ لأجل ذلك حـالتين
  .ا فرديا عددt أو ا زوجيا عددt في حالة كون

  

، وليكنt≤8 عددا زوجيا و tإذا كان  :3.5مبرهنة



 −

−−=
4

343 ttnفان ،  
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  :البرهان

),(),(2         واضح أن من ال 13213 == tvvdvvd  
/12أما القطر الذي هو    −t            1 فانه يتحقـق لأزواج الـرؤوس المكونـة مـنv     مـع كـل مـن 

3412 ,,, vvvv tt   وبذلك فان. −−
4)12/,,(,2)2,,( 2

13
2

13 =−= tCvCCvC tt . 
 

وبـذلك نعـالج    . n=1,3، أي أن    3 أو   1 هو   4 على   t−3 عدد زوجي فان باقي قسمة       tبما أن   
  :حالتين

 
),(، وفي هذه الحالة يكون n=1 فان ٤ من مضاعفات العدد tفإذا كان ) أ( 13 ivvdلكل   

 2/,...,5,4,3 ti   :كالأتي ،=





+−
+−

=
)9.3.....(,2/)2(
)8.3....(,2/)1(

),( 13 evenisiwhenit
oddisiwhenit

vvd i  

5,4,3,...,/2كما أن لكل  ti =،  



  w-متعددات حدود وینر
 

 

 ٢١

),(),( 13213 iit vvdvvd =+−                                                                       …..(3.10) 
2/3 فرديا، i أنه إذا كان (3.9) و (3.8)نلاحظ من  ti   ، فان≥≥

),(),( 11313 += ii vvdvvd  
 

ــن  ــظ أن (3.10)وم ــضا نلاح ــرؤوس   أي ــة ال ــن متتابع ــاليين م ــين متت ــل رأس  ك

22/t3t2t1t v,...,v,v,v وبهذا يكـون   . 1v نفسها عن  3- يكون لهما المسافة العرضية    −−−+
/k ،12/14لكل  −≤≤+ tkt1عن  3- لها المسافة العرضية رؤوسة، فانه توجد أربعv هي k، 

  وعليه يكون
12/14/,4),,( 2

13 −≤≤+= tktkCvC t                                                     …..(3.11)
 

   ذلك فانفضلا عن
14/),( 12/13 +=+ tvvd t                                                                           …..(3.12) 

2 إلى كل الرؤوس الأخرى في1v من3-ساب المسافة العرضيةحوبهذا يتم 
tC عندما n=1 .  

  

 (3.9) و (3.8)، وأن العلاقتـين     ٤ ليس من مضاعفات العدد      t فان العدد    n=3إذا كان   ) ب(
5,4,3,...,/12: الآتيةiتصحان لقيم  −= ti.  

7,5,3,...,/22، حيث   iv+1 و iv لكل رأسين متتاليين      يكون أيضاو −= ti   3-، المسافة العرضـية 
  ، 1v نفسها عن
  :كما أن

),(),( 13213 iit vvdvvd =+−                                                                       …..(3.13) 
12/3لكل  −≤≤ ti.  
32/21كل رأسين متتاليين في المتتابعة        أن كما ,...,, +−− ttt vvv   نفـسها   3- لهما المسافة العرضية 

)6(/12/4وبذلك فان لكل . 1vعن  −≤≤+ tktنحصل على   
4),,( 2

13 =kCvC t  
/tv ،12/2هي الثلاثة الآتية والرؤوس الباقية  +tv22 و/ +tv .أن3.1ونجد من الشكل :  

4/)2(),(),(),( 22/1312/132/13 +=== ++ tvvdvvdvvd ttt  
  :وبتلخيص ما تقدم نحصل على
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  علي عزیز علي و أسماء صلاح عزیز
 

 

 ٢٢

);( نحصل على t/2وبالضرب في  2
3 xCW t3.5 كما هي معطاة في نص المبرهنة .  

                                                                 #  
، وليكن t≤8 عددا زوجيا و     tإذا كان    :3.6نتيجة



 −

−−=
4

343 ttn،     فان دليل وينر للمـسافة 

2 للبيان3-العرضية
tCهو   










=+−

=+−
=

3,)8
2
5

4
3(

4

1,)10
2
5

4
3(

4)(
2

2

2
3

nwhenttt

nwhenttt

CW t  

                                                                               #                      

);(والآن نجد  2
3 xCW t عندما يكون tفردياا عدد .  

 

 وليكن ،t≤9 ، عددا فردياtإذا كان  :3.7مبرهنة



 −

−−=
4

545 ttnفان :  
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  :لبرهانا
   بحيث أن tv و2vن فقط هما يك رأسواضح أن هنالمن ال

2),(),( 13213 == tvvdvvd  
  وعليه فان

2)2,,( 2
13 =tCvC                                                                                 …..(3.14) 

 
2 للبيان 3-قطر المسافة العرضية  الى  بالنسبة  

tC   1(/2الذي قيمته( −t فـان  3.4 بموجب العبـارة 
   بحيث أنtv−1 و3vن فقط همايهنالك رأس

2/)1(),(),( 113313 −== − tvvdvvd t  
  وعليه فان

2)2/)1(,,( 2
13 =−tCvC t                                                                       …..(3.15) 

  كـون لـدينا  توبـذلك  .  فـردي  عددt لأن 0 أو2 هو n أي 4على t−5واضح أن باقي قسمة     و
:حالتان

  



  w-متعددات حدود وینر
 

 

 ٢٣

)1( وهي تتحقق عندما تكون      n=0عندما  ) أ( −t     حالـة   وفي هذه ال   4 من مضاعفات العدد
4)1(/2 لكل 3-تكون المسافة العرضية +≤≤ tiكالأتي :  

 





+≤≤+−
−≤≤+−

=
oddisiwhen2/)1t(i5,2/)2it(
evenisiwhen2/)1t(i4,2/)1it(

)v,v(d i13    …..(3.16) 

 
iv  ،2/)1(,...,8,6,4+1 و ivومنها نجد أن كل رأسين متتـاليين       −= ti  ،كـون لهمـا المـسافة      ت

  .1v نفسها عن 3-العرضية
4)1(/2 وبالمقابل فان لكل +≤≤ ti   

),(),( 13213 iit vvdvvd =+−                                                                        …..(3.17) 
32)3(/2 يكون لكل رأسين متتاليين من متتابعة الرؤوس  كما ,...,, +−− ttt vvv 3- المسافة العرضـية 

  .1v نفسها عن
)3(/4)3(/2، حيث أن kأي أن لكل  −≤≤+ tktيكون ،  

4),,( 2
13 =kCvC t                                                                                 …..(3.18) 

 
)1(أي أن   n=2عندما) ب ( −t(3.16) فان العلاقـة  ٤س من مضاعفات العدد  لي

 
تـصح  

6,5,4,...,)1(/2:  الآتيةiحسب قيم  −= ti .  
  كما نلاحظ أن

),(),( 13213 iit vvdvvd =+−                                                                         …..(3.19) 
32)5(/2كل رأسين متتاليين من متتابعة الـرؤوس        وهذه تعني أن     ,...,, +−− ttt vvv   ـ يكـون له  ا م
  .1v نفسها عن 3-المسافة العرضية

)5(/4)3(/2  حيث أنkلكل أن أي  −≤≤+ tktفان ،  
4),,( 2

13 =kCvC t                                                                                  …..(3.20) 
1t(v(/2 ان الباقيان فانهماأما الرأس 3t(v(/2 و+   : هي1v  عن3-وأن مسافتهما العرضية +

                                                  …..(3.21)4/)1(),(),( 2/)3(132/)1(13 +== ++ tvvdvvd tt 

  إذا
2)4/)1(,,( 2

13 =+tCvC t  
  : ما يأتينحصل على) ب(و ) أ( الفقرتين حسب ما ذكر فيومما تقدم 



  علي عزیز علي و أسماء صلاح عزیز
 

 

 ٢٤
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xxxCvW
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t                              …..(3.22) 

);( نحصل علىt/2 في (3.22)وبضرب  2
3 xCW t 3.7المذكورة في نص المبرهنة.  

                                                                              #  

  : يكون لديناt=7لاحظ أنه عندما 
322

73 714);( xxxCW +=  
 

، وكانt≤9 عددا فرديا،   t إذا كان    :3.8نتيجة



 −

−−=
4

545 ttn ،   فان دليـل وينـر للمـسافة 

2 للبيان3-العرضية
tCهو   







=+−

=+−
=

2,16/)35103(

0,16/)39103(
)(

2

2
2

3
nwhenttt

nwhenttt
CW t  

                                                                                        #                        
2 للبيان4-متعددة حدود وينر للمسافة العرضية) ثالثا(    

tC:  
  

 4- أي نجد متعـددة حـدود وينـر للمـسافة العرضـية     w =4والان نعالج حالة كون 
2للبيان

tC.  
  ،t≤6 لكل :3.9عبارة





−
=

oddistwhent
evenistwhent

Cdiam t ,2/)1(
,2/2

4  

  :البرهان
  : عددا زوجيا، فانt أنه عندما يكون 3.1واضح من الشكل

2/),( 314 tvvd =  
 أيضا ويكـون  3v هي إلى الرأس 1v من 4- عددا فرديا فان أكبر مسافة عرضيةtوعندما يكون   

)1(/2طول الحاوية لها هو  −t.  
                                                                #  

 
);(لغرض إيجاد  2

4 xCW tنأخذ حالتين الأولى عندما يكون t     عددا زوجيـا والثانيـة عنـدما 
  . عددا فردياtيكون 



  w-متعددات حدود وینر
 

 

 ٢٥

، ولنفرض أن t≤6 عددا زوجيا،t إذا كان :3.10ةمبرهن

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 −

−−=
4

14)1( ttnفان ،  
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  :البرهان
 و أn=1 عددا زوجيـا فـان   t، ونظرا لكون 4 على t−1 هو باقي قسمة nواضح أن   

3=n .هالحالتين على حدمن  وف نعالج  كلاس.  
2/2ولكل . 4 ليس من مضاعفات العدد  t فان n=1إذا كان   ) أ( ti   ، فان≥≥





≤≤+−
−≤≤+−

=
oddisiwhentiit
evenisiwhentiit

vvd i ,2/3,2/)3(
,12/2,2/)2(

),( 14                                    …..(3.23) 

iv  ،12/,...,6,4,2+1 و ivومنها نجد أن لكل رأسين متتاليين        −= ti  ذاتهـا   4-، المسافة العرضية 
  كما نجد أن، 1vعن 

),(),( 14214 iit vvdvvd =+−  
2/2إذ  ti ≤≤.  
22/21لكل رأسين متتاليين من متتابعة الرؤوس       يكون   كما ,...,,, +−− tttt vvvv  4- المسافة العرضية 

)6(/2/4 ، حيثk، وبهذا لكل 1vنفسها عن  tkt   فان +≥≥
4),,( 2

14 =kCvC t                                                                                   …..(3.24) 
/12والرأس المتبقي هو  +tv1 عن 4- ومسافته العرضيةvهي :  

4/)2(),( 12/14 +=+ tvvd t                                                                         …..(3.25) 
 

2 إلى باقي رؤوس 1v من الرأس 4- العرضيةاتوبهذا وجدنا المساف
tCكلها .  

 : الآتيـة  i تتحقق لقـيم     (3.23) وأن العلاقة    4العدد   من مضاعفات    t فان   n=3عندما  ) ب(
12/,...,4,3,2 −= ti  

، حيــث أن iv+1 وivلكــل رأســين متتــاليين  1v عــن 4-المــسافتان العرضــيتان  تكــون
22/,...,6,4,2 −= tiأيضا، متساويتين .  

12/2    كما أن  −≤≤ tiو  ),(),( 14214 iit vvdvvd =+−  
32/21وكل رأسين متتاليين من متتابعة الرؤوس   ,...,,, +−− tttt vvvv  4- لهما المـسافة العرضـية 

k  ،2/2، وبهذا لكل    1vنفسها عن   
4

tkt
بقيمة  4- رؤوس بالمسافة العرضية   ة، توجد أربع  +≥≥

k  1عنv 22/12/2:  الرؤوس الثلاثة الباقية وهيأما/ ,, ++ ttt vvv.فان لها   



  علي عزیز علي و أسماء صلاح عزیز
 

 

 ٢٦

14/),(),(),( 22/1412/142/14 +=== ++ tvvdvvdvvd ttt  
  وبتلخيص ما تقدم ينتج
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t               …..(3.26) 

 
);( نحصل على    t/2 في   (3.26)وبضرب   2

4 xCW t    وبهـذا يـتم   (3.10)المذكورة في المبرهنـة 
 #                                           البرهان

، ولتكن t≤7 عددا فرديا،t إذا كان :3.11مبرهنة

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 −

−−=
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34)3( ttnفان ،  
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  :البرهان
)1(/2 عدد فردي فان قيمة القطر هي        t بما أن  −t . تحقـق لـستة أزواج مـن       وهي ت

   أي أنtv و2v مع كل من الرأسين 1vن من ان مكوناالرؤوس من ضمنها زوج
2/)1(),(),( 14214 −== tvvdvvd t  

2143س الرؤوحد  مع أ1v منها مكون منأما الأزواج الأربعة المتبقية فان كلا      ,,, −− tt vvvv  التـي 
 يكون له قيمتـان     n الذي هو    4 على   t−3 باقي قسمة    إن). ب(و) أ(سوف تذكر ضمن الفقرتين     

  . وسنعالج كل حالة منهما2 أو0إما 
 : عندئذ يكون4 ليس من مضاعفات العدد t−1 فان n=0إذا كان   ) أ(

 

  




+≤≤+−
−≤≤+−

=
evenisiwhentiit
oddisiwhentiit

vvd i ,2/)1(4,2/)3(
,2/)1(3,2/)2(

),( 14                                     …..(3.27) 

iv ،2/)1(,...,7,5,3+1 وivكل رأسين متتـالين   نجد أن (3.27)حسب ما ذكر في العلاقة   −= ti 
  .1v نفسها عن4-كون لهما المسافة العرضيةت

  كما أن
),(),( 14214 iit vvdvvd =+−  



  w-متعددات حدود وینر
 

 

 ٢٧

3)1(/2حيث أن    +≤≤ ti .        21)3(/2وكل رأسين متتاليين من متتابعة الـرؤوس ,...,, +−− ttt vvv 
)k ،2/)1(4/)5، وبهذا يكون لكل 1v ذاتها عن4-لهما المسافة العرضية −≤≤+ tktفان ،  

4),,( 2
14 =kCvC t                                                                                 …..(3.28) 

 نسبة إلى كل مـن الـرؤوس الأخـرى          1v للرأس   4-عندها نكون قد وجدنا المسافات العرضية     
2لـ

tC   عندماn =0.  
   وأن4عفات العدد  من مضاt−1 فانn=2إذا كان ) ب(

 





−≤≤+−
−≤≤+−

=
evenisiwhentiit
oddisiwhentiit

vvd i ,2/)1(4,2/)3(
,2/)3(3,2/)2(

),( 14          

 
1iv و ivفيها لكـل رأسـين متتـاليين      يكون   كما 7,5,3,...,)3(/2، حيـث    + −= ti   المـسافة ،

  ، كما نجد أن1v ذاتها عن4-العرضية
 

),(),( 14214 iit vvdvvd =+−  
3)1(/2حيث  −≤≤ ti،  

21)5(/2كل رأسين متتاليين من متتابعة الرؤوس       إذا   ,...,, +−− ttt vvv    4-، لهما المسافة العرضـية 
  .1vنفسها عن 

)k ،2/)1(4/)7وبهذا فان لكل  −≤≤+ tktيكون ،  
  

4),,( 2
14 =kCvC t                                                                                    …..(3.29) 

 
)1(/2والرأسان الباقيان هما  +tv3(/2 و( +tv 1 وان مسافتهما عنvهي   

 
4/)3(),(),( 2/)3(142/)1(14 +== ++ tvvdvvd tt                                                  …..(3.30) 

  :نحصل على) ب(و ) أ(وبتلخيص ما تقدم في الفقرتين أخيرا 
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nwhenxx
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xxCvW
t

t

tk

k

t

tk

k

t
t                             …..(3.31) 

);( نحصل على t/2 في (3.31)وبضرب العلاقة  2
4 xCW t3.11 المذكورة ضمن نص المبرهنة.   

                                                               

                                                                   #  
  



  علي عزیز علي و أسماء صلاح عزیز
 

 

 ٢٨

  :3.12نتيجة
 عدد زوجي، ولتكن t ،t≤6لأجل   ) أ(



 −

−−=
4

14)1( ttnفان ،  
,16/)823()( 22

4 −+= tttCW t  
  .n=1,3عندما وهذه العلاقة 

ردي، ولتكن  عدد فt ،t≤7لأجل ) ب(



 −

−−=
4

34)3( ttnفان ،  
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

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                 #  

  
  : m (m-Cube)-مكعب. 4

21: [4] كـالآتي  باسـلوب تكـراري   mQ والذي يرمز له m-يعرف المكعب  KQ  و =
21 KQQ mm ×= mويمكن بسهولة ملاحظة أن     . m≤2 لأجل   −

mQp 2)( =  ،12)( −= m
m mQq ،

إضافة إلى ذلك فان عامل الاتصال للرؤوس وكذلك للحافات للمكعـب           . mكما أنه منتظم بدرجة     
mQ   هو m     وبذلك فان هنالك ،m   وبنـاء  . ن من الدروب المنفصلة داخليا بين كل رأسين مختلفـي

mwعلى ذلك سوف نفرض فيما يأتي    m- بمتتابعـات mQمن المفيد التعبير عن رؤوس . 2≥≥
)...(في النظام الثنائي     21 maaa  حيث أن ia   لكل   1 أو 0 هو mi وعندئذ يكون رأسـان    . 1≥≥

أي أن .  متجاورين إذا وإذا فقط اختلـف التمثيـل الثنـائي لهمـا بموقـع واحـد فقـط           mQفي  
)...( 21 maaa و  )...( 21 mbbb       متجاوران إذا وفقط إذا كان ii ba  i  ل  لقيمة واحـدة فقـط     ≠

jjوفيما عدا ذلك فان  ba ijكل  ل= ≠.  
,)( إذا كان :4.1عبارة mQVvu  ـ v و u بحيث أن التمثيل الثنائي لــ  ∋ مـن   n    يختلـف بـ

nvudالمواقع، فان  =),(.  
  :البرهان

 ـ         n يختلفان بـ    v و   uإذا كان     ا من المواقع في التمثيل الثنائي للرؤوس فان هنالك درب
u-v   بطول n.   إذا nvud  وكـان  v و u أقـصر درب بـين    Q ومن جهة أخرى، إذا كان       ),(≥

)(,...,,,: 21 vuuuuQ t  u وبذلك فان    ، يختلفان بموقع واحد فقط    Qفان كل رأسين متتالين على       =



  w-متعددات حدود وینر
 

 

 ٢٩

tvud مـن المواقـع، إذا     t يختلفان بــ     vو وعليـه،  . t أقـصر درب وطولـه   Q، لأن ),(=
ntvudفان ==),(.  

                                                          
  #  

,)( إذا كان :4.2مبرهنة  mQVvu tvud وكان ∋ المنفـصلة  u-v  من الدروب t فان هنالك ),(=
  .tداخليا وكل منها بطول 

  

  :البرهان
)...(ليكن 21 maaau )...( و = 21 mbbbv tvud بما أن    =  فانه بموجب العبـارة     ),(=

jj بحيث أن    j من الأدلة    tيوجد   4.1 ba trrr، ولنرمز لهذه الأدلـة بــ     ≠ ,...,,  بحيـث أن  21
trrr <<<   ، أي أن21...

tiba
ii rr ,...,2,1, =≠  

}.,...,,{, 21 tkk rrrkba ∉∀=  
 

)1(ليكن
ju      هو الرأس الذي نحصل عليه مـن u    بتغييـر قـيم المواقـع jrrr ,...,, ، حيـث أن  21

tj :,,,...,)( إذا =2,1,..., )1()1(
2

)1(
11 vuuuuQ t )2( ولنرمز بـ    t بطول   u-v هو درب    =

ju  للرأس 
132من ) ابتداء من اليسار (j بتغيير قيم أول uالناتج من  ,,...,, rrrr t .  

:,,,...,)(واضح أن الدرب    و )2()2(
2

)2(
12 vuuuuQ t  ومنفصل داخليا عـن     v و u بين   t هو بطول    =

2Q.  
,,,...,)( الذي يتكون من الرؤوس      3Qوهكذا نستمر بإيجاد     )3()3(

2
)3(

1 vuuuu t )3( حيث أن    =
ju  هو 

2143من المتتابعة   ) ابتداء من اليسار   (j بتغيير قيم أول     uالرأس الناتج من     ,,,...,, rrrrr t . واضح
  .2Q و1Q أيضا وهو منفصل داخليا مع t بطول 3Qأن 

. t المنفصلة داخليا وكل منها بطـول        u-v من الدروب    tوبالاستمرار بهذه الطريقة نحصل على      
  .وبهذا يتم البرهان

                                                                              #  
  . مباشرة4.2نحصل على النتيجة الآتية من المبرهنة

,)( إذا كـان     :4.3نتيجة mQVvu tvud بحيـث أن   ∋ mt، حيـث    ),(= ، فـان المـسافة     1≥≥
tvudt، أي t هي v و u للرأسين t-العرضية =),(.  

                                                                      #  
Q(Vv,u( إذا كان :4.4مبرهنة m∈بحيث أن t)v,u(d mt1، حيث = <≤،  

  .t+2 المنفصلة داخليا والتي كل منها بطول u-v من الدروب m-tفان هنالك 
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  :البرهان
  .4.2ي ذكرت في برهان المبرهنةتنستخدم الرموز ال

 بحيث أن    v وكذلك في    u هو أول موقع في      1kلنفرض أن   
11 kk ba  مع تغيير   u هو   ′uوليكن. =

  )، وبالعكس  1 يغير إلى 0أي إذا كان  ( 1kقيمة العنصر في الموقع
),(1واضح أن    +=′ tvud .    إذا يوجد درب-vu′،Q′   بطول t+1       نحصل عليه بأخـذ الـرؤوس 
  بالترتيب

)1(
1

)1()1(
2

)1(
11 ,,...,,,: +′′′′′′ tt uuuuuQ  

  

)1(حيث أن   
ju jrrr بتغيير قيم الموقـع     ′u نحصل عليه من   ′ ,...,, tj، لكـل  21 )1( وأن 1≥≥

1+′tu 
)1(نحصل عليه من  

tu′   1بتغيير قيمة الموقعk في u′         أي إعادته إلى قيمة هذا الموقع الأصلي عندما 
)1(وبذلك فان   . uكانت في   

1+′tu    هو الرأسv .    1وأخيرا فاننا نحصل على دربP   بطول t+2   بـين 
u و v    بإضافة الحافة u′u .  1 الرؤوس الداخلية للدرب   ونجد أيضا أنP     تختلف عن جميع الرؤوس 

u-v ،tQQQالداخلية للدروب  ,...,,   . 4.2نا عليها في المبرهنةل، التي حص21
 فيه   2kأخر بأخذ موقع    1Pيد عملية الحصول على   نعوالان  

22 kk ba  -v u فنحصل علـى درب    =
،2P   بطول ،t+2   ـ   وكـذلك عـن   1P وأن رؤوسه الداخلية تختلف كلها عن الرؤوس الداخلية لـ
tQQQ ,...,, 21.  

 نحـصل علـى     m-tوبتكرار العملية المذكورة على كل موقع مـن المواقـع، والتـي عـددها               
tmPPP −,...,, أيضا منفصلة داخليا   و v و u بين الرأسين    t+2 المنفصلة داخليا وكل منها بطول       21

tQQQلدروب   الى ابالنسبة ,...,,   .وبهذا يتم البرهان. 21
                                               # 

mn وm≤3 لكل :4.5مبرهنة    فان2≥≥
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  :البرهان
  معروف أن

11 2)1(2);( −− ++= mmm
m xxQW  

miوبذلك لكل     هوix، معامل 1≥≥


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12),(                                                                                 …..(4.1) 

   نستنتج أن (4.4) و(4.2) تين  تقدم في المبرهنمما
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                                 #.وبهذا تم البرهان
mn وm≤3لكل  :4.6نتيجة    فان2≥≥
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  :البرهان
                            4.5ينتج مباشرة من المبرهنة

                                                              #  
mn وm≤3 لكل :4.7نتيجة    فان2≥≥
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  :البرهان
);.(بأخذ مشتقة  xQW mn بالنسبة إلى xثم التعويض عن xبواحد نحصل على :  
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  .وبهذا يتم البرهان
                                                           #   
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