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 الخلاصة

انُمبغ -عزمشاسٚخ نذٔال راد انًزحٕنٍٛ ٔدساعخ اانُمبغ انغشخٛخ-عزمشاسٚخانٓذف يٍ ْزا انجحث ْٕ دساعخ ا 

ثى رعًٛى ثعط انُزبئح  ثذساعخ انعلالخ ثٍٛ, Lانحذٚخ نهًؤثشانُمطخ- انحذٚخ  نذٔال راد انًزحٕنٍٛ ٔكزنك انغشخٛخ

ext L  ٔ ext L  عزمشاسٚخ  ٔأخٛشاً َهمٙ انعٕء عهٗ اext L رحذ / يعزًذٍٚ عهٗ انزمبسة  فٕق –

 .انجٛبَٙ

 

 .انحذٚخانُمطخ- ,َمبغ عشخٛخ-,انجٛبَٙ- رحذ /فٕق:كلمات مفحاحية 
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 ABSTRACT 

The purpose of this paper is to study  the stability of the  - saddle points of  functions with 

two transformer and study  the stability of the  - extreme saddle points of  functions with 

two transformer  and as well  - extreme point of operator L ,Also  we study  generalize 

some  results by studying the relation between ext L   and ext L    . 

 the stability of ext L  by using epi \ hypo- graphical convergence. 
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:  مقدمة - 1

- يحذثخ نذٔال (minimization – maximization problems)انعهٛب/      إٌ نذساعخ يغبئم انمٛى انذَٛب 

عهٗ  َٔزكّش ثجعط الأعًبل فٙ ْزا انًدبل ٘ انجٛبٌرحذ /أًْٛخ كجٛشح يعزًذٍٚ فٙ رنك عهٗ يفٕٓو انزمبسة فٕقيمعشح

 ATTOUCH [12]يٍ لجمإر َعطٙ فٙ انجذاٚخ أْى انًفبْٛى ٔانًصطهحبد انًعزًذح ,[2,6,7,9,11,14]عجٛم انًثبل 

ٔانًزعهمخ ثبعزمشاسٚخSoueycatt [11] ثى َمٕو ثزعًٛى ثعط انُزبئح انعبئذح نـ , انًمعشح - فٙ دساعخ انًغبئم انًحذثخ 

 - انًمعشح َٔحصم عهٗ رمبسة – انُمبغ انغشخٛخ نًززبنٛخ يٍ انذٔال انًحذثخ- رفبظلارٓب أٚعبً ثذلانخ –  رحذ

.  انجٛبٌ رحذ / رمبسثٓب ٔفك يفٕٓو فٕق

)راد انًزحٕنLٍٛ انحذٚخ  نذانخانُمبغ انغشخٛخ- ٔأخٛشاً َعشّف )ext L ٔكزنك  -انحذٚخ نهًؤثشانُمبغ 

L ( )ext L   [3]َٔمٕو ثزعًٛى ثعط انُزبئح نـAttouch and Riahiٍٛثذساعخ انعلالخ ث ( )ext L  ٔ 

( )ext L  ٔاعزمشاسٚخ( )ext L .  

:  جعاريف ومصطلحات - 2

.       لاثذ يٍ عشض ثعط انزعبسٚف ٔانًصطهحبد فٙ انجذاٚخ انزٙ رفٛذَب فٙ ْزِ انذساعخ 

  :2.1جعريف

  نٛكٍ ,X ٔ  ,Y  ٔ ٍٛٛفعبئٍٛ رجٕنٕخٍٛٛ خط RYXL : ٌدانخ راد يزحٕنٍٛ حٛث أ  

 R R

   . 

f:             نزكٍ  X R ٗدانخ يعشفخ عهX ٙٔرأخز لًٛٓب ف 


R . 

Cَمٕل عٍ              -  X ٙأَٓب يدًٕعخ يحذثخ إرا رحمك انششغ انزبن  :

 , , 0,1 ; (1 )x y C x y C         
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:  إرا رحمك انششغ انزبنٙ  دانخ يحذثخ  أَٓبfَمٕل عٍ               - 

 

  دانخ يمعشح  إرا كبَذ fَمٕل إٌ  -  f يحذثخ  .

)يمعشح –  إَٓب  يحذثخ L عٍ انذانخَمٕل-  )convex concave إرا كبَذ  يحذثخ ثبنُغجخ نهًزحٕل الأٔل ٔيمعشح

 .ثبنُغجخ نهًزحٕل انثبَٙ

 :إرا رحممذ انعلالخ انزبنٛخ Lنهذانخ (upper marginal function)  حذٚخ عهٛب Mركٌٕ انذانخ - 

: (1)M X R where ( ) sup ( , )
y Y

M x L x y


 

: إرا رحممذ انعلالخ انزبنٛخ L نهذانخlower marginal function ))حذٚخ دَٛب  mركٌٕ انذانخ- 

: (2)m Y R where ( ) inf ( , )
x X

m y L x y


 

.  ركٌٕ يمعشح m ركٌٕ يحذثخ ٔانذانخ Mفئٌ انذانخ يمعشح –   يحذثخ Lٔٚجشٍْ ثغٕٓنخ أَّ إرا كبَذ انذانخ 

 

)رعشف انُمطخ-  , )x y ٍي X Y ثأَٓب َمطخ عشخٛخ(saddle point)   نهذانخL ٙإرا حممذ انششغ انزبن : 

( , ) ( , ) ( , ) ; ( , )L x y L x y L x y x y X Y    
 

 :ْٕٔ يكبفئ نهششغ 

( ) ( ) (3)M x m y 

 :ٔرعطٗ ثبنشكم  ( ( argminmax L ثبنشيضLعُشيض نًدًٕعخ انُمبغ انغشخٛخ نهذانخ - 

 ( , ) : ( , ) ( , ) ( , ) , ( , )x y X Y L x y L x y L x y x y X Y       argminmax L = 

0يٍ أخم كم-   ,ٌعشف يبكهُٛذ(Mclinden) ٙانُمطخ[9] ف  ,x yثئَّٓبَمطخ عشخٛخ نهذانخL إرا حممذ 

: انششغ انزبنٙ

         , , , , 4L x y L x y L x y x y X Y        

:ثبنعلالخ argminmax L-ٔانزٙ ٚشيض نٓب  Lانُمبغ انغشخٛخ نهذانخ- َعشّف يدًٕعخ 
 

 ( , ) : ( , ) ( , ) ( , ) ; ( , )x y X Y L x y L x y L x y x y X Y            argminmax L- 

ثبلاعزًبدعهٗ انذٔال انحذٚخ انعهٛب ٔانذَٛب ATTOUCH [13]يٍ لجم argminmax L-ٔلذ رى رعشٚف انًدًٕعخ 

: ثبنصٕسح انزبنٛخ

 ( , ) : argmin , argmax (5)x y X Y x M y m         argminmax L - 
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:حٛث

1
arg min : ( ) ,

1
arg max : ( ) ,

M x X M x Sup InfM

m y Y m y Inf Supm

 


 


  
       

  


             

 

SupmInfMاَّ عهٗ يدًٕعخ صفٕف انذٔال انًحممخ نهششغ  ( (4.2) يجشُْخ [13])ATTOUCHٔنمذ ثشٍْ   

. يزكبفئزبٌ  (5)ٔ (4)ركٌٕ انعلالزبٌ 

argminmax L:        يٍ انغٓم ثشْبٌ أٌ - 
0




     argminmax L = 

, رٔ انذنٛهٍٛ انحمٛمLٍَٛٛعشف  أٚعبً يمطع انذانخ   ٔٚشيض نّ ثـ 
,

L
S  ثبنعلالخ انزبنٛخ  : 

 , : ( , ) : ( ) , ( ) (6)LS x y X Y M x m y        

:  ْٔٙ غٛش خبنٛخ عُذيب ركٌٕ , يمعشح – يحذثخ Lإرا كبَذ انذانخ , ْزِ انًدًٕعخ يحذثخ 

inf
X

M ٔ sup
Y

m  

:  ثبنعلالخ  domL ٔٚشيض نّ ثـLَعشف انًدبل انفعهٙ نهذانخ

   
1 2

: ( ,.) : (., ) (7)

domL dom L dom L

x X L x y Y L y

 

     
 

 

 2.2:جعريف 

نٛكٍ ,X X 
,  ,Y Y 

فعبئٙ ثبَبخ اَعكبعٍٛٛ كم يًُٓب يزٕظعثُٕٚب ثشكم انثُب انخطٛخ انثُٕ٘ ٔعُشيض نشكم انثُب 

.,.انخطٛخ .  ٌحٛث أ X 
Xٔ Yْٕ انفعبء انثُٕ٘ نـــهفعبء  

   .Y ْٕ انفعبء انثُٕ٘ نهفعبء

 

RYXFلٕل عٍ انذانخ ٌ-   : أَٓب لشُٚخ يحذثخ)( parentconvex نهذانخL إرا رحممذ انعلالخ : 

 ( , ) sup ( , ) , (8)
y Y

F x y L x y y y 



    

RYXGَٔمٕل عٍ انذانخ : أَٓب لشُٚخ يمعشح)( parentconvex نهذانخ  L إرا رحممذ انعلالخ:
 

 ( , ) inf ( , ) , (9)
x X

G x y L x y x x 


   

 دانخ يحذثخ عهٗ Fُٔٚزح يجبششح يٍ انزعشٚف  أٌ 
YXٔ G ٗدانخ يمعشح عه YX  . 
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  يغهمخ إرا كبٌ كم يٍ Lٚمبل أٌ انذانخ -   GFGF ,  FG  عهٗ ,FG دانخ يشافمخ نكم يٍ ,

domL  دانخ خبصخ إرا كبٌ Lٔٚمبل أٌ , انزشرٛت   , ٔٚمبل أٌ انذانزٍٛ يزكبفئزبٌ إرا كبٌ نًٓب َفظ انذٔال انمشُٚخ

 . 

( hypo-convergence)/ Mosco-epi(جحث البياني / فوق- جقارب موسكو )  :2.3[18]جعريف 

X,نٛكٍ Yٍفعبئٙ ثبَبخ اَعكبعٍٛٛ ٔنزك  , : ,K K Y R n Nn   يززبنٛخ يٍ انذّٔال انًحذثخ  –

. انًغهمخ ,انًمعشح 

انجٛبَٙ نهًززبنٛخ - رحذ / فٕق- رعشف انُٓبٚخ انعهٛب ٔفك يفٕٓو يٕعكٕ Kn n Nٔٚشيض نٓب ثـ 

/s w ne h ls Kثبنعلالخ  :

    / , sup inf limsup , (10)s w n n n n
n

sw x xny yn nn

e h ls K x y K x y


  

انجٛبَٙ نهًززبنٛخ - رحذ / فٕق- ٔرعشف انُٓبٚخ انذَٛب ٔفك يفٕٓو يٕعكٕ n n N
K


 ٔٚشيض نٓب ثـ 

/s w nh e li K ثبنعلالخ :

    / , inf sup liminf , (11)s w n n n n
nw sx xn y ynn n

h e li K x y K x y
 

  

 أٚبًّ كبٌ ,x yٍي X Y . 

إر  w s عهٗ (انععٛفخ  ) رشٛش إنٗ انزجٕنٕخٛب انمٕٚخX Y . 

ٌَّ انًززبنٛخ-  َمٕل إ n n N
K


 َٔشيض نٓب ثـ Kانجٛبَٙ َحٕ- رحذ/ فٕق- رزمبسة ٔفك يفٕٓو يٕعكٕ

/ lim n
n

K M e h K   ٔأ 
/M e h

nK K 

: إرا رحممذ انعلالخ انزبنٛخ

/ /s w n s w ne h ls K K h e li K    

 

َلاحظ  عُذيب ركٌٕ انذٔال n n N
K


ٌَّ رعشٚف رمبسة يٕعكyٕغٛش يشرجطخ ثبنًزحٕل انجٛبَٙ - رحذ/ فٕق-  فئ

فٕق انجٛبَٙ ثبنُغجخ نهًزحٕل الأٔل ٔعُذيب ركٌٕ انذٔال- ٚزطبثك يع رعشٚف رمبسة يٕعكٕ n n N
K


 غٛش يشرجطخ 

ٌَّ رعشٚف رمبسة يٕعكxٕثبنًزحٕل رحذ انجٛبَٙ ثبنُغجخ - انجٛبَٙ ٚزطبثك يع رعشٚف رمبسة يٕعكٕ- رحذ/ فٕق-  فئ

. نهًزحٕل انثبَٙ 
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 :2.4 [17]مبرهنة 

X,      نٛكٍ Y ٍفعبئٙ ثبَبخ اَعكبعٍٛٛ ٔنزك  *, : ,nF F Y R n N   يززبنٛخ انذّٔال 

انًمعشح ٔ انًغهمخ - انمشُٚٛخ انًحذثخ ٔ انًغهمخ انًزعهمخ ثبنذّٔال انًحذثخ  , : ,nK K Y R n N   

)()(عُذئزٍ  iii  حٛث    :

) M

ni F F 

/) M e h

nii K K 

 

 (Sous-differential) جحث الحفاضل :2.5جعريف

) فٙ انُمطخLيمعشح  -  نذانخ يحذثخ L     ٚعشف يؤثش انزفبظم اندضئٙ , )x yٍي X Yثبنعلالخ  :

1 2( , ): ( , ) ( ( )( , ))L x y L x y L x y     

2إر 1,L L ٚذل عهٗ انزفبظم اندضئٙ نهذانخ L ثبنُغجخ نهًزحٕل الأٔل ( , )x L x y ,َٙانًزحٕل انثب

( , )y L x y عهٗ انزشرٛت  .

 

: أ٘ أٌ

(12    )

*

* *

*

( , ) ( , ) , ,

( , ) ( , )

( , ) ( , ) , ,

L y L x y x x X

x y L x y

L x L x y y y Y

  

  







      

 

     

 

 :  أَّ ًٚكُُب اعزُزبج انزكبفؤ انزبنٙ  argminmax Lَلاحظ يٍ ْزا انزعشٚف ٔيٍ رعشٚف

argminmax L           (13)     0,0 , ,L x y x y   

infٔ يٍ أخم يدًٕعخ صفٕف انذٔال انًحممخ نهششغ  sup supinfL L ٌَغزُزح أ : 

        0 , 0 0,0 , (14)m y M x L x y     

: ثبنعلالخLانزفبظم اندضئٙ نهذانخ - ٔثبنطشٚمخ َفغٓب َعشف 

0أٚبً كبٌ       ٔ      ( , )x y X Y ٌفئ      :

1, 2,( , ) ( , ) ( ( )( , ))L x y L x y L x y       
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( , ) ( , ) , ;

( , ) ( , ) (15)

( , ) ( , ) , ;

L y L x y x x X

x y L x y

L x L x y y y Y


   

   



 



 
 
 
 
 

     

 

     

 

  :ٔٚزى انزحمك ثغٕٓنخ أٌ 

   
0

, ,L x y L x y


   

 

 :2.6 [10,13]مبرهنة 

0عُذئز يٍ أخم , يمعشح يغهمخ ٔخبصخ -  دانخ يحذثخ L     نزكٍ   ٔ ( , )x y X Y  فئٌ انششٔغ انزبنٛخ

: يزكبفئخ 

* *) ( , ) ( , )

* *) ( , ) ( , )

* *) ( , ) ( , )

i x y L x y

ii x y F x y

iii x y G x y







 



  

 

.  اٌٜ نُزكش ثجعط انزعبسٚف ٔانخصبئص الأعبعٛخ انًزعهمخ ثبنًؤثشاد انشرٛجخ انعظًٗ 

.,. فعبء ْهجشد يضٔداً ثبندذاء انذاخهٙ Hنٛكٍ  -  ,  ٔنٛكٍ .ٔانُظٛى A ٗيؤثشاً يعشفبً عه H . 

:  ثبنعلالخ Aَٔعشف يدبل انًؤثش / ( )domA x H A x    

Aٚعشف ثٛبٌ انًؤثش -  (graphA : ثبنعلالخ G(A)ٚشيض نّ ثـ (   , / ( )G A x y H H y A x 
 
 

    

 أٚبً كبٌ : إرا رحمك انششغ (Monotone)  سرٛت Aَمٕل إٌ انًؤثش -   
1 1
,x y G Aٔ 

   
2 2
,x y G A 

1فئٌ  2 1 2,y y x x  

 إَّ أعظًٙ إرا كبٌ ثٛبَّ أعظًٛبً فٙ صف انًؤثشاد انشرٛجخ ثبنُغجخ نعلالخ الاحزٕاء Aَمٕل عٍ انًؤثش انشرٛت - 

   . 

أ٘ أَّ إرا كبٌ     G A G Bٔ B ٌسرٛت فئ A B.  
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 (graphe convergence)جقارب البيان :[1]2.7جعريف 

     نزكٍ  , ,nA A n N ٗيززبنٛخ يٍ انًؤثشاد انشرٛجخ انعظًٗ انًعشفخ عه H .  ٌَمٕل أ( )n n N
A


 

n َٔشيض نّ ثـ Aيزمبسثخ ٔفك يفٕٓو انجٛبٌ َحٕ 
G

A A ٔأ lim n

n

AA G  يٍ :   إرا رحمك انششغ

)أخم كم  , )x y A رٕخذ يززبنٛخ  

( , )
n n n

x y A  ٌٕثحٛث ٚك :( , ) lim( , )
n n

n

x y x y 

) ٚعشف ثٛبَّ أ٘ Aَلاحظ أٌ  , )x y A y Ax   .   ٙأَّ إرا كبٌ [1]ٔلذ ثشٍْ أرٕػ ف 

n
G

A A  ٔكبٌ يٍ أخم كم ( , ) ,
n n n

x y A n N  ٔ  ( , ) ( , )
n n

n
x y x y ٌفئ 

( , )x y A . 

يمعشح – يحذثخيٍ أخم دانخ   :L Y R  َعشف انًؤثش LA ثبنعلالخ :

1 2: ( , ) ( ( , ) )LA L x y L x y   

 .  يؤثش سرٛجٙ أعظًٙ  LA أٌ[9]ٔلذ ثشٍْ سٔكبفٕلاس

ٔثٍٛ رمبسة انجٛبٌ انًمعشح - انجٛبٌ نًززبنٛخ يٍ انذٔال انًحذثخ- رحذ/ فٕقٔنُزكش ثبنُزٛدخ انزٙ رشثػ ثٍٛ انزمبسة 

.  نًززبنٛخ انًؤثشاد انزفبظهٛخ انًٕافمخ 

 

 :[2]2.8مبرهنة 

نزكٍ  , : ,nL L Y R n N  إر  )انًمعشح انًغهمخ ٔانخبصخ - يززبنٛخ يٍ انذٔال انًحذثخXٔ Y 

: عُذئز انششغبٌ انزبنٛبٌ يزكبفئبٌ ,  (ًْب فعبءا ثبَبخ اَعكبعٛبٌ 

) / lim n
n

i L M e h L   

) lim( ) . .n
n

ii L G L C N     



Journal of College of Education for pure sciences(JCEPS) 
Web Site: http://eps.utq.edu.iq/              Email: com@eps.utq.edu.iq 

Volume 7, Number 1, January 2017 
 

: حٛث 

( , ) ( , ),( , ) ( , ) /( , ) ( , )

( , ) ( , ) , ( , ) ( , )

. . n n n n n n n n n

n n n n

X Y X Y
x y x y x y x y x y K x y

x y K x y K x y K x y

C N

 
     

 

 
   

 







 

 

 : النقاط السرجية- سحقرارية ا- 3

 

 3.1 :مبرهنة

L:  فعبءاً رجٕنٕخٛبً XٔYٔنٛكٍ كم يٍ X Y R ٔنزكٍ , ح  يمعش–  دانخ  يحذثخM( m)   انذانخ

0نكم . عهٗ انزشرٛت Lنهذانخ  (انغفهٗ)انحذٚخ انعهٛب   ٌفأ :

2 argmin

) ( , ) argminmax 2 argmax

inf sup supinf 2

argmin

) argmax ( , ) 3 argminmax

inf sup supinf

x M

i x y L y m

L L

x M

ii y m x y L

L L



 





 













 

 
 
 
  

 

    

 

 

    

 

 

infفٙ انحبنخ انخبصخعُذيب ٚكٌٕ sup supinfL L [13] فٙ 4.2 َحصم عهٗ انًجشُْخ . 

 :البرهان 

(: i)برهان 

) -argminmax L    ثفشض   , )x y  ٚكٌٕ  (4 )عُذئز حغت انعلالخ :

( , ) ( , ) ( , ) ; ( , )L x y L x y L x y x y X Y        

 

:  فُحصم عهٗ Y   يٍ y عهٗ X  ٔ  sup يٍ x عهٗ infنُأخز

( , ) ( ) ;

( ) ( , ) ;

L x y m y y Y

M x L x y y Y

 

 

    

    
 

: أٌ  (2) ٔ (1 ) فٙ انعلالزٍٛ M ٔ mَٔعهى حغت رعشٚف 

( , ) ( )L x y M x ٔ  ( , ) ( )L x y m y 
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: ٔثبنزبنٙ يٍ انعلالزٍٛ انغبثمزٍٛ َدذ أٌ 

( ) 2 ( ) ,

( ) 2 ( ) ,

m y m y y Y

M x M x x X





   

   
 

: أ٘ أٌ 

2 argmax

2 argmin

y m

x M





 

 

: أٌ  (3 )انُمطخ انغشخٛخ انعلالخ - يٍ خٓخ أخشٖ نذُٚب حغت رعشٚف  

( ) ( )

( ) ( )

M x m y

M x m y 



  
 

inf:                                      ٔثبنزبنٙ  ( ) sup ( )
x X y Y

M x m y 
 

   

inf:                                                ٔيُّ  sup supinf 2
x xy y

L L   

 

(: ii)برهان 

: نذُٚب 

argmin ( ) inf ( )

argmax ( ) sup ( )
x

y

x M M x M x

y m m y m y

 

 

    

    
 

)يٍ ْبرٍٛ انعلالزٍٛ ٔانعلالخ  ) ( , ) ( )m y L x y M x  َٗحصم عه  :

inf ( ) 2 ( , ) sup ( ) 2
x X y Y

M x L x y m y 
 

    

):     ٔيُّ  ) 3 ( , ) ( ) 3M x L x y m y     

: ٔيٍ ثى 

( , ) 3 ( , ) ( , ) 3 ; ( , )L x y L x y L x y x y X Y        

):أ٘ أٌ  , ) 3 argminmaxx y L  انًطهٕة ْٕٔ  . 

4 -- النقاط السرجية الحدية : 

( [4,5]ساخع  ) نذانخ يعطبح فٙ انجذاٚخ انُمطخ انحذٚخ-      لاثذ أٌ َزكش ثزعشٚف 



Journal of College of Education for pure sciences(JCEPS) 
Web Site: http://eps.utq.edu.iq/              Email: com@eps.utq.edu.iq 

Volume 7, Number 1, January 2017 
 

 فعبء ثبَبخ ٔنزكٍ Xنٛكٍ  :f X R  ,  ٍ0دانخ َصف يغزًشح  يٍ الأدَٗ ٔخبصخ ٔنزك  , 

:   ثحٛث  X  يٍ x ٚؤكذ عهٗ ٔخٕد [ 5]إٌ انًجذأ الأعبط لإكلاَذ

)16(,,)()( xxXxxxxfxf   

 fانُمبغ انحذٚخ نـ- ٔٚشيض نًدًٕعخ   , fَمطخ حذٚخ نهذانخ - xْٙ َمٕل إٌ, إرا كبَذ ْزِ انعلالخ يحممخ 

extfثـ  . 

عُعذ أٌ انفعبء انذٚكبسرٙ  X Y X Y   يضٔداً ثبنُظٛى داءيبً عهٗ انزشرٛت  :

 ( , ) , ( , ) ,x y Max x y x y Max x y
 

  
    

 

     

 :[3]4.1جعريف 

X,     نٛكٍ Y ٍفعبئُٛهجبَبخ ٔنزك  :L Y R  ٍٛ0ٔنٛكٍ ,  دانخ راد يزحٕن  , ٍَمٕل ع

 ,x y  ٍي Y  أَٓب  -َمطخ عشخٛخ حذٚخ نهذانخL إرا ٔفمػ إرا رحممذ انعلالخ  :

( , ) ( , ) ( , ) , ( , ) ( , ) (17)L x y x x L x y L x y y y x y x y         

 ثـLانُمبغ انغشخٛخ انحذٚخ نهذانخ- َشيض نًدًٕعخ  extL  

 :4.2جعريف 

 انذانخ    نزٕظٛح :L Y R ٔ  0   , َعشف يدًٕعخ - انُمبغ انحذٚخ( - انُمبغ انحذٚخ

extٔٚشيض نٓب ثـ, Lنهًؤثش (انزبيخ  L   ,  sext L   ثبنعلالخ  ,  عهٗ انزشرٛت  :

  ( , ) , (18)( , ) / ( , ),ext L x y L x yx y X Y x y           

  ( , ) , (19)( , ) / ( , ),sext L x y L x yx y X Y x y           

انُمبغ انحذٚخ نهًؤثش - ٔيدًٕعخ  , Lانُمبغ انغشخٛخ انحذٚخ نهذانخ- ٔفًٛب ٚهٙ عُعطٙ انعلالخ ثٍٛ يدًٕعخ 

:   فٙ انًجشُْخ انزبنٛخ Lرحذ انزفبظهٙ 

 4.3 :مبرهنة 

X,نٛكٍ  Y ٍفعبئٙ ثبَبخ ٔنزك  :L Y R  عُذئز يٍ أخم ,ح يغهمخ ٔخبصخ يمعش– يحذثخ  دانخ

0كم   ٌٕانعلالخ  انزبنٛخ يحممخ  رك  :
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   sext L ext L ext L         

 :البرهان 

       نٛكٍ  , sx y ext L   يدًٕعخ   إراً حغت رعشٚف(  - انُمبغ انحذٚخ انزبيخ نـL  )

)ٕٚخذ , )x y  ٍي( , )L x y ٔ  ,x y    ,  انزفبظهٙ –  نهًؤثش رحذ 2.5ٔحغت انزعشٚفL ٌٕٚك 

 :

1 ( , )x L x y  ٔ  2 ( , )y L x y   ٌْٔزا ٚعُٙ أ   :

( , ) ( , ) , ; (20)

( , ) ( , ) , ; (21)

L y L x y x x X

L x L x y y y Y

  

  





      

      

 

y,يع x    

 :َدذ أٌ (20)يٍ انعلالخ 

( , ) ( , ) . ;

( , ) ; (22)

L y L x y x x X

L x y x X

  

  

    

    
 

: َدذ أٌ (21)يٍ انعلالخ 

( , ) ( , ) . ;

( , ) ; (23)

L x L x y y y Y

L x y y Y

  

  

    

    
 

َدذ أٌ (17)ٔثًمبسَزًٓب يع انعلالخ (23)ٔ(22)يٍ انعلالزٍٛ  ,x y extL  ٌٕٔيٍ ثى ٚك   :

 sext L ext L     

ثفشض ,x y ext L  عُذئز  ,( , ) , ( , )x y x y x y X Y    ٌفئ    :

( , ) ( , ) ( , )L x y x x L x y L x y y y       

:  ٔيُّ 

( , ) ( , ) ( , ) , ( , )L x y y y L x y L x y x x x y X Y          

:    نهمغى الأٚغش فٙ انعلالخ انغبثمخ فُحصم عهٗ Y عهsupٗ نهمغى الأًٍٚ ٔ Xعهinfٗنُأخز انـ
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 
 

  
    

( , ) inf ( , ) (24)

( , ) sup ( , )

( , ) inf ( , )

( , ) inf ( , ) (25)

x X

y Y

y Y

y Y

L x y L x y x x

L x y L x y y y

L x y L x y y y

L x y L x y y y

















  

  

    

    

 

)إرا كبٌ  ) انزٙ رُص [ 8 ]  فٙ 3.2ثزطجٛك انًجشُْخ  )f x 0 ٔكبٌ يٍ أخم  ٔ  x X 

 ( ) inf ( )
x X

f x f x x x


   ,   ٌفئ, ( )x x f x ) ٍَٛحصم (25) ٔ (24)عهٗ انعلالز 

: عهٗ

  1( , ) , ( , )y L x y x L x y   يع   ,y x   

)أ٘ أٌ  , ) , ( , ) ( , )x y x y L x y  ,   ُّٔي ( , )x y ext L   انًطهٕة ْٕٔ . 

 

 4.4 :مبرهنة 

X,    إرا كبٌ كم يٍ Y ٔنزكٍ اَعكبعٛبً  فعبءاً ثبَبخ , : ,nL L Y R n N   يٍ  يززبنٛخ

lim/ح  انًغهمخ ٔانخبصخ  ثحٛث ٚكٌٕ انًمعش–  انًحذثخ انذٔال ne hL Mosco L ٌفأ   :

 lim infn next L ext L
 

 


    

 :البرهان 

lim/   ثًب أٌ  ne hL Mosco L  ٚكٌٕ  2.8 فئَّ حغت انًجشُْخ  lim n
n

L G L    

نٛكٍ  ,x y extL   ,  ٚكٌٕ 4.4إراً حغت انًجشُْخ    :

   ,x y ext L   

)أ٘ أَّ ٕٚخذ  , ) X Y    , ٌٕثحٛث ٚك ( , ) ,L x y   ٔ( , )   

يٍ أخم كم    نذُٚب  ( , ) ,L x y    ٔ  ( , )    . 

limٔنًب كبَذ  n
n

L G L    فئَّ رٕخذ يززبنٛخ( , ) ( , )n n n
     ٔ  ( , ) ( , )n n n

x y x y 

 :ثحٛث ٚكٌٕ 

 ( , ) ,n n n n nL x y   
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)ٔثًب أٌ  , )   فئَّ يٍ أخم n  ٌٕكجٛشح ثًب فّٛ انكفبٚخ ٚك  :( , )n n    ٔ  

( , ) ( , )n n n n nL x y   

ٔيُّ  ( , )n n s next L      ,   َحصم عهٗ 4.3ٔحغت انًجشُْخ : 

( , )n n nx y extL ٔ( , ) ( , )n n n
x y x y 

 :إراً حغت رعشٚف انُٓبٚخ انغفهٗ ٚكٌٕ 

 ( , ) lim infn nx y ext L   

:                           ٔيٍ ثى  ( , ) lim infn nx y ext L
 




    ْٕٔ انًطهٕة . 
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