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ABSTRACT 

The basis number b(G) ,of a graph G is defined to be the least positive integer k 

such that G has a k-fold basis for it’s cycle space. In this research paper,we have studied 

the basis number of some special graphs for Mycielski’s graph .It is proved that 
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 رغد عبد العزيز مصطفى غسان طوبيا مروكي 
 وصل جامعة الم، ب والرياضياتو كلية علوم الحاس

 16/05/2011تاريخ قبول البحث:                                      26/12/2010 تاريخ استلام البحث:
 الملخص

ه  kعهدد صهحيم موجه   أصهررعلى انه   G، لبيان b(G)يعرف العدد الأساس  قاعهد  اات  Gبحيه  أن له
 حي  برهنا ات الخاصة لبيان ميشلسكي،في هذا البح  درسنا العدد الأساس لبعض البيان .لفضاء دارات  kثنية 
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 ، فضاء الدارات. لعدد الاساسا الكلمات المفتاحية:
 المقدمة 
  [6]  [5]  [4]  [3]زاد الاهتمههام بالعههدد الأسههاس  نشههير للجههارل الرجههو   لههى البحههو  الأخيههر فههي السههنوات  

ا ههذا سهوف نفتهرن أن اهل البيانهات التهي تعترضهنا ههي بيانهات لمزيد من المعلومات .في بحثنه  [13]  [11]  [10]
 .[9]و[8] منتهية،غير موجهة وبسيطة؛ بالنسبة للمصطلحات غير المعرفة راجع المصدرين 

ت لا حيييت  ا ا ييي   Gلييي      qeeeeب انيييا ,...,,,     ، ي  يييت لا عييي  G لاييي   ا يييا  S. ل يييج لاعة جييية     ييية 321

),...,,,( 321 qaaaa قابييج يS  1بحيهه  أن=ia   إذا كيياSei  0و=ia   إذا كيياSei .  هههذا المتاهههات
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ن فضههاء متاهههات اا البعههد  لهه  ويرمههز  G  يطلههع عليهه  فضههاء المتاهههات المجتههرن مههع البيههان 2Zعلههى الحجههل  qتكههو 
q

2)z( متاهات .qz )( ه فضاا  الاداراتتولهد فضهاء متاههات جزيهي يطلهع عليه   Gالتي تجابل دارات  2 ويرمهز   Gله
 لحافات.أو اتحاد دارات منفصلة عن بعضها بالنسبة ل  Gيمثل أما دار  في G)(. ال متا  في G)(ل  

  qو  Gتمثهل عهدد رسوس البيهان  pحيه  أن p+1 -qههو  G)(مهن النتهايا المعروفهة فهي ن ريهة البيهان أن بعهد 
 عدد حافات .

 هي االآتي: G)( ن طريجة  يااد الجاعد  لفضاء الدارات  
يحتهو  علهى دار  واحهد  فجهت ولهتكن  T+eعنديهذ    G-Tحافهة تنتمهي  لهى e ؛  اا اانه  Gشهار  مولهد  فهي  Tلهتكن 
eC واضم أن.p+1-q  من الداراتeC  حي  TGe −  لفضاء الدارات  قاعدةتشكل)(G. 

لا ت ههر   G(  اا اانه  اهل حافهة مهن حافهاتfold-k)  k–ثنياةاات أنهها  G)(لفضهاء الهدارات   Bيجها  لجاعهد 
 .Bمن المرات )التكرارات( في الدارات التي تجابل المتاهات في الجاعد   kفي أكثر من 

ل  قاعهد  اات  G((بحي  أن kبأن  العدد الصحيم الأصرر  G( لبيان basis number)ويعرف العدد الأساس 
 eالثنياة للحافاة  عنديهذ  Gحافهة فهي  eوان  G)(قاعهد  لفضهاء الهدارات  B. اا اانه  b(G)؛ ويرمز له   k–ثنية
 .eوالمحتوية على الحافة  B  هي عدد الدارات الموجود  في efB)(يرمز لها  Bفي 

},,,...,{بيههان ماموعههة رسوسهه   Gلههيكن (: 1تعرياا) ) 321 nuuuuV  Gيتكههون مههن  Gفههان بيههان ميشلسههكي لههه   =
لكههههل  Gالموجههههود فههههي  iuيجابههههل  iv( مههههن الههههرسوس ا ضهههها ية   الههههرأس n+1نفسهههه  ابيههههان جزيههههي متشههههاكل  مههههع )

ni   ان ههذا الهرسوس تكهون بيهان جزيهي متشهاكل بحيه  ivمتااور مع اهل رسوس  w؛ مع راس آخر  =3,2,1,...,
nKمههع النامههة   jivuفههان بيههان ميشلسههكي يتضههمن حههافتين  Gفههي  jiuu ضههافة  لههى الههل مجابههل اههل حافههة  ؛  1,

هه  Gوعليهه   اا اههان  jiuvو مههن الههرسوس  2n+1افههات فههان بيههان ميشلسههكي لهه  مههن الح mمههن الههرسوس و nبيههان به
 .3Cبيان ميشلسكي للدار   ( يمثل1. شكل )(Gمن الحافات ويرمز ل  ) 3m+nو
 

                                 
),(-tadpole(: يعهههرف البيهههان 2تعريااا) ) nm   بأنههه  البيهههان النهههاتا مهههن اتحهههاد الهههدار},...,,,{ 321 mm vvvvC = 
},,,...,{والطريههههع 321 nn uuuuP ويرمههههز لهههه  بههههالرمز  1uvmمههههع الاسههههر  =

nmT ,
. واضههههم أن عههههدد رسوس 

nmT ,
 

 ( .2ل )، لاحظ الشكm+nيساو  عدد حافات  ويساو  

u1 

2u 
u3 

v2 3v 

w 

     C   )3(.  (1)شكل 

v1 
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( بأن  البيان الذ  ماموعة رسوس   Ladder graphيعرف بيان السل م ) (:3تعري) )    
},:3,2,1,...,{هي mivu ii وماموعة حافات  هي  =

 },...,3,2,1:{}1,...,3,2,1:,{ 11 mivumivvuu iiiiii ويرمز ل    ++=−=
mL( 3، لاحظ الشكل .) 

 

 
 

 muu1بإضههافة الحههافتين mLبيههان النههاتا مههن بيههان السههلم بأنهه  ال (Circular ladderويعاارف ايااان ساالار الاادارة )
بأنه  البيهان النهاتا مهن بيهان سهلم الهدار   (Möbius ladderويعارف اياان سالار ماوبي  )  mCLويرمهز له   mvv1و

mCL  الحافتين  باستبداmuu1  وmvv1 بالحافتينmvu1 1وvum . 
مستويا  اا  Gأو  مبرهنة مهمة في هذا الموضو  وهي تنص على "يكون البيان   [12]  برهن مكلين 1937في عام  
)(2وفجهههههت  اا Gb  أن العهههههدد الأسهههههاس للبيهههههان التهههههام  [14]) [7]بهههههرهن شهههههميكل ) 1982و 1981عهههههامي " وفهههههي

nK 5n 3ههو)( =nKb  وللبيهان ثنهايي التازيهة التهامnmK ,،5, nm ،4)( , =nmKb  10,6 يمها عهداK  و
nK )(n nQ 7n،7-ومكعههههههههههه  n=8,7,6,5لأجهههههههههههل  6, =nQb  العهههههههههههدد الأسهههههههههههاس للاهههههههههههداء المعهههههههههههاجمي.
(lexicographic product تم حساب  في )[2]اذلل العهدد الأسهاس للاهداء الهديكا  ( رتيCartesian product )

 .[1]لبعض البيانات تم دراست  في 
 الراية من بحثنا هو دراسة العدد الأساس لبعض البيانات الخاصة لبيان ميشلسكي حي  برهنا
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 :النتائج الرئيسة 2-

)(إيجاد العدد الأساس للبيان -أولا 
n

P: 

هيnPرب لتكن رسوس الد 
n

uuuu ,...,,,
321

وان الرسوس المجابلة لها ههي 
n

vvvv ,...,,,
321

والهرأس الأخهر  
111واضم أن  wليكن  ,,,}{ +++ iiiiiini uuvuuvwvwv   هي حافات)( nP 3,2,1,...,1لكل −= ni   عدد،
)(رسوس  nP 2هوn+1   4-3وعدد حافاتn( 4، لاحظ الشكل.) 

 
 
 

))(2:    1مبرهنة  nPb    3لكلn  وعلي  فان)( nP . بيان مستو 

 :البرهان
   لتكن 2اات ثنية   Bسوف نثب  ان  توجد قاعد   

 

  }{21 CMMB =  
 حي 

}2,...,3,2,1:{ 1211 −== +++ niuvuuuM iiiii , 

}2,...,3,2,1:{ 212 −== ++ niwvuwvM iii , 

and  

}{ 2121 wvuuwvC = . 

|B| = |M1| +|M2| +|C|  

      = (n-2) + (n-2) +1 

       =2n-3 =dim ))(( nP  

لأنههها تشههكل حههدود بيههان جزيههي مسههتجلة خطيهها  1Mمسههتجلة خطيهها  واضههم أن دارات  Bلآن سههوف نثبهه  أن دارات ا
تحتهو  علهى  Cوالهل لان  1Mمسهتجلة عهن دارات Cمستجلة لنفس السب  السابع، الهدار   2Mمستو . اذلل دارات

وعليه  فهان1Mوههذا الحافهة غيههر موجهود  فهي أ  ترايه  خطههي مهن دارات 1wvالحافهة  }{1 CM  دارات مسههتجلة

)(  .)4(شكل  nP 

.    .  . 
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خطيهها. مههن جهههة ثانيههة، أ  ترايهه  خطههي مههن دارات  }{1 CM  1يحههو  علههى حافههة مههن النههو+iiuu  لههبعض مههيم
1,...,3,2,1 −= ni 2وههههههههههههذا الحافهههههههههههة غيهههههههههههر موجهههههههههههود  فهههههههههههي أ  ترايههههههههههه  خطهههههههههههي مهههههههههههن داراتM   وعليههههههههههه
فههان  21 }{ MCMB ))((دارات مسههتجلة خطيهها، وعليهه  فهههي تشههكل قاعههد  للفضههاء  = nP ياههاد الثنيههة .

)(، نازأ حافات البيانB للجاعد  nP: لى  
},1,...,3,2:{ 11 −== + niuuE ii  

},,{},...,3,2,1:{

},,,{}1,...,3,2,1:,{

653

432112

eeniwvE

eeeniuvvuE

i

iiii

−==

−−== ++  

 حي 
.,,,,, 261514213212211 wvewveuveuvevueuue nn ====== −  

 فان 1Eأية حافة تنتمي  لى e اا اان  

  
.2)(

0)(;2)(
}{21



=

ef

efef

B

CMM    

 فان2Eأية حافة تنتمي  لى e اا اان  

.2)(

0)(;1)(;1)( }{21



=

ef

efefef

B

CMM   

 فان  3Eحافة تنتمي  لى  eبينما  اا اان  

.2)(

2)(;0)(
21 }{



=

ef

efef

B

MCM   

 الآن  

.2)(

1)(;0)(;1)(

1

1}{11 21

=

===

ef

efefef

B

CMM  

.2)(

1)(;0)(;1)(

2

2}{22 21

=

===

ef

efefef

B

CMM  

.2)(

1)(;1)(;0)(

3

3}{33 21

=

===

ef

efefef

B

CMM  

.1)(

0)(;1)(

4

4}{4
21

=

==

ef

efef

B

CMM   

.2)(

1)(;1)(;0)(

5

5}{55 21

=

===

ef

efefef

B

CMM

 

.)e(f

)e(f;)e(f;)e(f

B

}C{MM

2=∴

1=1=0=

6

666 21

 

)(وعلي ، فان الثنية لكل حافة في البيان  nPفي الجاعد    2لاتزيد عنB  أ  أن .B 2ثنية  هي قاعد  اات. 

)(إيجاد العدد الأساس للبيان -ثانياا  nS: 
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nuuuuهههي nSلههتكن رسوس  ,...,,, )deg(1حيهه  أن  321 1 −= nu  وبقيههة الههرسوس هههي بدرجههة واحههد  واضههم أن
1,1 − nn KSسههكي للنامههة . الآن سههوف نههدرس العههدد الأسههاس لبيههان ميشلnS حيهه  أن عههدد رسوس،)( nS  هههو

2n+1  4-3وعدد حافات  هيn  وأن بيان ميشلسكي للبيانnS ( 5هو المبين في الشكل.) 

      
 

))((2    :2مبرهنة  nSb 3  ، لكلn وعلي  فان)( nS. بيان مستو 

 :البرهان
33واضم أن    PS ))((2( فان  1وحس  مبرهنة ) = 3 Sb  

  كما  البرهان، تأمل ماموعة الدارات 
  }{))(( 21 CSSSB n =  

 حي  

}.{

},1,...,3,2:{

},1,...,3,2:{

2121

11112

111

wvuuwvC

nivuuuvS

niwvuwvS

ii

ii

=

−==

−==

+

+

 

))((dim32

1)2()2())((

n

n

Sn

nnSB





=−=

+−+−=
 

مسههتجلة لأنههها تمثههل حههدود بيههان جزيههي مسههتو ، وان  Cو  2Sو 1Sواضههم أن اههل مههن الههدارات  21 SS  مسههتجلة
ذا غيههر موجههود  فههي أ  ترايهه  وههه  wv1تحههو  علههى الحافههة  Cلأنههها تمثههل دارات منفصههلة بالنسههبة للحافههات؛ الههدار  

خطي من دارات  21 SS وعلي  فان  }{))(( 21 CSSSB n =.مستجلة خطيا وبذلل تشكل قاعد  للفضاء 
S(μ(B((بجي أن ناد الثنية للجاعد  nنازأ حافات البيان ،)( nS : لى مايلي  

},,...,3,2:{

},,...,3,2:{

},,...,3,2,1:{

13

12

1

niuuE

niuvE

niwvE

i

i

i

==

==

==

 

1v  
2v  3v  

1−nv  nv  

w  

2u  1u  3u  1−nu  nu  

. . . 

. . . 

)(  .)5(شكل  nS 



 حول العدد الأساس لبعض البيانات الخاصة لبيان ميشلسكي 
 

 

111 

 فان 1Eأية حافة تنتمي  لى e اا اان  

.2)(

0)(;2)(

))((

}{ 21



=

ef

efef

nSB

SCS




 

 فان2Eأية حافة تنتمي  لى e اا اان  

.2)(

2)(;0)(

))((

}{21



=

ef

efef

nSB

CSS




 

 فان  3Eأية حافة تنتمي  لى  eوبالمثل،  اا اان  

.2)(

2)(;0)(

))((

}{21



=

ef

efef

nSB

CSS




 

))((أن  أ  nSB وبهذا ينتهي البرهان. 2-هي قاعد  ا  ثنية 

)(إيجاد العدد الأساس للبيان  -ثالثاا  nC :  

)(، فان   n=3يمكننا البرهنة على ان   اا اان   3C  يكون  [12]بيان مستو  وعلي  بموج  مبرهنة مكلين 
2))(( 3 Cb  

))((3:    3مبرهنة  =nCb     ،4 لكلn. 

 :البرهان
)(فان  يوجد بيان جزيي من 4nيمكننا  ثبات أن لكل   nC  3,3يكافئ تبولوجياK نهة وعلي ، فان  بموجه  مبره

)(يكون  [9]كورتوفسكي  nC3يكون   [12]غير مستو  وعلي  حس  مبرهنة مكلين))(( nCb . 
 . لتكن3اات ثنية 1B كما  البرهان يا  أن ناد قاعد  

 },,{ 3211 CCCBB =  

 حي  أن
))(( nPBB =  

                                                                               وان 

....

,

,

113213

112

121

uuuuuuC

and

wvuwvC

wvuwvC

nn

nn

n

−

−

=

=

=

 

))((dim2332

31

nCnn

BB

==+−=

+=
 

 
))((مسههتجلة خطيهها لأنههها قاعههد  للفضههاء Bمسههتجلة خطيهها نأحههظ أن دارات 1B ثبههات أن دارات nP  اههذلل دارات

},,{ 321 CCC  مسههههههتجلة خطيهههههها لأنههههههها منفصههههههلة بالنسههههههبة للحافههههههات؛ أضهههههه   لههههههى الههههههل أ  ترايهههههه  خطههههههي مههههههن
},,{دارات 321 CCC  يحههو  علههى الحافههةnuu1  أوnuv1  أوnvu1يهه  خطههي مههن وهههذا غيههر موجههود  فههي أ  ترا
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وبههههههههذا فهههههههان دارات  Bدارات  },,{ 3211 CCCBB مسهههههههتجلة خطيههههههها وعليههههههه ، فإنهههههههها تشهههههههكل قاعهههههههد  للفضهههههههاء =
))(( nC1.و يااد الثنية لكل حافة فيBنأحظ أن   

 },,{))(())(( eeePECE nn
=   

 حي 
nuue 1= , ,1 nvue = .1 nuve =  

))((هي أية حافة تنتمي  لى  e،  اا اان  (1)من المبرهنة  nPE   فان 

.3)(

;1)(;2)(

1

321 },,{





ef

efef

B

CCCB  

 كذلل

.1)(

},,{;1)(;0)(

1

321 },,{



=





ef

eeeeefef

B

CCCB  

)(وعلي  فان الثنية لكل حافة في البيان  nC ي الجاعهد  ف 3تزيد عن  لا
1

B  3أ  أن))(( nCb  وبههذا يهتم .
 البرهان.

)(إيجاد العدد الأساس للبيان -رابعاا  ,nmT: 

)( ( نأحظ أن عدد رسوس1من تعريف ) ,nmT 2 هوm+2n+1  4وعدد حافات  هيm+4n  وأن بيان ميشلسكي
nmTللبيان   (.6موضم في الشكل ) ,

 
))((3    :4مبرهنة  , =nmTb    3  لكلm  1وn. 

 :البرهان
3mمهههن السههههولة البرهنهههة علهههى انههه  عنهههدما    1وn  يوجهههد بيهههان جزيهههي مهههن)( ,nmT 3,3يكهههافئ تبولوجيهههاK 

)(يكهههههون  [9]وعليههههه ، بموجههههه  مبرهنهههههة اورتوفسهههههكي  ,nmT  [12]بيهههههان غيهههههر مسهههههتو  وبموجههههه  مبرهنهههههة مكلهههههين 
))((3يكون  , nmTb   ؛ ولكي نكمل البرهان يا  أن ناد قاعدB أن . واضم 3اات ثنية 
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.22)(2

1]1)(2[)(4

1))(())(())((dim ,,,

nmnm

nmnm

TVTET nmnmnm

+=+=

+++−+=

+−= 

 

 تأمل ماموعة الدارات الآتية
  },,{))(())(())(( 321, CCCCBPBTB mnnm  =  

 حي  أن
 }{))(( 1 CMPB n =   

 وان

},{

},2,...,3,2,1:,{

2121

211211

wyuuwyC

niwyuwyuyuuuM iiiiiiii

=

−== +++++
 

 وان
  }{))(( 32

= CMMCB m  

 حي  أن

}.{

},{

},{

},{

,}...,,{

},2,...,3,2,1:,{

113

212

1211

2121

1132111123

211212

wxvwyC

wyuwxC

vyuuvC

wxvvwxC

vvvvvvwxvwxwxvwxM

miwxvwxvxvvvM

mm

m
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mmmmm

iiiiiiii

−



−−

+++++

=

=

=

=

=

−==

 

 واضم بان

)).((dim22

3)2()32(

3))(())(())((

,

,

nm

mnnm

Tmn

mn

CBPBTB





=+=

++−=

++=

 

))((بجهههي أن نثبههه  أن دارات  ,nmTB مسهههتجلة خطيههها، واضهههم بهههان))(( nPB   مسهههتجلة خطيههها لأنهههها تشهههكل قاعهههد
))((للفضاء  nP ؛ اذلل))(( mCB  هي مستجلة خطيا لأنها تشكل قاعد  للفضهاء))(( mC  ؛ واضهم بهان

},,{الهههههههههههدارات  321 CCC مسهههههههههههتجلة خطيههههههههههها لأنهههههههههههها تشهههههههههههكل حهههههههههههدود بيهههههههههههان جزيهههههههههههي مسهههههههههههتو ، نأحهههههههههههظ أيضههههههههههها
 ))(())(( mn CBPB  أ  ترايهه    ندارات مسههتجلة خطيهها لأنههها تمثههل دارات منفصههلة بالنسههبة للحافههات اههذلل
},,{خطي من دارات 321 CCC 1يحو  في الأقل على حافهة مهن النهوuvm  1أوyvm أوmxu1  وههذا الحافهات غيهر

موجود  في أ  تراي  خطي من دارات  ))(())(( mn CBPB  وعلي  فان دارات 
  },,{))(())(())(( 321, CCCCBPBTB mnnm  =  

))((مسههتجلة خطيهها وعليهه  فهههي تشههكل قاعههد  للفضههاء  ,nmTياههاد الثنيههة لكههل حافههة فههي .)( ,nmT ناههزأ حافههات
)(البيان ,nmTلى  

    54321 EEEEE  

 حي 
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.))((

,))((

},,,{

},,,,,{

},,,{
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211221212
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EPEE

xvwxwxE

wywyyuyuuuE

xuyvuvE
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=
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−−


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واضم أن     54321 EEEEE تشكل تازية له))(( ,nmTE  
 فان  1Eهي أية حافة تنتمي  لى  eالآن  اا اان  

1)(

1)(;0)(

))((

},,{))(())((

,

321



=

ef

efef

nm

mn

TB

CCCCBPB



 
 

 فان 2Eهي أية حافة تنتمي  لى  e اا اان  

3)(

1)(;2)(;0)(

))((

},,{))(())((

,

321



=

ef

efefef

nm

nm

TB

CCCPBCB




 

 فان 3Eهي أية حافة تنتمي  لى  e اا اان  

2)(

1)(;0)(;1)(

))((

},,{))(())((

,

321



=

ef

efefef

nm

nm

TB

CCCPBCB




 

 فان 4Eأية حافة تنتمي  لى  eأما  اا اان  

2)(

2)(;0)(

))((

))((},,{))((

,

321



=

ef

efef

nm

nm

TB

PBCCCCB



 
 

 فان 5Eأية حافة تنتمي  لى  eوأخيرا  اا اان  

3)(

3)(;0)(

))((

))((},,{))((

,

321



=

ef

efef

nm

mn

TB

CBCCCPB



 
 

)(وعليهههههههه  فههههههههان الثنيههههههههة لكههههههههل حافههههههههة فههههههههي البيههههههههان  ,nmT  فههههههههي الجاعههههههههد   3لا تزيههههههههد عههههههههن))(( ,nmTB  أ  أن،
3))(( , nmTb  .وبهذا يتم البرهان 

)(إيجاد العدد الأساس للبيان -خامساا  nW: 

3))((4    :5مبرهنة   nWb 4  لكلn . 

 :البرهان
)(يوجهههد بيههان جزيهههي مهههن 4nمههن السههههولة البرهنهههة علههى انههه  عنهههدما   nW 3,3تبولوجيههها  يكههافئK وعليههه  يكهههون
)( nW 3يكهون  [12]وبموجهه  مبرهنهة مكلههين  [9]غيهر مسههتو  حسه  مبرهنههة اورتوفسهكي))(( nWb   ولكههي

))((لفضاء الدارات 4اات ثنية  Bنكمل البرهان يا  أن ناد قاعد   nW  
)( ليكن nW ( 7هو المبين في الشكل.) 
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)(22بمهههههههههههههههههههههههههههههههههها أن  −= nWE n  وnWV n ))((3)22(67فههههههههههههههههههههههههههههههههههان  )(= −=+−= nnnWE n  و
12|))((| += nWV n  وعلي  فان 

65

1)12(67

1))(())(())((dim

−=

++−−=

+−=

n

nn

WVWEW nnn 

 

 لتكن
   },{))((}}{))(({))(( 11 CCMSBCCBWB nnn

−= −   

 حي  أن 
  }{))(( 321 CMMCB n =−  

 وان
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1123212111123

211212

wvuuwvC

uuuuuuwvuwvwvuwvM

niwvuwvuvuuuM

nnnnn

iiiiiiii

=

=
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−−−−−
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 وان
 1))(( CSSB n =  

 حي  أن 

},{

},1,...,4,3,2:,{

221

11

wvuuwvC

nivuuuvwvuwvS

nn

nininini

=

−== ++
 

 وان
}2,...,3,2,1:{

11
−==

+
niuvuuM

niin
 

 وان

}.{

},{
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uuuuC

uuuuC

n

nnn

=

= −−
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))((الآن سهههههوف نثبههههه  أن دارات  nWB  مسهههههتجلة .واضهههههم أن}{))(( 1 CCB n −− مسهههههتجلة خطيههههها لأنهههههها تمثهههههل
))((موعة جزيية من قاعد  فضاء الداراتما 1−nC اذلل ،))(( nSB  مسهتجلة خطيها لأنهها تمثهل قاعهد  لفضهاء

))((الههدارات  nS واضههم أن اههأ  مههن ،},{ CC  1وM و },{1 CCM  نههها تمثههل حههدود مسههتجلة خطيهها لأ
بيههان جزيههي مسههتو . الآن أ  ترايهه  خطههي مههن دارات  },{1 CCM    يحههو  فههي الأقههل علههى حافههة مههن النههو

21uu  1أو+iivu  3,2,1,...,2لههبعض مههيم −= ni  بالمجابههل، هههذا الحافههة غيههر موجههود  فههي أ  ترايهه  خطههي مههن
))((دارات  nSB  وعلي  فان دارات},{))(( 1 CCMSB n

 مستجلة خطيا؛ واضم أن أ  تراي  خطي
))((}{مههن دارات  1 CCB n −−  11يحههو  علههى الأقههل حافههة واحههد  مههن النههو −nvu 11أو −nuv 1أو+iiuu 1أو+iiuv 

3,2,1,...,2لهههههبعض مهههههيم  −= ni  بالمجابهههههل ههههههذا الحافهههههات غيهههههر موجهههههود  فهههههي أ  ترايههههه  خطهههههي مهههههن دارات
},{))(( 1 CCMSB n
 وعلي  فان دارات 

   },{))((}}{))(({))(( 11 CCMSBCCBWB nnn
−= −   

 مستجلة خطيا. بما أن

)).((dim65
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
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+−+−+−−=   

))((وعلي  فهي تشكل قاعد  للفضاء  nW و يااد الثنية نازأ حافات البيان .)( nWيلي  لى ما 
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 فان1Eأية حافة تنتمي  لى  eألان  اا اان  
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 فان2Eأية حافة تنتمي  لى  e اا اان  
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 فان3Eأية حافة تنتمي  لى  eأما  اا اان  
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
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 فان4Eأية حافة تنتمي  لى  eوإاا اان  
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 فان5Eأية حافة تنتمي  لى  eوإاا اان  
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 فان6Eأية حافة تنتمي  لى  e ما  اا اان  
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ef

efef

n

nn

WB

CCMSBCCB


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 فان7Eأية حافة تنتمي  لى  eوإاا اان  

4)(

1)(;0)(;3)(
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11
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ef

efefef
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nn
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nuueأما الثنية للحافة  11  فهي  =

4)(

3)(;1)(;0)(

1))((

1},{1))((1}{))((
11



=
−−

ef

efefef

n

nn
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)(حافهة فهي البيهان بما أن الثنية لكهل  nW فهي الجاعهد   4لاتزيهد عهن))(( nWB  4، فهان))(( nWb   وبههذا
 يتم البرهان .

)(يجاد العدد الأساس للبيان -سادساا  mL : 

فهرن أن (، سوف ن3المبين في الشكل )mLتأمل بيان السلم 
12121

,,...,
++−

===
mmmmm

uvuvuv   وعليه
 ( الآتي8( يصبم بالشكل )3المبين في الشكل ) mLفان بيان السلم 

 

                      
 (.9موضم بالشكل ) mLوالآن بيان ميشلسكي لبيان السلم 

 

u2 u3 um-1 
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))((3    :6مبرهنة  =mLb   2، لكلm. 

 البرهان:
)(فان  يوجد بيان جزيهي مهن  2mمن السهولة البرهنة على ان   اا اان   mL 3,3يكهافئ تبولوجيهاK وعليه  فهان

)(البيههان  mL 3وبهههذا فههان  [9]تو  حسهه  مبرهنههة اورتوفسههكي غيههر مسهه))(( mLb   بموجهه  مبرهنههة  مكلههين
 .3-نثب  ان  توجد قاعد  اات ثنية أن. لكي نكمل البرهان علينا [12]

)(؛ وان عهدد رسوس وعهدد حافهات  3m-2وعهدد حافاته  ههي   2mههوmLمهن الواضهم أن عهدد رسوس  mL  ههو
(4m+1(و )11m-6 على الترتي ) 

671)14()611())((dim −=++−−= mmmLm  

 تأمل ماموعة الدارات الآتية 
   3212 ))(())(( MMMPBLB mm  =  
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 واضم أن 

)).((dim67

)1()1()1(1)22(2))((
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mmmmLB
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
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))((واضههم أن دارات  2mPB  مسههتجلة خطيهها لأنههها تمثههل قاعههد  لفضههاء الههدارات))(( 2mP 1؛ اههذلل داراتM 
مسهههتجلة خطيههها لأنهههها  3Mو 2M مهههن دارات مسهههتجلة خطيههها لأنهههها تمثهههل حهههدود بيهههان جزيهههي مسهههتو  ؛ امههها أن اهههأ  

منفصلة بالنسهبة للحافهات. واضهم أن  21 MM  تكهون مسهتجلة خطيها لان داراتهها منفصهلة بالنسهبة للحافهات؛ ألان
12مهههن النهههو  يحهههو  فهههي الأقهههل علهههى حافهههة  3Mأ  ترايههه  خطهههي مهههن  +−imivu  3,2,1,...,1لهههبعض مهههيم −= mi 

بالمجابل هذا الحافات غير موجود  في أ  تراي  خطي من دارات  21 MM  وعلي  تكون 321 MMM 
دارات مستجلة خطيا؛ اما أن أ  تراي  خطي من دارات  321 MMM في الأقل على حافهة مهن النهو  يحو  

12 +−imiuu  12أو +−imivu  12أو +−imiuv  3,2,1,...,1لههههبعض مههههيم −= mi   وهههههذا الحافههههات غيههههر موجههههود  فههههي أ
))((تراي  خطي من دارات 2mPB  وعلي  فان 

   3212 ))(())(( MMMPBLB mm  =  

))((لة خطيهههها وعليهههه  فهههههي تشههههكل قاعههههد  للفضههههاء دارات مسههههتج mL و ياههههاد الثنيههههة لكههههل حافههههة ناههههزأ حافههههات .
)(البيان mLيلي :  لى ما 

.}2,...,3,2,1:{

},1,...,3,2,1:{

},1,...,3,2,1:{

},12,...,3,2,1:{

},12,...,3,2,1:{

},1,...,3,2,1:{

},12,...,3,2,1:{

7

126

125

14

13

122

11

miwvE

miuvE

mivuE

miuvE

mivuE

miuuE

miuuE

i

imi

imi

ii

ii

imi

ii

==

−==

−==

−==

−==

−==

−==

+−

+−

+

+

+−

+

 

1))(( ,0)(;1)(;2)(
3212

Eeeachforefefef
MMMPB m

=
 , 

2))((
,2)(;0)(

1322

Eeeachforefef MMMPB m

=
 

, 

3))(( ,1)(;0)(;2)(
3212

Eeeachforefefef MMMPB m
=

 , 

4))(( ,1)(;0)(;2)(
2312

Eeeachforefefef MMMPB m
=

 , 

5))((
,1)(;0)(

3212

Eeeachforefef MMMPB m

=
 

, 

6))((
,1)(;1)(;0)(

3212

Eeeachforefefef MMMPB m

=


, 

7))(( ,1)(;0)(;2)(
2312

Eeeachforefefef MMMPB m
=

 . 

)(وعلي  فهان الثنيهة لكهل حافهة فهي mL فهي الجاعهد   3تزيهد عهن  لا))(( mLB  3، أ  ان))(( mLb   وبههذا
 يتم البرهان .

)(اس للبيانإيجاد العدد الأس -سابعاا  mCL : 

)(واضهههههههههههههههههههههههههههههم أن   mCLههههههههههههههههههههههههههههههو النهههههههههههههههههههههههههههههاتا مهههههههههههههههههههههههههههههن)( mL  بإضهههههههههههههههههههههههههههههافة الحافهههههههههههههههههههههههههههههات السهههههههههههههههههههههههههههههتة
},,,,,{الآتية: 121112121 mmmmmmmmm uuuuvuuvvuuv +++ 
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))((3    :7مبرهنة  =mCLb    3  لكلm. 

 البرهان:
)(فيوجههد بيهان جزيههي مههن 3m   اا اههان مهن السهههولة البرهنههة علههى انهه   mCL  3,3يكههافئ تبولوجيههاK وعليهه  فههان

)(البيان  mCL 3وعلي  فان  [9]غير مستو  حس  مبرهنة اورتوفسكي))(( mCLb   بموجه  مبرهنهة مكلهين
 .3-اات ثنية Bالبرهان علينا أن نثب  ان  توجد قاعد   . لكي نكمل[12]

)(؛ وان عههدد رسوس3mوعههدد حافاتهه  هههي  2mهههوmCLمههن الواضههم أن عههدد رسوس  mCL 4هههوm+1   وعههدد
 وعلي  فان  11mحافات  هي 

mmmCLm 71)14(11))((dim =++−=   

 تأمل ماموعة الدارات الآتية 
 },,...,,{))(())(( 621 CCCLBCLB mm  =  

 حي  أن 
   3212 ))(())(( MMMPBLB mm  =  

 (  وان6واما معرفة في المبرهنة )

,

,

,

,

12114

1213

11212

121211

vuvuvC

uwvvuC

uuvuuC

uvuuuC

mmm

mm

mm

mmm

+

+

=

=

=

=

 

....

,

112123223212216

1212215

vuvuuvvuuvuuvC

uwvvuuC

mmmmmmm

mmmmm

−+−−−−

+−+

=

=
 

 من الواضم أن 

)).((dim7

6)67())((

m

m

CLm

mCLB





==

+−=
 

))((واضهههم أن  mLB  دارات مسهههتجلة خطيههها لأنهههها تمثهههل قاعهههد  لفضهههاء الههه))(( mL ؛ اهههذلل ماموعهههة الهههدارات
},...,,{

621
CCC  مسههتجلة خطيهها لان اههل دار  مههن هههذا الههدارات تحههو  فههي الأقههل علههى حافههة واحههد  تختلهه  عههن

يسهاو  متاه  صهفر . امها أن أ  ترايه   باقي حافات الدارات الأخرى أ  أن أ  ترايه  خطهي مهن ههذا الهدارات لا
},,...,{اراتخطهههههههههههههههي مهههههههههههههههن د 621 CCC يحهههههههههههههههو  فههههههههههههههههي الأقهههههههههههههههل علهههههههههههههههى حافههههههههههههههههة واحهههههههههههههههد  مهههههههههههههههن الحافههههههههههههههههات

},,,,,{ 121211121 mmmmmmmmm uvuuuvvuuuvu بالمجابل هذا الحافات غير موجود  في أ  ترايه  خطهي مهن  +++
))((دارات  mLB وعلي  فان 

 },,...,,{))(())(( 621 CCCLBCLB mm  =  
))((دارات مسههتجلة خطيهها وعليهه  فهههي تشههكل قاعههد  للفضههاء mCL و ياههاد الثنيههة لكههل حافههة مههن حافههات البيههان .

)( mCL يلي : نازأ الحافات  لى ما  
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,,

},{}22,...,3,2,1:{

,

},1,...,3,2:{

},1,...,3,2,1:{

,

},22,...,1,:{

},1,...,3,2,1:{

},{}12,...,3,2,1:{

,

},1,...,4,3,2:{

},12,...,3,2,1:{

27126

58

214

127

126

2123

15

14

1213

211

122

11

mm

mi

m

imi

imi

mm

ii

ii

mmii

m

imi

ii

wvewve

wvemiwvE

uve

miuvE

mivuE

uve

mmmiuvE

miuvE

vuemivuE

uue

miuuE

miuuE

==

=−−==

=

−==

−==

=

−+==

−==

=−−==

=

−==

−==

−

+−

+−

−

+

+

++

+−

+

 

}.,,,,,{ 1212111219 mmmmmmmmm uvuuuvvuuuvuE +++=  
 الآن نحس  الثنية لكل حافة

1},...,,{))(( ,0)(;3)(
621

Eeefef CCCLB m
=  

2},...,,{))(( ,1)(;2)(
621

Eeefef CCCLB m
  

3},...,,{))(( ,0)(;3)(
621

Eeefef CCCLB m
=  

4},...,,{))(( ,1)(;2)(
621

Eeefef CCCLB m
  

5},...,,))(( ,0)(;3)(
621

Eeefef CCCLB m
=  

6},...,,{))(( ,2)(;1)(
621

Eeefef CCCLB m
  

7},...,,{))(( ,1)(;2)(
621

Eeefef CCCLB m
  

8},...,,{))(( ,0)(;3)(
621

Eeefef CCCLB m
=  

9},...,,{))(( ,3)(;0)(
621

Eeefef CCCLB m
=  

,2)(;1)( 1},...,,{1))(( 621
 efef CCCLB m  

,1)(;2)( 2},...,,{2))(( 621
 efef CCCLB m  

,1)(;2)( 3},...,,{3))(( 621
 efef CCCLB m  

,2)(;1)( 4},...,,{4))(( 621
 efef CCCLB m  

,1)(;2)( 5},...,,{5))(( 621
 efef CCCLB m  

,1)(;2)( 6},...,,{6))(( 621
 efef CCCLB m  

.2)(;1)( 7},...,,{7))(( 621
 efef CCCLB m  

)(وعليههههههه  فهههههههان الثنيهههههههة لكهههههههل حافهههههههة فهههههههي بيهههههههان  mCL فهههههههي الجاعهههههههد   3تزيهههههههد عهههههههن  لا))(( mCLB  أ  أن ،
3))(( mCLb  .وبهذا ينتهي البرهان 

)(إيجاد العدد الأساس للبيان -ثامناا  mML: 

)(البيهههههههههههههههههههههههههان mMLههههههههههههههههههههههههههو النهههههههههههههههههههههههههاتا مهههههههههههههههههههههههههن)( mL :بإضهههههههههههههههههههههههههافة الحافهههههههههههههههههههههههههات السهههههههههههههههههههههههههتة الآتيهههههههههههههههههههههههههة 
},,,,,{ 112111122 +++ mmmmmmmmm uuuuvuuvvuuv 
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))((3:     8مبرهنة  =mMLb  3  ، لكلm. 

 البرهان:
)(مهههن السههههولة  ثبهههات أن البيهههان  mML ،3m 3,3يكهههافئ تبولوجيههها  يحهههو  علهههى بيهههان جزيهههيK وعليههه  يكهههون 
)( mML  3يكهون  [12]بيان غيهر مسهتو  وبموجه  مبرهنهة مكلهين))(( mMLb   لكهي نكمهل البرههان ياه .

))((لفضاء الدارات  3-أن ناد قاعد  اات ثنية mML واضم أن ، 

,3)()(

,2)()(

mCLEMLE

mCLVMLV

mm

mm

==

==
 

 وعلي  فان 
mCLML mm 7))((dim))((dim ==   

)(ماموعة من دارات بيان Bلتكن  mML  :معرفة بالشكل الآتي 
 },,...,,{))(())(( 621 CCCLBMLB mm  =  

))((حي  أن mLB ت هي قاعد  لفضاء دارا)( mL وان 

,

,

,

12113

111212

12211

uvuvuC

uuvuuC

uvuuuC

mmm

mm

mmm

+

+

=

=

=

 

....

,

,

1212123223212216

221225

212224

vuuvuuvvuuvuuvC

uwvvuuC

uwvvuuC

mmmmmmmm

mmmmm

mmmmm

−+−−−−

−

−

=

=

=

 

 واضم أن 

)).((dim7

6)67())((

m

m

MLm

mMLB





==

+−=
 

))((واضههههم أن  mLB مسههههتجلة خطيهههها لأنههههها تمثههههل قاعههههد  لفضههههاء الههههدارات))(( mL ؛ اههههذلل ماموعههههة الههههدارات
},...,,{ 621 CCC جلة خطيا لان ال دار  من هذا الدارات تحو  في الأقهل علهى حافهة واحهد  تختله  عهن بهاقي مست

ترايه  خطهي  أ يساو  متاه  صهفر . امها أن  حافات الدارات الأخرى أ  أن أ  تراي  خطي من هذا الدارات لا
},,...,{مههههههههههههههههههههههههههن دارات  621 CCC  يحههههههههههههههههههههههههههو  فههههههههههههههههههههههههههي الأقههههههههههههههههههههههههههل علههههههههههههههههههههههههههى حافههههههههههههههههههههههههههة واحههههههههههههههههههههههههههد  مههههههههههههههههههههههههههن

},,,,,{الحافههات 112211112 +++ mmmmmmmmm uvuvuuvuuuvu   بالمجابههل هههذا الحافههات غيههر موجههود  فههي أ  ترايههه
))((خطي من دارات  mLB وعلي  فان 

 },,...,,{))(())(( 621 CCCLBMLB mm  =  
))((دارات مستجلة خطيا وبذلل تشكل قاعد  للفضاء mMLيلي: . و يااد الثنية نازأ ماموعة الحافات  لى ما 

},1,...,4,3,2:{

,

},22,...,3,2,1:{
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2121
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=
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+−
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+

miuuE

uue

miuuE

imi

mm
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,,

},{}22,...,3,2,1:{

,

},1,...,3,2:{

},1,...,3,2,1:{

,

},22,...,1,:{

},1,...,3,2,1:{

,

},{}22,...,3,2,1:{

,

29128

78

216

127

126

2125

15

14

2124

1313

212

mm

mi

m

imi

imi

mm

ii

ii

mm

mmii

m

wvewve

wvemiwvE

uve

miuvE

mivuE

uve

mmmiuvE

miuvE

vue

vuemivuE

uue

==

=−−==

=

−==

−==

=

−+==

−==

=

=−−==

=
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−
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}.,,,,,{ 1122111129 +++= mmmmmmmmm uvuvuuvuuuvuE  

 الآن نحس  الثنية لكل حافة
1},...,,{))(( ,0)(;3)(

621
Eeefef CCCLB m

=  

2},...,,{))(( ,1)(;2)(
621

Eeefef CCCLB m
  

3},...,,{))(( ,0)(;3)(
621

Eeefef CCCLB m
=  

4},...,,{))(( ,1)(;2)(
621

Eeefef CCCLB m
  

5},...,,{))(( ,0)(;3)(
621

Eeefef CCCLB m
=  

6},...,,{))(( ,2)(;1)(
621

Eeefef CCCLB m
  

7},...,,{))(( ,1)(;2)(
621

Eeefef CCCLB m
  

8},...,,{))(( ,0)(;3)(
621

Eeefef CCCLB m
=  

9},...,,{))(( ,3)(;0)(
621

Eeefef CCCLB m
=  

,1)(;2)( 1},...,,{1))(( 621
 efef CCCLB m  

,2)(;1)( 2},...,,{2))(( 621
 efef CCCLB m  

,1)(;2)( 3},...,,{3))(( 621
 efef CCCLB m  

,1)(;2)( 4},...,,{4))(( 621
 efef CCCLB m  

,1)(;2)( 5},...,,{5))(( 621
 efef CCCLB m  

,2)(;1)( 6},...,,{6))(( 621
 efef CCCLB m  

,1)(;2)( 7},...,,{7))(( 621
 efef CCCLB m  

,1)(;2)( 8},...,,{8))(( 621
 efef CCCLB m  

.2)(;1)( 9},...,,{9))(( 621
 efef CCCLB m  

)(وعليههههههه  فهههههههان الثنيهههههههة لكهههههههل حافهههههههة فهههههههي بيهههههههان mML فهههههههي الجاعهههههههد  3تزيهههههههد عهههههههن  لا))(( mMLB  أ  ان ،
3))(( mMLb  .وبهذا ينتهي البرهان 
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