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ABSTRACT 

In this paper we have investigated the unsteady flow to thin films of an 

incompressible liquids with no inertia force, continuity equation and Nervier-Stokes 

equations are used to obtain the equation that governs this type of flow, this equation is 

solved analytically to find the thickness of the film. 
Keywords: unsteady flow, thin films, incompressible liquids, Nervier-Stokes equations. 

 ة اللزجة على سطح عموديلجريان اللامستقر في الأغشية الرقيقا
 حكمت شريف مصطفى حنين طلال جاسم خضر محمد صالح خضر

 التربية، جامعة الموصل كلية  ، جامعة الموصل ب والرياضياتو كلية علوم الحاس
 21/06/2011تاريخ قبول البحث:                                    16/03/2011اريخ استلام البحث: ت

 الملخص
اللامستقر للأغشية الرقيقة لسوائل غير قابلة للانضغاط بإهمال قوى   تمت دراسة الجريان في هذا البحث

ستوكس للحصول على المعادلة  -القصور الذاتي وبصورة عمودية، وقد استخدمت معادلة الاستمرارية ومعادلات نفير
 التي تحكم هذا النوع من الجريان، وتم حلها تحليليا لإيجاد سمك الغشاء.

 .ستوكس-نفير ط، معادلاتاضغنالرقيقة، السوائل غير القابلة للا غشية، الأجريان اللامستقرالت المفتاحية: الكلما
   Introductionالمقدمة : 

( التي عادة ما تتكون منن هنواء وسنائل لنع  مند الشند Thin films( والأغشية الرقيقة )Foamإن الرغوة )
ميكانيننك الموائنند. رن دراسننة الأغشننية الرقيقننة حنند  ا ر ننذت  ( هنني حالننة  اصننة فننيSurface tensionالسننيحي )

هننننذ  التننننالأيرات هنننني نحافننننة الأغشننننية  إحنننندىطابعننننا ر ننننر وهننننو دراسننننة التننننالأيرات علننننى سننننلو  هننننذ  الأغشننننية، ورن 
((Thinness  والتنني لهننا رهميننة كييننرة فنني ك يننر مننن التيييقننات الصننناأية م ننل عمليننة طننلاء رسنني  الرسننم، الشننمد

 وقد رجريت العد د من الدراسات في هذا النوع من الأغشية. المدمجة. CD ات الفضية على رقرصالوقائي واليبق
اليرائن  العددينة لحنل بعنم المعنادلات التفاضنلية    (E.O. Tuck and L. W. Schwartz, 2008)درس  

 ,J.A. Moriarty and L.W. Schwartzودرس ) ،  الاعتيادينة مننن الرتبنة ال ال ننة والمتعلقننة بينلاء وجريننان الأغشنية 

(  M.A.S. Majeed, 2002( الانتشار غير المستقر للأغشية الرقيقة السائلة مد شند سنيحي صنغير. كمنا درس ) 1991
 ,Richard, Olivier, Marcioوقنام كنل منن )الجرينان اللاممنني فني الأغشنية الرقيقنة بإهمنال قنوى القصنور النذاتي.  

Andrew, Haris and Kerianne, ن العمننودل للأغشننية الرقيقننة فنني حالننة سننائلين، كمننا درس ( بدراسننة الجريننا
(Kondic, L and Diez,J, 2001 الجريان في الأغشية الرقيقة عندما تكون الجاذبية هي المسؤولة عن الجرينان )

( جريننان الغشنناء السننائل الرقينن  بإهمننال R.J. Braun,2002وتيننين بننان  ننا رلاتصننال يكننون غيننر مسننتقر، ودرس )
( اليرائن  العددينة فني جرينان D. Gao, N. B. Morley, V. Dhir, 2003ذاتي، كمنا درس )قنوى القصنور الن 

الجرينان  Khider, M.S.Khider, 2003)(، ودرس )VOFالأغشية الساقية على شكل موجنة باسنتخدام طريقنة )
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( إلنى Khider, M.S and H.S. Mustafa, 2008كما تيرق )  اللع  في بعم رلأغشية الرقيقة السائلة المائلة.
 دراسة الجريان العمودل في الأغشية الرقيقة اللعجة على سي  صلب.

 وفي بح نا هذا سوف نتيرق إلى الجريان اللامستقر في الأغشية الرقيقة اللعجة على سي  عمودل.

  Governing equations( المعادلات التي تحكم الجريان: 2.1)

)لننيكن          )vuq ,=
 تجننا السننرعة للجريننان، ورن يم ننل مuv,  تمنن لان مركيتنني السننرعة فنني الاتجنناهينxy, 

 يم ل الضغا )الضغا الدا لي للسائل(. pعلى الترتيب و
)لتكن  )txhy )معادلة السي  الحر للغشناء، حينث رن  =, )txh يم نل سنمك الغشناء، ورن الجرينان عمنودل نحنو  ,

 (.1.1وكما ميين في الشكل ) x الإحدالأيالأسفل باتجا  
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إن المعادلات التي تحكم الجريان في الغشاء العمودل ولنظام لأنائي البعد هي معادلة الاسنتمرارية والتني لهنا الصنيغة 
 -التالية:

 على سي  صلب  يجرل  مقيد طولي لغشاء رقي  .(شكل ) 
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 التعجيل الأرضي. gاللعوجة ، يم ل الك افة ، حيث رن 
 -تختعلان إلى الصيغة التالية: (2.6)و (2.5)فان معادلتي الع م   [1]وباستخدام نظرية التعييت 
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    Boundary conditions( الشروط الحدودية : 3.1)

 ( على السي  الحر للغشاء Tangential stress conditionsشرط جهد القص : ) 1.
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 تم ل القيم على السي  الحر للغشاء. sحيث رن : 

  Normal-stress conditionمودل : شرط الجهد الع 2.
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−=  hy    فان     =  (3.3)…                                                عندما   

 يم ل الشد السيحي. حيث رن 

  No-slip conditionشرط عدم الانعلاق :  3.
0=u y=0    فان        (3.4)…                                    عندما          

 -نحصل على: xبالنسبة إلى   (3.3)باشتقاق الشرط الحدل 
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)حيث رن  )txf  لأابت التكامل. ,
hyعندما   (3.8)في المعادلة  (3.2)بتييي  الشرط الحدل   -نحصل على: =

(3.9)  ...                                                                        ( ) h
x

h
ghtxf

3

3

,



+=  

 -نحصل على: (3.8)في المعادلة  (3.9)بتعويم المعادلة 

…(3.10)                                                  h
x

h
ghy

x

h
gy

y

u
3

3

3

3




++




−−=




     

 رو

(3.11)               ...                                                    ( )yh
x

hg

y

u
−












+=




3

3







 

 -نحصل على:  yبالنسبة إلى   (3.11)بتكامل المعادلة  
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 -:[7]إن الصيغة التكاملية لمعادلة حفظ الكتلة تعيى بالصيغة 
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 [. 5تم ل التوامن بين لألاث قوى )اللعوجة، الشد السيحي والتعجيل الأرضي(. ] (3.18)والمعادلة 

  Non-dimensionalالمتغيرات اللابعدية :  (4.1) 

 -بدلالة المتغيرات اللابعدية بالصيغة: ,hxتعرف المتغيرات 
…(4.2)                                                                               edcba tgx 1= 
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 -نحصل على: (3.18)في المعادلة  (4.2)بتعويم المتغيرات اللابعدية 
 

…(4.3) 
 

 -( بالصيغة:4.3يمكن كتابة المعادلة)
(4.4      ...)                                                        ( ) ( )fffffd +




=− 33

3

5
23


     

 -فنحصل على: ( بالنسبة 4.4نكامل المعادلة )
(4.5            ...)                                                  ( ) Hfffff ++=− 

33

3

5
23  

 -( بالصيغة آلاتية:4.5فا حالة  اصة، تصب  المعادلة )بوص H=0لأابت التكامل وبفرض  Hحيث إن 
(4.6            ...)                                                      ( ) +=− fffff 33

3

5
23  

 [9] -( نا ذ الشرط الأتي:4.6لحل المعادلة )
   0→







f    −→ f→1 عندما      

 -( بالصيغة:4.6فتصب  المعادلة )
(4.7)…                                                                                     1

5

9
−= f 

 -على:لألاث مرات نحصل   ( بالنسبة 4.7وبتكامل المعادلة )

cf +−= 


10

9 2

 

 رو

1

23

230

9
ccf ++−= 

 

 رو

 (4.8                       ...)                                         21

234

26120

9
cccf +++−= 

 

( )fffff +



=+ 33

3

5
3






 حكمت شريف مصطفىحنين طلال جاسم و  –خضر محمد صالح خضر  
 

 

148 

,,21وبا ذ قيم مختلفة لل وابت  ccc   والمتغير ئد.نحصل على غشاء الما 

 Conclusionالاستنتاجات : 

فنني دراسننتنا للجريننان العمننني للاغشننية الرقيقننة اللعجننة بصننورة عموديننة وفنني نظننام لأنننائي البعنند وباهمننال قننوى 
 x( لقنيم h→1بان سمك الغشناء يقتنرب منن الواحند ) (4.8)القصور الذاتي وجهد القص تيين من حلول المعادلة 

الموجبنة، وكمنا موضن   x( كلمنا اقتربننا منن قنيم →hالسالبة بينما  تذبذ سمك الغشناء حتنى تصنل المالانهاينة )
 (.    1.2في الشكل )
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