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Derivation Numerical Method by Using Trapezoidal Method 

to Evaluate Double Integrations Its Integrands are Continuous 

But with Singular Derivatives. 
 

راث  عذديت باستخذاو قاعذة شبه انمىحرف نحساب انتكاملاث انثىائيت طريقتاشتقاق 

 معتهت انمشتقاث انجزئيت.نكىها انمستمرة  انمكاملاث
 

 دغٓ ػجذاٌشد١ُ جج١ش ا١ٌبعشٞ    أ.ػٍٟ دغٓ محمد

 جبِؼخ اٌىٛفخ/و١ٍخ اٌزشث١خ ٌٍجٕبد/لغُ اٌش٠بظ١بد
 

 

 انمستخهص
اٌزىبِلاد اٌضٕبئ١خ  راد اٌّىبِلاد اٌّغزّشح ٚاٌّؼزٍخ اٌّشزمبد   ٌذغبة  لبػذح  اشزمبقاٌٙذف اٌشئ١ظ ِٓ ٘زا اٌجذش ٘ٛ      

ٚإ٠جبد  yٚ اٌجؼذ اٌخبسجٟ xاٌجضئ١خ فٟ غ١ش ادذٜ ٔٙب٠زٟ ِٕطمخ اٌزىبًِ ثبعزؼّبي لبػذح شجٗ إٌّذشف ػٍٝ اٌجؼذ اٌذاخٍٟ 

دذٚد   ٌزذغ١ٓ ٔزبئج اٌزىبِلاد ثبلاػزّبد ػٍٝ [3]ٚ [2]ٌٙب، ٚاعزؼّبي غش٠مخ رؼج١ً سِٚجشن(  ص١غخ اٌخطأ) دذٚد اٌزصذ١خ

اٌطش٠مخ ػٕذِب رىْٛ ػذد اٌفزشاد اٌجضئ١خ اٌزٟ رجضأ إ١ٌٙب فزشح اٌزىبًِ ػٍٝ اٌجؼذ   إْ  فزج١ٓ ٌٕب ،اٌزصذ١خ اٌزٟ ٚجذٔب٘ب

)فزشاد اٌجضئ١خ اٌزٟ رجضأ إ١ٌٙب فزشح اٌزىبًِ ػٍٝ اٌجؼذ اٌخبسجٟ أٞ إْاٌذاخٍٟ ِغب٠ٚخ ٌؼذد اٌ )h hد١شh  ٓاٌّغبفبد ث١

RTT ٚاٌزٟ أع١ّٕب٘ب yاٌّغبفبد ث١ٓ الإدذاص١بد ػٍٝ اٌّذٛس x ٚhالإدذاص١بد ػٍٝ اٌّذٛس  ٠ّىٓ الاػزّبد ػ١ٍٙب فٟ  

دغبة اٌزىبِلاد اٌضٕبئ١خ راد اٌّىبِلاد اٌّغزّشح ٚاٌّؼزٍخ اٌّشزمبد اٌجضئ١خ إر أػطذ دلخ ػب١ٌخ فٟ إٌزبئج ثفزشاد جضئ١خ 

 .ل١ٍٍخ ٔغج١ب  
 

Abstract 
The main aim of this research is to derive rule to evaluate double integrations its integrands 

continuous but have singularity at its derivatives on points not in the end of limits of region of 

integrals by using Trapezoidal method over interior dimension x  and exterior dimension y and to 

find correction terms(formula of error) for it and using Romberg acceleration [2]and [3] to 

improve the results of integrations by depending on correction terms that we found with 

Romberg acceleration when the numbers of subintervals on the x -dimension equal to the 

subintervals on the y -dimension that is mean ( )h h  whereas h is the distances on x -axis and h  

is the distances on the y -axis. 

We named this method by RTT and this method we can depend on it to evaluate double 

integrations which has singular derivatives on its integrands since it gave high accuracy on the 

results with little subintervals.  
 

 .انمقذمت1
رؼزّذ .  عٍٛة فؼبيأج١خ ٌّغبئً س٠بظ١خ ِؼ١ٕخ ثثزىبس غشائك ِزٕٛػخ لإ٠جبد دٍٛي رمش٠ا٠ز١ّض ِٛظٛع اٌزذ١ًٍ اٌؼذدٞ فٟ 

٘ٛ اٌٛاجٙخ اٌؼذد٠خ ٌٍّجبي اٌٛاعغ   فبٌزذ١ًٍ اٌؼذدٞ اٌذذ٠ش.  وفبءح ٘زٖ اٌطشائك ػٍٝ وً ِٓ اٌذلخ ٚاٌغٌٙٛخ اٌزٟ ٠ّىٓ ثٙب أْ رٕفز

ٚرىّٓ أ١ّ٘خ اٌزىبِلاد اٌضٕبئ١خ فٟ إ٠جبد ِغبدخ اٌغطٛح ٚإ٠جبد اٌّشاوض اٌّزٛعطخ ٚػضَ اٌمصٛس اٌزارٟ  . ٌٍزذ١ًٍ اٌزطج١مٟ

ٰٝ رٌه اٌذجُ إٌبرج ِٓ دٚساْ ِٕذٕٟ اٌمٍت  ،ٌٍغطٛح اٌّغز٠ٛخ ٚإ٠جبد اٌذجُ اٌٛالغ رذذ عطخ اٌزىبًِ اٌضٕبئٟ  ِٚضبي ػٍ

 2 1 cos   ػٓ أ١ّ٘زٗ فٟ إ٠جبد ِغبدخ عطخ ِٕذٓ وئ٠جبد ِغبدخ لطؼخ اٌغطخ ، فعلا  اٌّذٛس اٌمطجٟ دٛي 

2 2 2 4x y z    اٌٛالؼخ ِجبششح فٛق ِٕذٕٟ اٌمٍت 1 cos    أٚ دغبة ِغبدخ لطؼخ اٌىشح

2 2 2 36x y z    2اٌٛالؼخ داخً الاعطٛأخ 2 6y z y   [ (.     81)فشأه آ٠شص ] 

ٰٝ دغبة اٌزىبِلاد اٌضٕبئ١خ راد اٌّىبِلاد اٌّغزّشح ثبٌص١غخ8جبس ٚجبوٛثغٓ ]وً ِٓ عٍػّ  1973فٟ ػبَ    [ اٌعٛء ػٍ

     1 2,f x y f x f y [ ػبَ 4أِب داف١١ض ٚساث١ٕٛرض ]راد اٌّىبِلاد اٌّؼزٍخ ٌىّٕٙب وبٔب ٠ّٙلاْ  دسعب اٌزىبِلادفمذ  1975

 الاػزلاي.
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اٌزىبِلاد راد اٌّىبِلاد اٌّغزّشح أٚ ِؼزٍخ اٌّشزمخ أٚ اٌّؼزٍخ ثبعزؼّبي غش٠مخ ِشوجخ ِٓ لبػذح  1984فٟ ػبَ   [88ػبٌج محمد ]

ٰٝ اٌجؼذ اٌخبسجٟ ٰٝ اٌجؼذ اٌذاخٍٟ yإٌمطخ اٌٛعطٝ ِغ رؼج١ً سِٚجشن ػٍ ٰٝ وض١ش ِٓ  xٚلبػذح  وبٚط ػٍ ٚلذ أصجزذْ ٔجبدٙب ػٍ

ّْ اٌزىبِلاد راد اٌّىبِلاد اٌّغزّشح أٚ ِؼزٍخ اٌّشزمخ أٚ اٌّؼزٍخ ٚ إ E h
 

      ( وبٔذ ثبٌص١غخ:xٍٟ )دذٚد اٌزصذ١خ ٌٍجؼذ اٌذاخ

  2 4 6

1 2 3 ...E h A h A h A h   . 

ٰٝ اٌجؼذ٠ٓ اٌذاخٍٟ 2لذَ محمد ] 2002 فٟ ػبَ  ٰٝ ػٍ y ٚاٌخبسجxٟ[ غش٠مخ ِشوجخ ِٓ رؼج١ً سِٚجشن ِغ لبػذح إٌمطخ اٌٛعط

ٰٝ اٌجؼذ٠ٓ اٌذاخٍٟ ٚ اٌخبسجٟ ٚاعّب٘ب  ٌذغبة اٌزىبِلاد اٌضٕبئ١خ راد اٌّىبِلاد اٌّؼزٍخ  اٌزٟ لا ٠ّىٓ إٌغبء الاػزلاي ف١ٙب ػٍ

 ّْ غش٠مخ سِٚجشن )سِٚجشن( إرْ أ E h  عٍٛن اٌّىبًِ ٚلذ أػطذْ ٔزبئج ج١ذح ِٓ د١ش اٌذلخ ٚػذد اٌفزشاد اٌجضئ١خ ٰٝ رؼزّذ ػٍ

 اٌّغزؼٍّخ .

ٰٝ ِغ 7اعزؼٍّذْ اٌطبئٟ ]  2005فٟ ػبَ  ٰٝ اٌجؼذ اٌخبسجٟ[ لبػذح إٌمطخ اٌٛعط ٰٝ اٌجؼذ y رؼج١ً سِٚجشن ػٍ ٚلبػذح عّجغْٛ ػٍ

ٰٝ اٌجؼذ اٌذاخٍٟ  xاٌذاخٍٟ  ّْ أٚ ،xِغ إّ٘بي الاػزلاي ػٍ E h [ 88ِشبثٙٗ ٌٍص١غخ اٌزٟ رٛصً ا١ٌٙب محمد ]،   ْٚلذ أػطذ

 ٔزبئج ج١ذح ِٓ د١ش اٌذلخ ٚػذد اٌفزشاد اٌجضئ١خ اٌّغزؼٍّخ .

[ صلاس غشائك لإ٠جبد اٌم١ُ اٌؼذد٠خ ٌٍزىبِلاد اٌضٕبئ١خ راد اٌّىبِلاد اٌّؼزٍخ  ٟ٘ : 3لذَّ محمد ٚآخشْٚ ] 2009فٟ ػبَ     

( )RS RS ٚ( )RM RS ٚ( )RT RS رؼج١ً سِٚجشن ِغ  لبػذح عّجغْٛ ٚ لبػذح إٌمطخ ٰٝ ٚلذ اػزّذدْ ٘زٖ اٌطشائك ػٍ

ٰٝ ٚلبػذح شجٗ  ٰٝ اٌجؼذ اٌخبسجٟاٌٛعط ٰٝ اٌجؼذ اٌذاخٍٟ y إٌّذشف ػٍ x ٚلبػذح عّجغْٛ ِغ رؼج١ً سِٚجشن ػٍ ِغ ػذَ إّ٘بي  

 ٰٝ ّْ غش٠مخ  الاػزلاي فٟ ولا اٌجؼذ٠ٓ ٚلذ رٛصٍٛا إٌ )أ )RM RS  الأفعً ِٓ د١ش اٌذلخ ٚعشػخ الالزشاة ٚػذد اٌفزشاد ٟ٘

 اٌجضئ١خ اٌّغزؼٍّخ. 

ٰٝ ٚغش٠مخ رؼج١ً 6لذِذْ ظ١بء ]  2009فٟ ػبَ    [  أسثغ غشائك ِشوجخ ِٓ غش٠مخ رؼج١ً سِٚجشن ِغ لبػذح إٌمطخ اٌٛعط

)سِٚجشن ِغ لبػذح عّجغْٛ ٟ٘ )RM RS ، ( )RM RM ، ( )RS RM  ٚ( )RS RS  ٚلذ أػطذْ ٔزبئج ج١ذح ِٓ د١ش

ّْ اٌطشائك الأسثغ أػطذْ اٌذلخ ٔفغٙب ٚثؼذد اٌفزشاد اٌجضئ١خ ٔفغٙب ثبٌٕغجخ  اٌذلخ ٚػذد اٌفزشاد اٌجضئ١خ اٌّغزؼٍّخ. ٚلذ أصجزذْ ثب

زىبًِ ، أِب ثبٌٕغجخ ٌٍزىبِلاد اٌّؼزٍخ فٟ ٔمطخ أٚ أوضش ِٓ ِٕطمخ اٌزىبًِ فمذ أصجزذْ ٌٍزىبِلاد اٌزٟ ِىبِلارٙب ِغزّشح فٟ ِٕطمخ اٌ

)أفع١ٍخ اٌطش٠مز١ٓ  )RM RSٚ( )RM RM  غش٠مخ ّْ ٚلذ أصجزذْ ِٓ خلاي الأِضٍخ اٌّخزبسح ٌٍزىبِلاد اٌّؼزٍخ اٌّشزمخ أ

( )RM RS أِب ثبٌٕغجخ ٌٍزىبِلاد اٌّؼزٍخ اٌزٟ لا ٠ّىٓ إٌغبء ، لأفعً ٚوزٌه اٌزىبِلاد اٌّؼزٍخ اٌّّىٓ إٌغبء الاػزلاي ف١ٙبٟ٘ ا

ّْ غش٠مخ  )الاػزلاي ف١ٙب فمذ أصجزذْ أ )RM RM  .  اٌم١ُ اٌّعجٛغخ ٰٝ  ٟ٘ الأفعً ِٓ د١ش اٌذلخ ٚعشػخ الالزشاة إٌ

ٰٝ  ب  أعٍٛث [8]لذِذْ ػىبس  2010ٚفٟ ػبَ  ػذد٠ب  جذ٠ذا  ٌذغبة ل١ُ اٌزىبِلاد اٌضٕبئ١خ ٚرٌه ثبعزؼّبي غش٠مخ رؼج١ً سِٚجشن ػٍ

ٰٝ اٌجؼذ٠ٓاٌم١ُ إٌبرجخ ِٓ رطج١ك لب ٰٝ ػٍ x ػذح إٌمطخ اٌٛعط  ٚy ٚ أعّزٙبRMM  ٚلذِذْ صلاس دبلاد ِغ اٌجش٘بْ لإ٠جبد

ٰٝ ٔزبئج ج١ذح ِٓ د١ش اٌذلخ ٚثؼذد ل١ًٍ ِٓ اٌفزشاد  اٌص١غخ اٌؼبِخ ٌذذٚد اٌزصذ١خ  ٌىً دبٌخ ِٓ دبلاد اٌّىبًِ ٚلذ دصٍذْ ػٍ

 اٌجضئ١خ اٌّغزؼٍّخ .

ٰٝ  ػشظذْ 2011 ػبَ ٚفٟ    ثزطج١ك اٌغٍٛن ِخزٍفخ ٌّىبِلاد اٌضٕبئ١خ اٌزىبِلاد ل١ُ ٌذغبة ػذد٠خ غشائك صلاس [12] ِٛع

ٰٝ  سِٚجشن رؼج١ً ٰٝ  ٚإٌمطخ عّجغْٛ لبػذرٟ اعزؼّبي ِٓ إٌبرجخ اٌم١ُ ػٍ ّْ  ٚأصجزذْ  RSS ،RSM ٚRMS ٚأعّزٙب اٌٛعط  أ

ٰٝ  الالزـشاة ٚعشػخ اٌذلخ د١ش ِٓ الأفعً ٟ٘ RSSغش٠مخ   . RSM ٚRMS اٌطش٠مز١ٓ ِٓ اٌّعجٛغخ اٌم١ّخ إٌ

ِشوجخ ِٓ لبػذرٟ شجٗ إٌّذشف ٚإٌمطخ اٌٛعطٝ ٚص١غ اٌخطأ ٌٙب)دذٚد  جذ٠ذح غشائك ػذد٠خ [9]لذِذ اٌىشِٟ 2182فٟ ػبَ 

عٛاء وبٔذ ِغزّشح أٚ ِغزّشح ٌىٓ ِؼزٍخ اٌّشزمبد اٌجضئ١خ  أٚ اٌّؼزٍخ فٟ راد اٌّىبِلاد  ل١ُ اٌزىبِلاد اٌضٕبئ١خ ٌذغبة اٌزصذ١خ(

ِغ  دعْٛٚرؼج١ً س٠زشبس رؼج١ً سِٚجشن ثبعزؼّبئمطخ ٚادذح أٚ أوضش ِٓ ٔمبغ ِٕطمخ اٌزىبًِ ِٓ خلاي رىبِلاد ِخزٍفخ اٌغٍٛن 

RTT ،Rثـ ٚأعّزٙب ٘زٖ اٌمٛاػذ M T ٚRTM ػٕذ اعزؼّبي رؼج١ً سِٚجشن ٚاعّزٙب 

RTTأْ اٌطشائك ارعخ ِٓ خلاي ِمبسٔزٙب ث١ٓ اٌطشائك فٟ أػلاٖ ٚ ػٕذ اعزؼّبي رؼج١ً س٠زشبسدعTTR،MTRٚTMRْٛثـ 

 ،RMT ٚRTM ِزىبفئخ ف١ّب ث١ٕٙب ِٓ د١ش اٌذلخ ٚعشػخ الزشاة اٌم١ُ إٌٝ اٌم١ُ اٌّعجٛغخ  ٌٍزىبِلاد ٟٚ٘ أفعً ِٓ اٌطشائك

ٚأ٠عب أصجزذ أفع١ٍزٙب ػٍٝ ، [6ٚوزٌه أفعً ِٓ اٌطشائك اٌزٟ لذِزٙب ظ١بء ]RSS،RMSٚRSM [12]اٌزٟ لذِزٙب ِٛعٝ 

ف١ّب اٌزٟ ٟ٘ ِزىبفئخ  TTR،MTRٚTMR) اٌطشائك ِٓ أ٠عب ٟٚ٘ أفعً( RMM)غش٠مخ [8]اٌطش٠مخ اٌزٟ لذِزٙب ػىبس

 ٚػذد اٌفزشاد اٌجضئ١خ اٌّغزؼٍّخ. ِٓ د١ش اٌذلخ ث١ٕٙب أ٠عب(

 غشائك ػذد٠خ جذ٠ذح ِشوجخ ِٓ لبػذرٟ عّجغْٛ ٚ شجٗ إٌّذشف ٚص١غ اٌخطأ ٌٙب  [5] لذَ اٌشش٠فٟأ٠عب  2182َ فٟ ػب     

ٚ RTSٚأعّب٘ب ثـ ٘بر١ٓ اٌمبػذر١ٓ ) دذٚد اٌزصذ١خ ( ٚرذغ١ٓ إٌزبئج ثبعزؼّبي رؼج١ً سِٚجشن ٚ رؼج١ً س٠زشبسدعْٛ ِغ 

RST  ٘ب ثـ أعّبٚػٕذ اعزؼّبي رؼج١ً سِٚجشن ِؼٙبRTS ٚ RST  ػٕذ اعزؼّبي رؼج١ً س٠زشبسدعْٛ ِؼٙب  ٌذغبة

ش اٌزىبِلاد اٌضٕبئ١خ عٛاء وبٔذ راد ِىبِلاد ِغزّشح أٚ ِغزّشح ٌىٓ ِؼزٍخ اٌّشزمبد اٌجضئ١خ  أٚ اٌّؼزٍخ فٟ ٔمطخ ٚادذح أٚ أوض

ّْ ٚارعخ ِٓ خلاي ِمبسٔزٗ ث١ٓ اٌطشائك  ِٓ ٔمبغ ِٕطمخ اٌزىبًِ ِٓ خلاي رىبِلاد ِخزٍفخ اٌغٍٛن RTSٚ اٌطش٠مز١ٓفٟ أػلاٖ أ
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RST ِٓ ًاٌطش٠مز١ٟٓ٘ الأفعRTS ٚ RST اٌم١ُ اٌّعجٛغخ  ٌٍزىبِلاد ٚػذد ِٓ د١ش اٌذلخ ٰٝ ٚعشػخ الزشاة اٌم١ُ إٌ

 . اٌفزشاد اٌجضئ١خ اٌّغزؼٍّخ

x اٌذاخٍٟ) ػٍٝ اٌجؼذ٠ٓ ػذد٠خ ثبعزخذاَ لبػذح شجٗ إٌّذشف غش٠مخشزمبق لا ِغ اٌجش٘بْ أِب فٟ ثذضٕب ٘زا فمذ لذِٕب ِجشٕ٘خ   

)0ػٕذ إٌمطخرذذ٠ذاُ ٌذغبة اٌزىبِلاد اٌضٕبئ١خ اٌّغزّشح ٚاٌّؼزٍخ اٌّشزمبد اٌجضئ١خ  (yاٌخبسجٟٚ , ) ( , )nx y x y  ُعٛف ٔمغ

)ٌؼذد ِٓ اٌفزشاد اٌجضئ١خ xفزشح اٌزىبًِ ػٍٝ اٌجؼذ اٌذاخٍٟ )n ٟٚٔمغُ فزشح اٌزىبًِ ػٍٝ اٌجؼذ اٌخبسجy  ٌؼذد ِٓ اٌفزشاد

)اٌجضئ١خ  )m    د١ش
b a

h
n


 ٚ 

d c
h

m


  ٚعٕأخز (h h ٟاٌطش٠مخ ٚأع١ّٕباعزخذاَ رؼج١ً سِٚجشن  ٔزّىٓ ِٓ(  و 

ثؼذ أْ  RTTٌٚزذغ١ٓ إٌزبئج اعزخذِٕب غش٠مخ رؼج١ً سِٚجشن ػٍٝ اٌم١ُ إٌبرجخ ِٓ اٌمبػذح اٌّزوٛسح ٚأع١ّٕب٘ب غش٠مخ TTثـ

 . اشزممٕب اٌص١غخ اٌؼبِخ ٌذذٚد اٌزصذ١خ ٌٙزٖ اٌطش٠مخ اٌّشوجخ 

ىبِلاد اٌضٕبئ١خ ٚوزٌه اٌجشاِج اٌز ٌذغبة( فٟ وزبثخ اٌجشاِج اٌخبصخ   Matlab Languageاٌّبرلاة )اعزؼٍّٕب ٌغخ فٟ ثذضٕب ٘زا 

 اٌخبصخ ثشعُ اٌّخططبد اٌج١ب١ٔخ ٌٍذٚاي.

ٌذغبة اٌم١ّخ اٌزمش٠ج١خ  [9]اٌىشِٟلذِزٙب  اٌزٟ عٛف ٔٛسد ا٢ْ ِجشٕ٘خ ٌذغبة ل١ُ اٌزىبِلاد اٌضٕبئ١خ راد اٌّىبِلاد اٌّغزّشح 

 ٌزؼٍك رٌه ثؼٍّٕب.ٌٍزىبًِ اٌضٕبئٟ 
 

)( yوانخارجي xانبعذيه )انذاخهي قاعذة شبه انمىحرف عهً كلا  (1مبرهىت: ) )TT 
 

      

ٌزىٓ اٌذاٌخ  ,f x y إٌّـطمخ ٔـمبغ ِـٓ ٔـمـطخ وـً فٟ ٚ لبثٍخ ٌلاشزمبقِغزـّشح    , ,a b c d  ًِفبْ اٌم١ّخ اٌزمش٠ج١خ ٌٍزىب

       :اٌضٕبئٟ

      ,

d b

c a

I f x y dxdy      

 ٠ّىٓ دغبثٙب ِٓ اٌمبػذح ا٢ر١خ: 

2

1 1

11

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
4

2 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 2 ( , ) ( )

d b

c a

n n

i i i i i j TT
ji

h
TT f x y dxdy f a c f a d f b c f b d

f a y f b y f x c f x d f x y E h
 




       



 
     

 


 

 ص١غخ اٌخطأ ٟ٘  اْ ٚ 

                     2 4 6( ) ( )TT TT TT TTE h I TT h A h B h C h                                                               

                                             

 

,  د١ش  , ,...TT TT TTA B C  ٌٍذاٌخ اٌجضئ١خ اٌّشزمبد ػٍٝ رؼزّذ صٛاثذ f ػٍٝ رؼزّذ ٚلا  فمػ h. 

 

 

عذديت باستخذاو قاعذة شبه انمىحرف نحساب انتكاملاث انثىائيت انمستمرة وانمعتهت انمشتقاث انجزئيت في غير  طريقتاشتقاق -2

 أحذي وهايتي مىطقت انتكامم.

 

)ٌتتتتزىٓ اٌذاٌتتتتخ , )f x y  0ِغتتتتزّشح ٚلبثٍتتتتخ ٌلاشتتتتزمبق فتتتتٟ وتتتتً ٔمطتتتتخ ِتتتتٓ ٔمتتتتبغ إٌّطمتتتتخ 0[ , ] [ , ]n nx x y y  ػتتتتذا إٌمطتتتتخ 

0( , ) ( , )nx y x y ٟفبْ اٌم١ّخ اٌزمش٠ج١خ ٌٍزىبًِ اٌضٕبئ:              

0 0

( , )
n ny x

y x

I f x y dxdy   

)٠ّىٓ دغبثٙب ثزطج١ك اٌمبػذح )TTاٌص١غخ الار١خ ِٓ: 
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0 0 0 0

1 1

0 0

1 1

( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
4

2 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 2 ( , ) ( )

n n n n

n n

i n i i i n i j TT

i j

h
TT h f x y f x y f x y f x y

f x y f x y f x y f x y f x y E h
 

 

    

      

    :ٚاْ ص١غخ اٌخطأ )دذٚد اٌزصذ١خ (ٟ٘

 

 

 

 

 

4د١ش  4 4, , ,A B C صٛاثذ رؼزّذ ل١ّٙب ػٍٝ اٌّشزمبد اٌجضئ١خ ٌٍذاٌخ ,f x y.فمػ 

 

 :انبرهان

 اٌزىبًِ اٌضٕبئٟ اٌّؼشف ثبٌص١غخ

     
0 0

, (1)
n ny x

TT

y x

I f x y dxdy TT h E h                                                                                                                       

)د١ش أْ  )TT h ٌٍزىبًِ ػذد٠ب  ثطش٠مخ شجٗ إٌّذشف ػٍٝ ولا اٌجؼذ٠ٌٓ اٌزمش٠ج١خ م١ّخاxٚyْٚأ( )TTE h عٍغٍخ دذٚد اٌزصذ١خ 

 ٠ّىٓ رجضئزٗ اٌٝ اسثؼخ رىبِلاد ٟ٘: 

                                                                  

     
1 11 1

0 0 1 0 0 1 1 1

, ( , ) , , (2)
n n n n n n

n n

y y y x y xx x

y x y x y x y x

I f x y dxdy f x y dxdy f x y dxdy f x y dxdy
 

 

          

 

اٌذاٌخ ف١ٙباٌزىبِلاد أػلاٖ ٔلادظ اْ اٌزىبًِ الاٚي ٚاٌضبٌش ٚاٌشاثغ فٟ  ,f x y  ًِغزّشح ٚغ١ش ِؼزٍخ اٌّشتزمبد اٌجضئ١تخ فتٟ وت

( اِتب ثبٌٕغتجخ ٌٍزىبِتً اٌضتبٟٔ فتٟ إٌّطمتخ 1ٔمطخ ِٓ ٔمبغ ِٕبغك رىبِلارٙب ٌزا ٠ّىٓ دغبة ل١ُ ٘تزٖ اٌزىتبِلاد ثبعتزخذاَ اٌّجشٕ٘تخ )

اٌجضئ١تتخ    0 1 1, ,n nx x y y ف١تتٗ اٌذاٌتتخ ,f x y  ِغتتزّشح ٌٚىتتٓ ِشتتزمبرٙب اٌجضئ١تتخ غ١تتش ِؼشّفتتخ ػٕتتذ إٌمطتتخ 0 , nx y  ٚ٘تتزا

ِٛجتٛدح فتٟ وتً ٔمطتخ   ٠Taylor's series for a functions of two variablesؼٕٟ إْ ِزغٍغتٍخ رتب٠ٍش ٌٍتذٚاي راد اٌّزغ١تش٠ٓ

ِٓ ٔمبغ ِٕطمخ اٌزىبًِ ػذا إٌمطخ  0 , nx y :ًٚعٕذغت ل١ُ ٘زٖ اٌزىبِلاد ثشىً ِزغٍغ 

         

 .[9]اٌىشِٟ :انتكامم الأول

 

   

 

1 11 1

0 0 0

22 2

0 0 1 1 1 1

0 0

2 4 6

1 1 1

, ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
4

3

n i

i

y yx xn n

i i i i

i iy x y x

h
f x y dxdy f x y dxdy f x y f x y f x y f x y

A h B h C h

  

 

 

    

   

    
 

 

 :انتكامم انثاوي
 

0ثبٌٕغجخ ٌٍزىبًِ فٟ إٌّطمخ  1 1[ , ] [ , ]n nx x y y  1ٔلادظ اْ اٌذاٌخ ِؼشفخ ػٕذ إٌمطخ 1( , )nx y  ٔغزط١غ ٔشش اٌذاٌخ ٌزا( , )f x y 

1ثبعزخذاَ ِزغٍغٍخ رب٠ٍش دٛي إٌمطخ  1( , )nx y       ٚثزٌه ٠ىْٛ ٌذ٠ٕب 

22
2 211

1 1 1 1

22 33
3 2 2 31 1 1 1 11

( )( )
( , ) 1 ( ) ( ) ( )( )

2! 2!

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

3! 2! 2! 3!

n
x n y x n x y y

n n n
x x y x y y

y yx x
f x y x x D y y D D x x y y D D D

x x y y x x y y y yx x
D D D D D D
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2 4 6
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TT x y x x y x y y

x x y x y x y y n

E h h D D h D D D D D D

h D D D D D D D D f x y

A h B h C h
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3 2 24
4 3 2 21 1 1 11

3 4
3 41 1 1
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n n
x x y x y

n n
x y y n

x x y y x x y yx x
D D D D D

x x y y y y
D D D f x y

 

 


   
  

  
   

)ٚثفشض أْ ج١ّغ اٌّشزمبد اٌجضئ١خ ٌٍذاٌخ  , )f x y 1ِٛجٛدح ػٕذ إٌمطخ 1( , )nx y  لأْ اٌذاٌخ فٟ ٘زٖ إٌمطخ ِؼشفخ ٚلا٠ٛجذ ف١ٙب(

 .((4خ رب٠ٍش ٌٙب اٌّزوٛسح فٟ اٌص١غخ )ٍاػزلاي فؼ١ٍٗ ٠ّىٓ اعزخذاَ ِزغٍغ

0( فٟ إٌّطمخ4اٌزىبًِ اٌضٕبئٟ ٌٍّؼبدٌخ )ٚثأخز   1 1[ , ] [ , ]n nx x y y:ٍٝٔذصً ػ 

1

1 0

2 2

0 1 1 1 0 1
1 0 1

3 2 2 3
2 20 1 1 0 1 1 1 0 1

4 3 2
3 20 1 1 0 1 1
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y x
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n n x y
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x x y y
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f x y dxdy x x y y D D
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D D D D
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D D D D D
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)1ٚثبٌزؼ٠ٛط ػٓ )n ny y  ٚ1 0( )x x ثـh  ٓ0ٚوزٌه ػ 1( )x x  ثـh ( ٟ5ف) ْٔجذ ا: 

 
1

1 0

3 3 4 4 4 5 5 5
2 2 2 3 2 2

5 6 6 6 6 6
3 4 3 2 2 3 4

1 1

( , )
2 2 6 4 6 24 12 12

( , ) (6)
24 120 48 36 48 120

n
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y x
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y x

y x x y x y x y y n

h h h h h h h h
f x y dxdy h D D D D D D D D D D D

h h h h h h
D D D D D D D D D f x y






        



       



 
 

0 ( فٟ إٌّطمتخyٚاٌخبسجٟ xلبػذح شجٗ إٌّذشف ػٍٝ ولا اٌجؼذ٠ٓ ) اٌذاخٍٟ  ٚلإ٠جبد 1 1[ , ] [ , ]n nx x y y. ٓٔؼتٛض ػتx  ثتـ

0x ، ٓٚػy ثـny(ٔذصً ػٍٝ:4فٟ اٌص١غخ  )  

2
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1nyثـ yٚػٓ ،0xثـ  xػٓ  ٚا٠عب ٔؼٛض ( ٔجذ ا4ْفٟ اٌص١غخ   ): 
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 :( ٔغزٕزج اْ 4فٟ اٌص١غخ )nyثـ yٚػٓ 1xثـ  xٚثبٌزؼ٠ٛط ػٓ 
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0ػٓ ٚثبٌزؼ٠ٛط 1( )x xثـhٚٓ1ػ( )n ny y ثـhٟػٍٝ: ٔذصً (9)،(8)،(7)اٌّؼبدلاد ف  
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ثـ   (12)،(11)،(10)ثعشة اٌّؼبدلاد 
2

4

h
  ٔذصً ػٍٝ (6)ٚجّؼٙب ِغ اٌّؼبدٌخ:   
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0فٟ إٌّطمخx ٚyٓ ثمبػذح شجٗ إٌّذشف ػٍٝ اٌجؼذ٠ رّضً ل١ّخ اٌزىبًِ (13)اٌّؼبدٌخ  1 1[ , ] [ , ]n nx x y y  ٚثعّٕٙب ص١غخ

1دٛي إٌمطخ اٌخطأ 1( , )nx y  . ثغجت الاػزلاي 

 .[9]اٌىشِٟ :انتكامم انثانث
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 .[9]اٌىشِٟ :انتكامم انرابع
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,د١تتتش , ,i i iA B C ،( 1,2,3)i   ٓصٛاثتتتذ رؼزّتتتذ ػٍتتتٝ لتتت١ُ اٌّشتتتزمبد اٌجضئ١تتتخ ثبٌٕغتتتجخ ٌٍّزغ١تتتش٠ x،y    ٚثجّتتتغ اٌّؼتتتبدلاد

 :ٔذصً ػٍٝ  (15)،(14)،(13)،(3)
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4د١ش 4 4, , ,A B Cصٛاثذ رؼزّذ ػٍٝ ل١ّخ اٌّشزمبد اٌجضئ١خ ٌٍذاٌخf  ٓثبٌٕغجخ ٌٍّزغـ١ش٠x،y.  ْٚاxD
x
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2
2

2yD
y





 ٚثزٌه رُ اٌجش٘بْ.  ,...

 

ِزعّٕخ دذٚد yٚاٌخبسجٟ  xثبعزخذاَ لبػذح شجٗ إٌّذشف ػٍٝ ولا اٌجؼذ٠ٓ اٌذاخٍٟ  (1)ل١ّخ اٌزىبًِ رّضً (86)اٌص١غخ 

)0اٌزصذ١خ )ِمذاس اٌخطأ( ثغجت الاػزلاي فٟ إٌمطخ  , )nx y 1دٛي إٌمطخ 1( , )nx y  . 
 

 :الأمثهت -3 
 

8-

1 1

0 0

1I x ydxdy    ًِِشرجخ ػشش٠خ.ِمشثخ لأسثغ ػششح  0.97516113319790اٌزذ١ٍ١ٍخ ٟ٘ إر أْ ل١ّخ اٌزىب 

2-
1 0

2 2

0 1

I x x y dxdy


    ِْمشثخ لأسثغ ػششح ِشرجخ ػشش٠خ0.43931732073627ل١ّخ اٌزىبًِ  اٌزذ١ٍ١ٍخ  إر أ. 

3-

0 1

4 4

1 0

I x y dxdy


   .غ١ش ِؼشٚف اٌم١ّخ اٌزذ١ٍ١ٍخ 
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 انىتائج -4

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

n=m TT K=2 K=2.5 K=4 K=6 K=8 K=10 

1 0.85355339059327 

      2 0.94635126079285 0.97728388419271 

     4 0.96826940805530 0.97557545714279 0.97520859424384 

    8 0.97349527809559 0.97523723477568 0.97516460584014 0.97516167327989 

   16 0.97475490007878 0.97517477407317 0.97516136143469 0.97516114514099 0.97516113675784 

  32 0.97506139238924 0.97516355649273 0.97516114766053 0.97516113340892 0.97516113322270 0.97516113320884 

 64 0.97513651984239 0.97516156232677 0.97516113410508 0.97516113320139 0.97516113319809 0.97516113319800 0.97516113319799 

RTT ثطش٠مخ 

1 1

0 0

1I x ydxdy    ( ٠ج١ٓ ل١ّخ اٌزىب8ًِاٌجذٚي)    0.97516113319790  

 (1الشكل رقم )

 

( ِغتتتزّش ٌىتتتٓ ِؼزتتتً اٌّشتتتزمبد 1)اٌشتتتىً فتتتٟ اٌّجتتت١ٓٚ اٌزىبِتتتً  ِىبِتتتً إْ  -1

ِمشثتتخ اٌتتٝ أسثؼتتخ ػشتتش ِشرجتتخ إْ ل١ّزتتٗ اٌزذ١ٍ١ٍتتخ  ٚاٌجضئ١تتخ ػٕتتذِب 

ٚإْ اٌم١ّتخ  )16ػٕتذ رطج١تك اٌمبػتذح) )…,2,2.5,4,6,8)اٌزصتذ١خوبٔذ دذٚد ػشش٠خ. ٚثزطج١ك اٌمبػذح 

ٚثؼتتذ اعتتزؼّبي رؼج١تتً سِٚجتتشن ػٍتتٝ إٌزتتبئج  n=64صتتذ١ذخ لأسثؼتتخ ِشارتتت ػشتتش٠خ ػٕتتذِب ثطش٠متتخ

اٌّذصً ػ١ٍٙب ٚثبػزّبد دتذٚد اٌزصتذ١خ اٌزتٟ دصتٍٕب ػ١ٍٙتب دصتٍٕب ػٍتٝ ل١ّتخ صتذ١ذخ ٌضلاصتخ ػشتش ِشرجتخ 

 جتتذٚياٌإٌزتتبئج ِذٚٔتتخ فتتٟ  ،ثفتتبسق رغتتغ ٚدتتذاد فتتٟ اٌّشرجتتخ اٌشاثؼتتخ ػشتتش n=64ػشتتش٠خ صتتذ١ذخ ػٕتتذِب 

 .)1)سلُ

(33.752885 seconds) فٟ دغبة  قاٌّغزغشاٌٛلذ    

  إٌزبئج
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  (0,1)داٌخ اٌّىبًِ ٕ٘ب ِؼزٍخ اٌّشزمبد اٌجضئ١خ فٟ إٌمطخ تىضيح

1 1

0 0

1

( , ) 1

1
( , )

2 1

(0,1)

I x y dxdy

let f x y x y

f x y
x x y

f ndis u
x

efined

  

  


 

  






 

 

 ٚلا٠جبد ل١ّخ اٌزىبًِ اػلاٖ رذ١ٍ١ٍب                   

       

         

1 1

0 0

1 3 3 3
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2 2 2
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00
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1 1 2 1
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3
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I x y dxdy
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ii y y dy y y
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n=m TT 2 4 4 6 8 10 12 

1 0.60355339059327 

       2 0.48015806818724 0.43902629405190 

      4 0.44947299610255 0.43924463874098 0.43925919505358 

     8 0.44185059576460 0.43930979565195 0.43931413944602 0.43931780240551 

    16 0.43995015279412 0.43931667180395 0.43931713021409 0.43931732959863 0.43931732209376 

   32 0.43947549004213 0.43931726912481 0.43931730894620 0.43931732086167 0.43931732072299 0.43931732071761 

  64 0.43935686012659 0.43931731682141 0.43931732000118 0.43931732073818 0.43931732073622 0.43931732073627 0.43931732073629 

 128 0.43932720536805 0.43931732044854 0.43931732069035 0.43931732073629 0.43931732073626 0.43931732073627 0.43931732073627 0.43931732073627 

( ٠ج١ٓ ل١ّخ اٌزىبًِ 2اٌجذٚي )
1 0

2 2

0 1

I x x y dxdy


          ثطش٠مخ  RTT 0.43931732073627 

 فللً المبللٌنو  معللرل لكللل التكامللل  مكامللل إن -2

قٌمتللللللللل الت  ٌ ٌلللللللل    وإن  لكللللللللن معتللللللللل المشللللللللت ا  ال   ٌلللللللل    لللللللل ما  (2)الشللللللللكل

ص ٌ   تكون ال ٌم     م رب  الى أربع   شر مرتب   شرٌ . وبتطبٌق ال ا  ة

  لى ال تلا ا الم صلل   ٌبلا بطرٌ ل   وبعل  اتلتعمال تع ٌلل رومبلر  n=128لأربع  مراتب  شرٌ    ل ما 

 صل  ا   لى  )…,2,4,4,6,8,10,12)وهلً (16)من ال ا ل ة  المتتخر   وبا تما    و  التص ٌح 

 .(2)م و   فً   ولوكما  n=128   ما مطاب   ل  ٌم  ال  ٌ ٌ  م رب  لأربع   شر مرتب   شرٌ  قٌم  

 

 (2الشكل رقم )

 

 

 

 

 

 

 

 

 -1
-0.8

-0.6
-0.4

-0.2
0

0

0.5

1

-1.4

-1.2

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

x

x sqrt(x2+y2)

y

1 0

2 2

0 1

I x x y dxdy


  

( 32.173438 seconds) إٌزبئجغشق فٟ دغبة زاٌٛلذ اٌّغ     
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 n=m  TT k=2 k=4 k=6 k=8 k=81 k=12 k=14 

1 0.85355339059327 

       2 0.62197079689774 0.54477659899923 

      4 0.56403024628459 0.54471672941354 0.54471273810783 

     8 0.54954318484236 0.54471416436161 0.54471399335815 0.54471401328276 

    16 0.54592179665878 0.54471466726425 0.54471470079110 0.54471471202019 0.54471471476034 

   32 0.54501647721951 0.54471470407308 0.54471470652700 0.54471470661805 0.54471470659686 0.54471470658889 

  64 0.54479014914423 0.54471470645247 0.54471470661110 0.54471470661243 0.54471470661241 0.54471470661243 0.54471470661243 

 128 0.54473356723785 0.54471470660239 0.54471470661239 0.54471470661241 0.54471470661241 0.54471470661241 0.54471470661241 0.54471470661241 

٠ج١ٓ ل١ّخ اٌزىبًِ   (2اٌجذٚي )

0 1

4 4

1 0

I x y dxdy


   ثطش٠مخ RTT 

 

 (3الشكل رقم )

 

 فً المبٌنو  معرل لكل التكامل مكامل  إن -3

. وبتطبٌق غٌر معروف قٌمتل الت  ٌ ٌ   وإن  لكن معتل المشت ا  ال   ٌ     ما  (3)الشكل

بالرغم من و و  الإ تلال فً المشت   فً ال  ط    ).…,2,4,6,8) ص  ا   ى   و  التص ٌح  ال ا  ة

( ثابت  أف ٌاً)لأربع   شر مرتب   شرٌ ( ولخمت  أ م ة    ما 3قٌم  التكامل فً ال  ول)وكا    (0,0)

(k=6,8,10,12,14)    ٌما باتتخ ام الطر   n=128  أي أ با ص ٌ     ى الأقل لأربع   شرة

 شرٌ  هذا ٌع ً أن الت ارب هو بشكل ص ٌح   و ال ٌم  الت  ٌ ٌ   تى وإن كا   قٌم  التكامل غٌر مرتب  

 م رب  لأربع   شر مراتب  شرٌ . معروف  لذا ٌمكن ال ول بأن قٌم  التكامل هً

(43.501979 seconds)     فٟ دغبة إٌزبئج قاٌّغزغشاٌٛلذ    
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"اشزمبق غشائك ِشوجخ ِٓ لبػذرٟ شجٗ إٌّذشف ٚعّجغْٛ  ٌذغبة اٌزىبِلاد اٌضٕبئ١خ ػذد٠ب   ،فؤاد دّضح ػجذ ،اٌشش٠فٟ [5] 

 .2182سعبٌخ ِبجغز١ش ِمذِخ اٌٝ جبِؼخ اٌىٛفخ ،ٚص١غ اٌخطأ ٌٙب ٚرذغ١ٓ إٌزبئج ثبعزؼّبي غشائك رؼج١ٍ١خ"

سعبٌخ  ،"  Matlabثؼط اٌطشائك اٌؼذد٠خ ٌذغبة رىبِلاد أدبد٠خ ٚصٕبئ١خ ٚصلاص١خ ثبعزخذاَ ٌغخ "  ، ػزساء محمد ، ظ١بء[ [6

 .  2119 ، ِبجغز١ش ِمذِخ إٌٝ جبِؼخ اٌىٛفخ

سعبٌخ ِبجغز١ش ِمذِخ اٌٝ جبِؼخ  ،"ثؼط اٌطشائك اٌؼذد٠خ ٌذغبة رىبِلاد أدبد٠خ ٚصٕبئ١خ ِؼزٍخ"،ػ١ٍخ شبٟٔ ،اٌطبئٟ [7]

 .2115،اٌىٛفخ

  سعبٌخ ِبجغز١ش ِمذِخ إٌٝ جبِؼخ اٌىٛفخ ،"  ثؼط اٌطشائك اٌؼذد٠خ ٌذغبة رىبِلاد اٌضٕبئ١خ ٚاٌضلاص١خ"  ، ثزٛي دبرُ ، ػىبس[  [8

2010 

"اشزمبق غشائك ِشوجخ ِٓ لبػذرٟ شجٗ إٌّذشف ٚإٌمطخ اٌٛعطٝ  ٌذغبة اٌزىبِلاد اٌضٕبئ١خ  ،ٔذٜ أدّذ محمد غٗ ،اٌىشِٟ [9]

 .2182سعبٌخ ِبجغز١ش ِمذِخ اٌٝ جبِؼخ اٌىٛفخ ،ٚرذغ١ٓ إٌزبئج ثبعزؼّبي غشائك رؼج١ٍ١خ"ػذد٠ب  ٚص١غ اٌخطأ ٌٙب 

اٌذاس  ، ٌٍٕششداس ِبوجش١ً٘ٚ  ،"  عٍغٍخ ٍِخصبد شَٛ ٔظش٠بد ِٚغبئً فٟ دغبة اٌزفبظً ٚاٌزىبًِ"  ، فشأه آ٠شص[ [10

 . 1988رشجّخ ٔخجخ ِٓ الأعبرزح اٌّزخصص١ٓ ، اٌذ١ٌٚخ ٌٍٕشش ٚاٌزٛص٠غ

 .1984 ، اٌجصشح جبِؼخ إٌٝ ِمذِخ  ِبجغز١ش سعبٌخ"  اٌّىبًِ ِؼزٍخ رىبِلاد ل١ُ إ٠جبد"  ، دغٓ ػٍٟ ، محمد[  11]

"رذغ١ٓ ٔزبئج دغبة اٌزىبِلاد اٌضٕبئ١خ ػذد٠ب  ِٓ خلاي اعزخذاَ غش٠مخ رؼج١ً سِٚجشن ِغ لبػذرٟ  ،صفبء ِٙذٞ  ،ِٛعٝ [12]

 .2188سعبٌخ ِبجغز١ش ِمذِخ اٌٝ جبِؼخ اٌىٛفخ ،ْٛ"غإٌمطخ اٌٛعطٝ ٚعّج
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 انبرامج انمستخذمت 

 (1انبروامج )

٘ٛ ٍِف ٌىزبثخ اٌذاٌخ  ,f x y  ٗٚف١ 

function F=  ,f x y ; 

F=  log x y ; 

 (2انبروامج )

٘ٛ ٍِف ٌشعُ ِخطػ اٌذاٌخ  ,f x y  فٟ إٌّطمخ   , ,a b c d 

clc 

clear 

syms x y 

ezmesh(  log x y ,[a,b,c,d],70) 

 (2انبروامج )

) لا٠جبد ل١ّخ اٌزىبًِ اٌضٕبئٟ ٌٍذاٌخ , )w x y  فٟ إٌّطمخ[ , ] [ , ]a b c d   ثزطج١ك اٌطش٠مخRTT . 

tic 

clear all 

clc 

a=-1;b=0;c=0;d=1;eps=10^(-14); 

%find double integral of function g(x,y)on the [a,b]*[c,d] 

%using RTT 

D(1)=2;D(2)=4;D(3)=6;D(4)=8;D(5)=10;D(6)=12;D(7)=14;D(8)=16;D(9)=18; 

n=1;h=(b-a)/n;h1=(d-c)/n; 

s(1,1)=1; 

s(1,2)=h*h1*(g(a,c)+g(a,d)+g(b,c)+g(b,d))/4; 

for i=2:10 

n=2^(i-1);s(i,2)=0; 

s(i,2)=s(i,2)+g(a,c)+g(a,d)+g(b,c)+g(b,d); 

h1=(d-c)/n; 

for j=1:n-1 

 s(i,2)=s(i,2)+2*g(a,c+j*h1)+2*g(b,c+j*h1); 

end 

h=(b-a)/n; 

for k=1:n-1 

s(i,2)=s(i,2)+2*(g(a+k*h,c)+g(a+k*h,d)); 

for r=1:n-1 

 s(i,2)=s(i,2)+4*g(a+k*h,c+r*h1); 

 s(i,1)=n; 

end 

end 

s(i,2)=s(i,2)*h*h1/4; 

 for l=3:i+1 

  clc 

 s(i,l)=(s(i,l-1)*2^D(l-2)-s(i-1,l-1))/((2^D(l-2))-1); 

 end 

  if abs(s(i,i+1)-s(i,i))<=eps; 

  sprintf('%5.0f%2.13f',n,s(i,i+1)) 

   break  

   else 

   end 

  end 

xlswrite('E:/(TT-ex12).xls',s,1,'A2') 

toc 

 


