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 المستخلص
اْ اٌٙذف الاعاعٟ ِٓ ٘زا اٌثذس ٘ٛ اشرماق لاػذج ٌذغاب ل١ُ اٌرىاِلاخ اٌصٕائ١ح ػذد٠ا راخ اٌّىاِلاخ اٌّؼرٍح اٌّشرماخ        

ٚو١ف١ح ا٠جاد دذٚد اٌرصذ١خ ٌٙا  x,yاٌجضئ١ح فٟ غ١ش ادذٜ ٔٙا٠رٟ ِٕطمح اٌرىاًِ تاعرخذاَ لاػذج إٌمطح اٌٛعطٝ ػٍٝ اٌثؼذ٠ٓ 

, ػٕذِا ٠ىْٛ ِٓ خلاي دذٚد اٌرصذ١خ ٘زٖ  [7], [1]رائج  تاعرخذاَ غش٠مح  ذؼج١ً سِٚثشن )ص١غح اٌخطأ ( ٚذذغ١ٓ ٘زٖ إٌ

ِغا٠ٚح اٌٝ ػذد اٌفرشاخ اٌجضئ١ح اٌرٟ ذجضأ ا١ٌٙا فرشج   x ػذد اٌفرشاخ اٌجضئ١ح اٌرٟ ذجضأ ا١ٌٙا فرشج اٌرىاًِ ػٍٝ اٌثؼذ اٌذاخٍٟ 

   .  yاٌرىاًِ ػٍٝ اٌثؼذ اٌخاسجٟ 

٠ّٚىٓ الاػرّاد ػ١ٍٙا  وٛٔٙا لذ أػطد  دلح ػا١ٌح فٟ إٌرائج ِماسٔح ِغ اٌم١ُ  RMM ش٠مح تاٌشِضٚعٛف ٔشِض ٌٙزٖ اٌط

 .اٌرذ١ٍ١ٍح ٌٍرىاِلاخ تؼذد فرشاخ جضئ١ح ل١ٍٍح
 

Abstract 
The main aim of this research is to derive rule to find values of double  integrals, 

numerically its integrands have singular partial derivatires not on  the end of the region of  

integration  by  using the mid point rule with the two direction  x and  y . and the derive the 

correction error terms and we used Romberg acceleration to improve the results when the 

number of subintervals on the direction of dimension equal to subintervals on the direction of 

dimension y . and we will use the symbole RMM to indicate this method and we can depend on 

this method because it gave high accuracy on the results with respect to the analytical values of 

integrations and with little subintervals .                                                                                                     
 

 المقذمت .1
ِٕٚٙا  ذىّٓ فٟ اترىاس غشائك ِؼ١ٕح  ذغاُ٘ فٟ ا٠جاد دٍٛي ذمش٠ث١ح ٌّغائً فٟ اٌش٠اظ١اخ ِٛظٛع اٌرذ١ًٍ اٌؼذدٞ اْ ا١ّ٘ح        

ذشىً جضءاً ِّٙا ِٓ ٘زا اٌّٛظٛع , إر إْ ٘زٖ الأ١ّ٘ح ذىْٛ ٚاظذح أوصش فٟ اٌرطث١ماخ اٌؼ١ٍّح اٌرٟ ٠ّاسعٙا اٌرٟ ٌرىاِلاخ ا

 إْ إ٠جاد اٌم١ّح اٌرمش٠ث١ح ٌٍرىاًِ جاء ٔر١جح صؼٛتاخ وص١شج ِٕٙا :ٚ ,إٌّٙذعْٛ ٚاٌف١ض٠ائ١ْٛ 

 . ٍرىاًِاٌرذ١ٍ١ٍح ٌ م١ّحاٌاعرذاٌح إ٠جاد  .5

 .صِٓ غ٠ًٛ ٍٚرىاًِ ِّىٕح ٌٚىٓ تّشمح ٌ رذ١ٍ١ٍح اٌ م١ّحٌا ػٕذِا ذىْٛ ػ١ٍّح إ٠جاد .2

                                                                                                           .لذ ذىْٛ ل١ّح اٌرىاًِ اٌرذ١ٍ١ٍح ذمش٠ث١ح أعاعا لادرٛائٙا ػٍٝ دذٚد ذأخز ل١ّٙا ِٓ اٌجذاٚي)ِصً اٌٍٛغاسذُ اٚ ِؼىٛط اٌظً(  .3

ّا وِؼذٚدج فٟ فرشج اٌرىاًِ(  اٌذاٌح ِؼشفح فٟ ٔماغ  أْأٞ  ٟ٘ إ٠جاد ِغادح ذذد ِٕذٓ ِؼشّف تجذٚي ل١ُ ) حّغأٌاٌلذ ذىْٛ  .4

 .ٟ٘ اٌذاي ػٕذ ذذ١ًٍ ٔرائج اٌرجاسب 

اٌّىاًِ ٕ٘ا  وِْٛٓ ِشىٍح إ٠جاد ل١ّح اٌرىاًِ الأدادٞ  وصش ذؼم١ذاأِا ػ١ٍّح إ٠جاد ل١ّح ٌٍرىاًِ اٌصٕائٟ فإٔٙا ذشىً ِغأٌح ا

ذشىً صؼٛتاخ  ٚالاػرلاي فٟ اٌّشرماخ اٌجضئ١ح ٌٍّىاًِأٚالاػرلاي فٟ اٌّىاًِ أ ٠ؼرّذ ػٍٝ ِرغ١ش٠ٓ ٚاْ ِغاٌح الاعرّشاس٠ح 

فٟ داٌح   رىاًِ وّااٌ ( ١ٌٚظ ِغ فرشاخSurfaces( أٚ عطٛح )Regionsوث١شج ٚوزٌه فإٕٔا ٕ٘ا عٕرؼاًِ ِغ ِٕاغك اٌرىاًِ )

  اٌرىاًِ الأدادٞ .

ٍِذح لإ٠جاد ل١ُ ذمش٠ث١ح  أصثذد اٌذاجح ٚػ١ٍٗذالاخ اٌ ٌثؼطإْ إ٠جاد ل١ُ اٌرىاِلاخ ِٓ ٘زا إٌٛع ١ٌظ تالأِش اٌغًٙ ٌٙزا ف 

اٌزاذ١ح  ٌمصٛسٌٙزٖ اٌرىاِلاخ ٚذىّٓ أ١ّ٘ح اٌرىاِلاخ اٌصٕائ١ح فٟ إ٠جاد ِغادح اٌغطٛح ٚإ٠جاد اٌّشاوض اٌّرٛعطح ٚػضَٚ ا

 .      طخ اٌرىاًِ اٌصٕائٟ ع ٌٍغطٛح اٌّغر٠ٛح ٚإ٠جاد اٌذجُ اٌٛالغ ذذد

ِّا دػا وص١ش ِٓ اٌثادص١ٓ إٌٝ اٌؼًّ فٟ ِجاي اٌرىاِلاخ اٌصٕائ١ح ِٚٓ اٌثادص١ٓ اٌز٠ٓ عٍطٛا اٌعٛء ػٍٝ دغاب اٌرىاِلاخ 

  راخ اٌّىاِلاخ اٌّغرّشج تاٌص١غح     1 2,f x y f x f y ػُِّٕٚٙ ِٓ  1973 [ ػاَ 3٘أظ جاس ٚجاوٛتغٓ ] ّ٘ا ً

ػـًّ محمد  1984فٟ ػاَ ٚ , 1975[ ػاَ 5] سات١ٕٛذض ٚ تاٌرىاِلاخ راخ اٌّىاِلاخ اٌّؼرٍح ٌىُٕٙ وأٛا ٠ٍّْٙٛ الاػرلاي , داف١١ض
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غش٠مح سِٚثشن )سِٚثشن(  ِٕٙا[ ػٍٝ أ٠ـجاد ل١ُ اٌرىاِلاخ اٌصـٕائـ١ح راخ اٌّىاِلاخ اٌّغرّشج ٚرٌه تاعرخذاَ غشائك ِشوثح 9]

 . xٚاٌذاخٍٟ yغش٠مح ذؼـج١ً سِٚثشن ِغ لاػذج إٌمطح اٌٛعطٝ ػٍٝ اٌثؼذ٠ٓ اٌخاسجٟ  اٌرٟ اعـرخذَ ف١ٙا

 xٓ ف١ٗ غش٠مح ِشوثح ِٓ ذؼج١ً سِٚثشن ِغ لاػذج إٌمطح اٌٛعطٝ ػٍٝ اٌثؼذ٠ٓ اٌذاخٍٟ ت١ّ  [ تذصاً 4محمد ]لذَ   2002ػاَ ٚفٟ 

 ٌذغاب اٌرىاِلاخ اٌصٕائ١ح راخ اٌّىاِلاخ اٌّؼرٍح  اٌرٟ لا ٠ّىٓ إٌغاء الاػرلاي ف١ٙا ػٍٝ اٌثؼذ٠ٓ اٌذاخٍٟ ٚ اٌخاسجٟ yٚاٌخاسجٟ
x ٚy )اجذ٠ذ أعٍٛتا [8]لذِد ػىاس  2010ٚفٟ ػاَ ٌىٓ تاعٍٛب اٌرىاِلاخ الاداد٠ح ,  ٚاعّا٘ا غش٠مح سِٚثشن )سِٚثشن 

لذِد  غش٠مح ػذد٠ح ٌذغاب ل١ُ اٌرىاِلاخ اٌصٕائ١ح ٚرٌه تاعرؼّاي غش٠مح ذؼج١ً سِٚثشن  إر اٌغاتمْٛ اٌثادصْٛ ؼٌٍّّٗا اعر شاِغا٠

ػٕذِا ذىْٛ ػذد اٌفرشاخ اٌجضئ١ح اٌرٟ ذجضأ إ١ٌٙا فرشج  x ٚyػٍٝ اٌم١ُ إٌاذجح ِٓ ذطث١ك لاػذج إٌمطح اٌٛعطٝ ػٍٝ اٌثؼذ٠ٓ 

h)اٌخاسجٟ إر إْ  ػٍٝ اٌثؼذ اٌذاخٍٟ ِغا٠ٚح ٌؼذد اٌفرشاخ اٌجضئ١ح اٌرٟ ذجضأ إ١ٌٙا فرشج اٌرىاًِ ٍٝ اٌثؼذػ اٌرىاًِ h  )

ٚ لذِد  , غش٠مح ذؼج١ً سِٚثشن Rذشِض ٌماػذج إٌمطح اٌٛعطٝ اٌّطثمح ػٍٝ ولا اٌثؼذ٠ٓ ٚ MM أْد١س  RMMٚأعّرٙا 

ِغرّش ٌىٓ ِؼرً  أٚ ِغرّش شلاز دالاخ ِغ اٌثش٘اْ لإ٠جاد اٌص١غح اٌؼاِح ٌذذٚد اٌرصذ١خ  ٌىً داٌح ِٓ دالاخ اٌّىاًِ )

ٚلذ دصٍد ػٍٝ ٔرائج ج١ذج ٚتؼذد ل١ًٍ ِٓ اٌفرشاخ اٌجضئ١ح  (فٟ ادذٜ اٚ وٍرا ٔٙا٠رٟ ِٕطمح اٌرىاًِ  ِؼرً أٚاٌّشرماخ اٌجضئ١ح 

 .رخذِحاٌّغ

ذغاب ل١ُ اٌرىاِلاخ اٌصٕائ١ح ػٕذِا ذىْٛ ٌ  [8]تأعٍٛب ِشاتٗ ٌّا لذِرٗ ػىاسػذد٠ح  ٠محغش أ٠جادػٍٝ عٛف ٔؼًّ ٘زا تذصٕا فٟ ٚ

ٌٕمطحفٟ ا ٚأّا الاػرلاي دصشاً ٠رٟ ِٕطمح اٌرىاًِ دذٜ ٔٙااغ١شِغرّشج ٌٚىٕٙا ِؼرٍح اٌّشرماخ اٌجضئ١ح فٟ   f(x,y)داٌح اٌرىاًِ  

 0 , nx y أ ٚ 0,nx y  الاش١ٕٓ ِؼا" فٟ اّْ ٚادذأ ٚ .       

 

 معتلت المشتقاث الجزئيت ولكنهاالتكاملاث الثنائيت لمكاملاث مستمرة  .2
Double Integrals for Continuous Integrands with 

Singularity in Partial Derivatives 
 اٌّؼشف تاٌص١غح : Iٌٕفشض اٌرىاًِ اٌصٕائٟ 

…(1)                                                     
0 0

,
n ny x

y x

I f x y dxdy MM h E h     

ف١ٗ اٌذاٌح ٚاٌزٞ  ,f x y  ًِِؼشفح فٟ وً ٔمطح ِٓ ٔماغ ِٕطمح اٌرىا   0 0, ,n nx x y y  ١ٌٚظ ٌٙا اػرلاي ٌٚىٓ ِشرماذٙا

فٟ ٔمطح ٚادذج أٚ أوصش ِٓ ِٕطمح اٌرىاًِ ٚعٕٕالش و١ف١ح دغاب ل١ّح ٘زا اٌرىاًِ تماػذج إٌمطح  Undefinedاٌجضئ١ح غ١ش ِؼشفح 

)ص١غح  عٍغٍح دذٚد اٌرصذ١خ  E(h)ذّصً ل١ّح اٌرىاًِ تاٌماػذج اٌّزوٛسج ٚ    MM(h)د١س اْ   x  ٚyاٌٛعطٝ ٚػٍٝ اٌثؼذ٠ٓ 

 . اٌخطأ(
 

 : الحالت الأولى

ٌرىٓ اٌذاٌح                                                                                                                                  1مبرهنت  

 ,f x y  ًِِغرّشج ٚلاتٍح ٌلاشرماق  فٟ وً ٔمطح ِٓ ٔماغ ِٕطمح اٌرىا    0 0, ,n nx x y y ػذا  إٌمطح 

0( , ) ( , )nx y x y  ٟفاْ اٌم١ّح اٌرمش٠ث١ح ٌٍرىاًِ اٌصٕائI  : ٠ّىٓ دغاتٙا ِٓ اٌماػذج الاذ١ح                                              

   
0 0

4
2

0 0

1 1

2 1 2 1
, ,

2 2 24

n ny x n n

yy xx

j iy x

i j h
I f x y dxdy h f x h y h D D

 

  
       

  
    

 +                                         
5 6

1 1

11
... ,

48 1920
yyy xyy xxy xxx yyyy n

h h
D D D D D f x y 


     


                                              

2 4

1 2 ...A h A h                                                                               

1د١س  2, ,...A A ٌٍذاٌح  شٛاتد ذؼرّذ ػٍٝ اٌّشرماخ اٌجضئ١ح ,f x y فمػ  . 

 

                                                                                                               :البرهان
                                                                                                      :اٌرىاًِ اٌصٕائٟ اٌّؼشف تاٌص١غح       

                                                                                           

                                                                            

 :                                                                           وراترٗ تاٌص١غح ٠ّىٓ   

       
1 1 1 1

0 0 0 0 1 0 0 1 1 1

, , ( , ) , , (2)
n n n n n n n n

n n

yy x x y x y x y x

y x y x y x y x y x

I f x y dxdy f x y dxdy f x y dxdy f x y dxdy f x y dxdy
 

 

               

     
0 0

,
n ny x

y x

I f x y dxdy MM h E h   
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1الاٚي ٚاٌصاٌس ٚاٌشاتغٔلادظ فٟ اٌرىاًِ           3 4( , , )I I I   ٌْذاٌحاا  f(x,y) ًِغرّشج ٚغ١ش ِؼرٍح اٌّشرماخ اٌجضئ١ح فٟ و

اِا تإٌغثح ٌٍرىاًِ  [8]ػىاس اٌرٟ اشرمرٙآِ خلاي اٌص١غح ٘زٖ اٌرىاِلاخ  ٔمطح ِٓ ٔماغ ِٕاغك ذىاِلاذٙا ٌزا ٠ّىٓ دغاب ل١ُ

)2اٌصأٟ  )I فٟ إٌّطمح اٌجضئ١ح   0 1, ,n n nx x y y  ْاٌذاٌح  فأf(x,y)  ِغرّشج ٌٚىٓ ِشرماذٙا اٌجضئ١ح غ١ش ِؼشفح ػٕذ

إٌمطح  0 , nx y ٘ٚاخ اٌّرغ١ش٠ٓرا ٠ؼٕٟ إْ ِرغٍغٍح ذا٠ٍش ٌٍذٚاي ز Taylor's series for a functions of two variable 

 ٔمطح ِٓ ٔماغ ِٕطمح اٌرىاًِ ػذا إٌمطحِٛجٛدج فٟ وً  , 0 , nx y ٞ6[عغرش   . [  

 ٚعٕذغة ل١ُ ٘زٖ اٌرىاِلاخ تشىً ِرغٍغً:                                                               

 
1 1 1

0 0 1 0

1 1
2 2 4

1 0 1 1 2

1 1

( , ) ( , ) 0.5 , 0.5 ...
sn

s

yy x xn n

s

s sy x y x

I f x y dxdy f x y dxdy h f x h y h a h a h




 



 

             

…(3)                                                                                                                                       

 اٌرىاًِ اٌصأٟ فٟ إٌّطمح اٌجضئ١ح           0 1 1, ,n nx x y y  ٔغرخذَ ِرغٍغٍح  ذا٠ٍش ٌٍذاٌح ,f x y  دٛي  إٌمطح

 1 1, nx y   : ْأٞ أ 
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3 2 2

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1, , ,
3! 2! 2!

n n

xxx n xxy n xyy n

x x y y x x x x y y
f x y f x y f x y

 

  

    
  

 
 

4

1

1 1, ...
4!

yyyy n

y y
f x y 


  )                              ...                                                        4) 

ػٍٝ فشض إْ ج١ّغ اٌّشرماخ اٌجضئ١ح ٌـٍذاٌح         ,f x y  ِٛجٛدج ػٕذ إٌمطح 1 1, nx y   لاْ اٌذاٌح فٟ ٘زٖ إٌمطح(

              .                             ((  4 )ِؼشفح ٚلا٠ٛجذ ف١ٙا اػرلاي فؼ١ٍٗ ٠ّىٓ اعرخذاَ ِرغٍغٍح ذا٠ٍش ٌٙا اٌّزوٛسج فٟ اٌص١غح

                                                                                                                                                                           

فٟ إٌّطمح ح ذا٠ٍش( )ِرغٍغٍ ( 4ٌٍص١غح ) ٚتأخز اٌرىاًِ اٌصٕائٟ    0 1 1, ,n nx x y y  : ٍٝٔذصً ػ 

         
1

1 0

3 3 4
2

1 1 1 1 1 1 1 1, , , , ,
2 2 3!

n

n

y x

n y n x n yy n

y x

h h h
f x y dxdy h f x y f x y f x y f x y



       

       
4 4 5 5

1 1 1 1 1 1 1 1, , , ,
3! 4 4! 4!

xx n xy n yyy n xxx n

h h h h
f x y f x y f x y f x y                                  

                                   
5 5 6

1 1 1 1 1 1, , , ...
2 3! 2 3! 5 4!

xxy n xyy n yyyy n

h h h
f x y f x y f x y     

  
                              

      5  ...)                                                                                                                                                ) 

0تـ  xٚتاٌرؼ٠ٛط ػٓ 

1

2
x h   ٓٚػy  تـ

1

2
ny h  ( ٔذصً ػٍٝ 4فٟ اٌص١غح ): 

         
2

0 1 1 1 1 1 1 1 10.5 , 0.5 , , , ,
2 2 8

n n y n x n xx n

h h h
f x h y h f x y f x y f x y f x y                        

                                        
2 2 3 3

1 1 1 1 1 1 1 1, , , ,
8 4 8 3! 8 3!

yy n xy n yyy n xxx n

h h h h
f x y f x y f x y f x y      

 
   

                                      
3 3 4

1 1 1 1 1 1, , , ...
16 16 16 4!

xxy n xyy n yyyy n

h h h
f x y f x y f x y     


               ...(6) 

h تـ    (6)تؼذ ظشب اٌص١غح ( 6( , )5ِٚٓ اٌص١غر١ٓ )
2

 ٔذصً ػٍٝ :

         
1

1 0

4 4 5
2

2 0 1 1 1 1 1 1, 0.5 , 0.5 , , ,
24 24 48

n

n

y x

n yy n xx n yyy n

y x

h h h
I f x y dxdy h f x h y h f x y f x y f x y
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5 5 5 6

1 1 1 1 1 1 1 1

11
, , , , ... ...(7)

48 48 48 1920
xxx n xyy n xxy n yyyy n

h h h h
f x y f x y f x y f x y         

                                                                                                                                                                

 
1

0 1

1
2 2 4

3 1 0 1 2

1 1

2 1 2 1
, , ... ...(8)

2 2

n ny x n n

j iy x

i j
I f x y dxdy h f x h y h b h b h

 

 

  
       

 
 

                                                                                                                                                                 

 
1

1 1 1

1 1
2 2 4

4 1 1 2

1 1

( , ) ( , ) 0.5 , 0.5 ... ...(9)
sn n n

n n s

xy x y n n

s n

s sy x y x

I f x y f x y dxdy h f x h y h c h c h


 

 



 

           
 

,د١س ,i i ia b c شٛاتد ذؼرّذ ػٍٝ اٌّشرماخ اٌجضئ١ح ٌٍذاٌح ,f x y ,1فمػ, 2,...i .( 3اٌص١غ)(,ٔذصً ػٍٝ :     9( ٚ)8(,)7 ) 

   
0 0

4
2

0 0

1 1

2 1 2 1
, ,

2 2 24

n ny x n n

yy xx

j iy x

i j h
I f x y dxdy h f x h y h D D

 

  
       

  
  

                                         
5 2

1 1

11
... ,

48 1920
yyy xyy xxy xxx yyyy n

h h
D D D D D f x y 


      


 

                                      2 4

1 2 ...A h A h                                                                                     …(10)       

1د١س 2, ,...A A   شٛاتد ذؼرّذ ػٍٝ اٌّشرماخ اٌجضئ١ح ٌٍذاٌح ,f x y  ْفمػ , ٚاxD
x





 ,yD
y





  ,
2

2xxD
x





,

2

2yyD
y





   .أرٙٝ اٌثش٘اْ ,...

                                                                                                                                             

 :  الحالت الثانيت

ٌرىٓ                                                                                                                        2مبرهنت 

اٌذاٌح  ,f x y  ًِِغرّشج ٚلاتٍح ٌلاشرماق فٟ وً ٔمطح ِٓ ٔماغ ِٕطمح اٌرىا   0 0, ,n nx x y y ػذا  إٌمطح 

0( , ) ( , )nx y x y  ٟفاْ اٌم١ّح اٌرمش٠ث١ح ٌٍرىاًِ اٌصٕائI   : ٠ّىٓ دغاتٙا ِٓ اٌماػذج الاذ١ح                                             

   
0 0

4
2

0 0

1 1

2 1 2 1
, ,

2 2 24

n ny x n n

yy xx

j iy x

i j h
I f x y dxdy h f x h y h D D

 

  
       

  
                            

                           
5 6

1 1

11
... ,

48 1920
xxx xyy xxy yyy yyyy n

h h
D D D D D f x y


      


                                    

                                                                                  2 4

1 2 ...A h A h   

1د١س 2, ,...A A   شٛاتد ذؼرّذ ػٍٝ اٌّشرماخ اٌجضئ١ح ٌٍذاٌح ,f x y  فمػ. 

 

                                                   :                                                                                                     البرهان

 :٠ّىٓ وراترٗ تاٌص١غح Iاٌرىاًِ اٌصٕائٟ  

   

(55)… 

 

1اِلاخ الاٚي ٚاٌصأٟ ٚاٌشاتغ اٌرى ٔلادظ ٕ٘ا فٟ 2 4( , , )I I I  ْداٌح اٌرىاًِ ا ,f x y  ِغرّشج ٚوزٌه ِشرماذٙا اٌجضئ١ح ِؼشفح 

)3ٌٍرىاًِ اٌصاٌس   ذىاِلاذٙا اِا تإٌغثح   ٔماغ  ِٕاغك ِٓ  فٟ وً ٔمطح  )I اٌجضئ١ح  فٟ إٌّطمح   1 0 1, ,n nx x y y     ٛٙف

رِٚشرماخ جضئ١ح ِؼرٍح فٟ إٌمطح  0,nx y   ٌزا ٔغرخذَ ِرغٍغٍح    ذا٠ٍش ٌٍذاٌح ,f x y  دٛي إٌمطح 1 1,nx y.                                                                                                

                        ٚعٕذغة ل١ُ ٘زٖ اٌرىاِلاخ تشىً ِرغٍغً:                                                                  

                     

         
1 1 1 1

0 0 0 0 1 0 0 1 1 1

, , , , ,
n n n n n n n n

n n

y x y x y x y x y x

y x y x y x y x y x

I f x y dxdy f x y dxdy f x y dxdy f x y dxdy f x y dxdy
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1 1 1

0 0 0

1 1
2 2 4

1 0 1 2

1 11

, ( . ) ( 0.5 , 0.5 ) ... ...(12)
ny x y rn n

r

r ry x y r

I f x y dxdy f x y dxdy h f x h y h a h a h
  

 

           

                          

 
1

1 0

1
2 2 4

2 0 1 1 2

1 1

2 1 2 1
, , ... ...(13)

2 2

n ny x n n

j iy x

i j
I f x y dxdy h f x h y h b h b h

 

 

  
       

 
 

 

           1 1 1 1 1 1 1 1, , , ,n y n n x nf x y f x y y y f x y x x f x y        

               
 

 
 

      
2 2

1 1

1 1 1 1 1 1 1 1, , ,
2! 2!

n n

yy n xx n n xy n

y y x x
f x y f x y x x y y f x y

 

   

 
      

               
 

 
 

 
  

 
3 3 2

1 1 1 1

1 1 1 1 1 1, , ,
3! 3! 2!

n n n

yyy n xxx n xxy n

y y x x y y x x
f x y f x y f x y

  

  

   
    

               
  

 
 

 
2 4

1 1 1

1 1 1 1, , ... ...(14)
2! 4!

n

xyy n yyyy n

x x y y y y
f x y f x y



 

  
    

ػٍٝ فشض إْ ج١ّغ اٌّشرماخ اٌجضئ١ح ٌـ  ,f x y  ِٛجٛدج ػٕذ 1 1,nx y.  لاْ اٌذاٌح فٟ ٘زٖ إٌمطح ِؼشفح ٚلا٠ٛجذ ف١ٙا(

                                                          ( (4 )اػرلاي فؼ١ٍٗ ٠ّىٓ اعرخذاَ ِرغٍغٍح ذا٠ٍش ٌٙا اٌّزوٛسج فٟ اٌص١غح

فٟ إٌّطمح )ِرغٍغٍح ذا٠ٍش(  ( 54ٟ ٌٍص١غح )ٚتأخز اٌرىاًِ اٌصٕائ   1 0 1, ,n nx x y y    : ٍٝٔذصً ػ 

       
1

0 1

3 3
2

1 1 1 1 1 1, , , ,
2 2

n

n

y x

n y n x n

y x

h h
f x y dxdy h f x y f x y f x y



      

                                    
4 4 4

1 1 1 1 1 1, , ,
3! 3! 4

yy n xx n xy n

h h h
f x y f x y f x y           

                                    
5 5 5

1 1 1 1 1 1, , ,
4! 4! 2 3!

yyy n xxx n xxy n

h h h
f x y f x y f x y    


 

                                  
5 6

1 1 1 1, , ...
2 3! 5 4!

xyy n yyyy n

h h
f x y f x y   

 
                                         …(15)  

تـ  xٚتاٌرؼ٠ٛط ػٓ 
1

2
nx h  ٓٚػy  0تـ

1

2
y h ( ٔذصً 14فٟ اٌص١غح )ٍٝػ:  

       0 1 1 1 1 1 10.5 , 0.5 , , ,
2 2

n n y n x n

h h
f x h y h f x y f x y f x y        

                                            
2 2 2

1 1 1 1 1 1, , ,
8 8 4

yy n xx n xy n

h h h
f x y f x y f x y         

   
3 3

1 1 1 1

3 3 4

, ,
8 3! 8 3!

... ...(16)
16 16 16 4!

yyy n xxx n

xxy xyy yyyy

h h
f x y f x y

h h h
f f f

  
 

   


            

h تـ  (16)تؼذ ظشب اٌص١غح ( 16( , )15ِٚٓ اٌص١غر١ٓ ) 
2

 :ٔذصً ػٍٝ 

       
1

0 1

4 4
2

3 0 1 1 1 1, 0.5 , 0.5 , ,
24 24

n

n

y x

n yy n xx n

y x

h h
I f x y dxdy h f x h y h f x y f x y



         

                                          
5 5 5

1 1 1 1 1 1, , ,
48 48 48

yyy n xxx n xxy n

h h h
f x y f x y f x y        

                                 
    

   
5 6

1 1 1 1

11
, , ...

48 1920
xyy n yyyy n

h h
f x y f x y                                            …(17) 
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1

1 1 1

1 1
2 2 4

4 1 1 2

1 1

( , ) ( , ) 0.5 , 0.5 ...
sn n n

n s n

yy x xn n

n s

s sy x y x

I f x y dxdy f x y dxdy h f x h y h c h c h


 

 



 

              ...          (18) 

,د١س  ,i i ia b c  شٛاتد ذؼرّذ ػٍٝ اٌّشرماخ اٌجضئ١ح ٌٍذاٌح ,f x y  , 1فمػ, 2,...i   .                

                                                                           ( ٔذصً ػٍٝ :18( ٚ)57(,)13( ,)52ٚتجّغ اٌص١غ )

   
0 0

4
2

0 0

1 1

2 1 2 1
, ,

2 2 24

n ny x n n

yy xx

j iy x

i j h
I f x y dxdy h f x h y h D D

 

  
       

  
  

    
5 6

1 1

11
... ,

48 1920
xxx xyy xxy yyy yyyy n

h h
D D D D D f x y


     


                         +                                   

                                    2 4

1 2 ...A h A h                                                                                     … ( 19) 

1د١س  2, ,...A A أرٙٝ اٌثش٘اْ . شٛاتد. 

mٌزا فاْ ص١غح اٌخطأ تاعرخذاَ لاػذج إٌمطح اٌٛعطٝ ػٍٝ ولا اٌثؼذ٠ٓ ػٕذِا  n  h h ٟإٌمطح فٟ داٌح الاػرلاي ف

 0 , nx y  ٚأ 0,nx y : ٟذىرة تاٌشىً ا٢ذ 

      2 4

1 1 2 2 1 2... ...I MM h m f h m f h A h A h                                                     …(20) 

1إر إْ   2, ,...A A ٚim ٚ 1 شٛاتد, 2,...i   ْٚاif  ٍٝدٚاي ذؼرّذ ػh  (59(ٚ)50ٚٔغرخشجٙا ِٓ اٌص١غر١ٓ ) فمػ . 

 

      الأمثلت.4
 

         1مثال 

1 1

0 0

0.975161133197901 7I x y dxdy     

فٟ اٌّشرمح الاٌٚٝ ٌٍذاٌح  (0,1))لأٗ ػٕذ ذؼ٠ٛط إٌمطح (0,1)فٟ إٌمطح ِؼرً اٌّشرماخ اٌجضئ١ح ِغرّش ٌىٕٗ اٌّىاًِ ٕ٘ا 

( , ) 1f x y x y    ) اٌم١ّح ت١ٓ  ماسٔحّاٌ ػٕذٚ( 5سلُ وّا ِٛظخ تاٌشعُ اٌث١أٟ ٌٗ )اٌشىً فاْ إٌاذج ٠ىْٛ غ١ش ِؼشف

اٌّشذثح ٌغا٠ح  ذّاِا"أٙا ِرطاتمح  اٌّاذلاب ٔلادظتشٔاِج ٚل١ّرٗ فٟ  )ِمشتح اٌٝ استؼح ػشش ِشذثح تؼذ اٌفاصٍح( ٌٍرىاًِ اٌرذ١ٍ١ٍح

تذذٚد ذصذ١خ  [3],[2] ٚػٍٝ ولا اٌثؼذ٠ٓ تؼذ اعرخذاَ ذؼج١ً سِٚثشن n=m=64ػٕذِا  اٌشاتؼح ػشش تؼذ اٌفاصٍح 

وّا ستؼح ِشاذة ػشش٠ح تاعرخذاَ لاػذج إٌمطح اٌٛعطٝ ػٍٝ ولا اٌثؼذ٠ٓ ( ت١ّٕا وأد اٌم١ّح صذ١ذح لا (…,2,2.5,4,6,8,10

ػٍّا" اْ اٌٛلد اٌّغرغشق فٟ تشٔاِج اٌّاذلاب ٌٍذغاب  .(5)اٌّثشٕ٘ح  ٝاٌح الا٠ٌّٚٚصً ٘زا ذطث١ما" ٌٍذ (5) ِث١ٓ فٟ اٌجذٚي سلُ

 .شا١ٔح( 4.702واْ)
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 (5شىً سلُ )                                                   

 :لاْ  (0,1)حداٌح اٌّىاًِ ٕ٘ا ِؼرٍح اٌّشرماخ اٌجضئ١ح فٟ إٌمط     
1 1

0 0

1

( , ) 1

1
( , )

2 1

(0,1)

I x y dxdy

let f x y x y

f x y
x x y

f ndis u
x

efined

  

  


 

  






 

 

                  ً  ٚلا٠جاد ل١ّح اٌرىاًِ اػلاٖ ذذ١ٍ١ٍا

       

         

1 1

0 0

1 3 3 3
1

2 2 2
0

0

11 3 3 5 5

2 2 2 2

00

1

2 2
1 1 2 1

3 3

2 4
2 1 1 1

3
0.97516113319

15
7907

I x y dxdy

i x y dx x y y y

ii y y dy y y

  

 
         

 

   
          

   

 





 

 

 

 

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

0

0.5

1
0

0.5

1

x

sqrt(x-y+1.0)

y

1 1

0 0

1I x y dxdy   
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         2مثال 
1 0

2

0 1

0.48758056659899I x x y dxdy


                                                                                    

ٚػٕذ اٌّماسٔح ت١ٓ ( 2 سلُ وّا ِٛظخ تاٌشعُ اٌث١أٟ ٌٗ )شىً (0,0)ِؼرً اٌّشرماخ اٌجضئ١ح فٟ إٌمطح ِغرّش ٌىٕٗ اٌّىاًِ ٕ٘ا 

ٌغا٠ح  أٙا ِرطاتمح ذّاِا" ح( ٚل١ّرٗ فٟ تشٔاِج اٌّاذلاب ٔلادظاٌم١ّح اٌرذ١ٍ١ٍح ٌٍرىاًِ)ِمشتح اٌٝ استؼح ػشش ِشذثح تؼذ اٌفاصٍ

تذذٚد ذصذ١خ  [3],[2]ٚػٍٝ ولا اٌثؼذ٠ٓ تؼذ اعرخذاَ ذؼج١ً سِٚثشن  n=m=256اٌّشذثح اٌصاٌصح ػشش تؼذ اٌفاصٍح  ػٕذِا 

( ت١ّٕا وأد اٌم١ّح صذ١ذح لاستؼح ِشاذة ػشش٠ح تاعرخذاَ لاػذج إٌمطح اٌٛعطٝ ػٍٝ ولا اٌثؼذ٠ٓ وّا  (…,2,2.5,3.5,4,4.5

ػٍّا" اْ اٌٛلد اٌزٞ اعرغشلٗ تشٔاِج اٌّاذلاب ٌٍذغاب .(2٘زا ذطث١ما" ٌٍذاٌح اٌصا١ٔح )اٌّثشٕ٘ح  ( ٠ّٚص2ًِث١ٓ فٟ اٌجذٚي سلُ )

         .شا١ٔح( 6.42واْ)

 

         
1 0

2

0 1

x x y dxdy


   

 

                       

 

 

 

                                        (2شكل رقم )                                                                

 

 

 

 (2شىً سلُ)                                                                                
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-0.6
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-0.2
0

0

0.5

1
0

0.5

1

x
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y
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                                               3مثال 
0 1

4 4

1 0

I x y dxdy


   

ِغرّش ٌىٕٗ  اٌّىاًِ  وزٌه ( 3 سلُ )اٌشعُ اٌث١أٟ ٌٗ ِٛظخ تاٌشى١ًا" اٌرىاِلاخ اٌرٟ ١ٌظ ٌٙا دلا" ذذ١ٍٍاٌرىاًِ ٕ٘ا ِٓ       

ٌٙزا إٌٛع ِٓ اٌرىاِلاخ ِٓ خلاي ذمش٠ث١ح ا٠جاد ل١ُ  فٟ٘زٖ اٌطش٠مح  ٕٚ٘ا ذىّٓ فائذج (0,0)فٟ إٌمطح  ِؼرً اٌّشرماخ اٌجضئ١ح 

 ذ اعرخذاَ ذؼج١ً سِٚثشنتؼ n=m=64ػٕذِا  (تشٔاِج اٌّاذلاب فٟ اٌجذٚي ) شح الاخ١شج اٌصلاِلادظح ذىشاس اٌم١ّح فٟ الاػّذج  

أد اٌم١ّح ت١ّٕا و(0,0) تاٌشغُ ِٓ ٚجٛد الاػرلاي فٟ اٌّشرمح ػٕذ إٌمطح   (…,2,4,6,8,10,12)تذذٚد ذصذ١خ  [3],[2]

وّا ِث١ٓ فٟ اٌجذٚي ِماسٔح ِغ ٘زٖ إٌر١جح اٌثؼذ٠ٓ ِشاذة ػشش٠ح تاعرخذاَ لاػذج إٌمطح اٌٛعطٝ ػٍٝ ولا  صذ١ذح ٌصلاز

 .شا١ٔح( 4.56ػٍّا" اْ اٌٛلد اٌزٞ اعرغشلٗ تشٔاِج اٌّاذلاب ٌٍذغاب واْ).(5)اٌّثشٕ٘ح  ٠ّٚصً ٘زا ذطث١ما" ٌٍذاٌح الاٌٚٝ( .3سلُ)

 

 

                                                        

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

A 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(3شىً سلُ)  

 

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

-1

-0.5

0
0

0.5

1

x

sqrt(x4+y4)

y

0 1

4 4

1 0

I x y dxdy
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n=m MM K=2 K=2.5 K=3.5 K=4 K=4.5 K=5.5 K=6 K=6.5 

1 0.43301270189222                 

2 0.47509375256599 0.48912076945725               

4 0.48457053638524 0.48772946432498 0.48743069930943             

8 0.48684215323603 0.48759935885297 0.48757142036380 0.48758506444288           

16 0.48739820148685 0.48758355090379 0.48758015634851 0.48758100337504 0.48758073263719         

32 0.48753536221080 0.48758108245212 0.48758055238364 0.48758059078255 0.48758056327638 0.48758055544554       

64 0.48756933393666 0.48758065784528 0.48758056666639 0.48758056805122 0.48758056653580 0.48758056668650 0.48758056694051     

128 0.48757777058749 0.48758058280444 0.48758056669037 0.48758056669270 0.48758056660213 0.48758056660520 0.48758056660336 0.48758056659801   

256 0.48757986975309 0.48758056947496 0.48758056661263 0.48758056660509 0.48758056659925 0.48758056659911 0.48758056659898 0.48758056659891 0.48758056659892 

                              ل١ّح اٌرىاًِ ِمشتح لاستؼح ػشش ِشذثح ػشش٠ح                              

1 0

2

0 1

0.48758056659899I x x y dxdy


             

 (2جذٚي سلُ)

 

 

n=m MM K=2 K=2.5 K=4 K=6 K=8 K=10 

1 1.000000000000000 
      

2 0.982962913144534 0.977283884192712 
     

4 0.977422321143223 0.975575457142786 0.975208594243843 
    

8 0.975783506367566 0.975237234775680 0.975164605840140 0.975161673279893 
   

16 0.975326957146770 0.975174774073172 0.975161361434691 0.975161145140995 0.975161136757837 
  

32 0.975204406656240 0.975163556492730 0.975161147660535 0.975161133408925 0.975161133222701 0.975161133194866 
 

64 0.975172273409132 0.975161562326763 0.975161134105080 0.975161133201383 0.975161133198088 0.975161133197895 0.975161133197907 

   ل١ّح اٌرىاًِ ِمشتح لاستؼح ػشش ِشذثح ػشش٠ح

1 1

0 0

0.975161133197901 7I x y dxdy      

 

(5جذٚي سلُ)  

 

 



 2014العذد الثالث/ علمي /  -المجلذ الثاني عشر –مجلت جامعت كربلاء العلميت 
 

555 

 

n=m MM K=2 K=4 K=6 K=8 K=10 K=12 

1 0.35355339059327             

2 0.50395165468759 0.55408440938570           

4 0.53492573297065 0.54525042573166 0.54466149348806         

8 0.54229229234725 0.54474781213945 0.54471430456664 0.54471514283772       

16 0.54411065102254 0.54471677058097 0.54471470114374 0.54471470743862 0.54471470573117     

32 0.54456378940434 0.54471483553161 0.54471470652832 0.54471470661379 0.54471470661055 0.54471470661141   

64 0.54467698335256 0.54471471466863 0.54471470661110 0.54471470661242 0.54471470661241 0.54471470661241 0.54471470661241 

                                                                                                

0 1

4 4

1 0

I x y dxdy


    

 (3جذٚي سلُ )
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 : المناقشت.6
ٌٚىٕٙا  اٌّغرّشج  اٌّىاِلاخ راخ اٌصٕائ١ح ٌٍرىاِلاخ  اٌرمش٠ث١ح اٌم١ُ دغاب ػٕذ أٗ اٌثذس ٘زا جذاٚي ٔرائج خلاي ِٓ ٠رعخ         

y,  اٌثؼذ٠ٓ ولا ػٍٝ اٌٛعطٝ إٌمطح تماػذجِؼرٍح اٌّشرماخ اٌجضئ١ح فٟ غ١ش ادذٜ ٔٙا٠رٟ ِٕطمح اٌرىاًِ  x  ٚػذدىْٛ ذ ػٕذِا 

  اٌخاسجٟ اٌثؼذػٍٝ  اٌفرشج إ١ٌٙا ذجضأ اٌرٟ اٌجضئ١ح اٌفرشاخ ٌؼذد  ِغا٠ٚح  اٌذاخٍٟ اٌثؼذػٍٝ   اٌفرشج إ١ٌٙا ذجضأ اٌرٟ اٌجضئ١ح اٌفرشاخ

ً (    MMلاػذج) اٌماػذج ٘زٖ لذ اػطد  ِٓ ػذد ٚتاعرؼّاي ٌٍرىاِلاخ اٌذم١م١ح اٌم١ُ ِغ ِماسٔح( ػشش٠ح ِشاذة ٌؼذج) صذ١ذح "ل١ّا

 ستؼحلا صذ١ذح ل١ّح ػٍٝ دصٍٕا  الأٚي  اٌرىاًِ فٟ اٌّصاي عث١ً ػٍٝ, ػ١ٍٙاذؼج١ً سِٚثشن  خذاَ اعر دْٚ ِٓ اٌجضئ١ح اٌفرشاخ

 اٌرىاًِٚفٟ   n=m=256ػٕذِا  اٌرىاًِ اٌصأٟ اٌم١ّح صذ١ذح لاستؼح ِشاذة ػشش٠ح  ٚفٟ n=m=64ػٕذِا  ػشش٠ح ِشاذة

 .  n=m=64ػٕذِا  ػشش٠ح ِشاذةصلاز ٌ صذ١ذح اٌم١ّح وأد اٌصاٌس

 ِٓ ل١ًٍ تؼذد الالرشاب عشػح د١س ِٓ أفعً ٔرائج أػطد اٌّزوٛسج  اٌماػذج ِغ سِٚثشن ذؼج١ً غش٠مح اعرؼّاي ػٕذ إٔٗ إلا

 ِشذثح تؼذ اٌفاصٍح( 54) الأٚي ًاٌرىاِ فٟ رذ١ٍ١ٍحاٌ م١ّحٌٍ ِطاتمح وأد رأ  رذ١ٍ١ٍحاٌ اٌرىاِلاخ ل١ُ ِماسٔح ِغ اٌجضئ١ح اٌفرشاخ

64m ػٕذِا n  ( ٟٔ53ٚفٟ اٌرىاًِ اٌصا )ػٕذِا ِشذثح تؼذ اٌفاصٍحm=n=256  ,ٟػٕذِا اٌصاٌس اٌرىاًِ ٚف

64m n  غش٠مح ػٍٝ الاػرّاد ٠ّىٓ ٚتزٌه اٌفاصٍح ذوأد إٌر١جح دل١مح لاستؼح ػشش ِشذثح تؼ RMM ٟدغاب ف 

 .ادذٜ ٔٙا٠رٟ ِٕطمح اٌرىاًِغ١شٌٚىٕٙا ِؼرٍح اٌّشرماخ اٌجضئ١ح فٟ  اٌّغرّشج اٌّىاِلاخ راخ  ٕائ١حاٌص اٌرىاِلاخ

 

 

 المصادر 
[1] Fox L.," Romberg Integration for a Class of Singular Integrands ", comput. J.10 ,pp. 87-93 , 

1967.                                                                                                                               

[2] Fox L. And Linda Hayes , " On the Definite Integration of Singular Integrands "Siamreview. ,12 

, pp. 449-457 , 1970 .                                                                                             

 [3] Hans Schjar and Jacobsen , " Computer Programs for One- and Two-Dimensional     Romberg 

Integration of Complex Function " , The Technical University of Denmark Lyngby  , pp. 1-12 

,1973                                                           

[4] Mohammed A. H. , "Evaluation of Double Integrations " comput J. Vol.  7, No.3,  pp. 21-28 , 

2002                                                                                                                                                   

 [5] Phillip J. Davis and Phillip Rabinowitz , " Methods of Numerical Integration " , Blasdell 

Puplishing Company, pp. 1-2 ,599,113, chapter 5,1975.  

[6] Sastry S. S. , " Introductory Methods of Numerical Analysis " , New Delhi,  pp 5-7 , 2008.          

[7] Shanks J. A. , " Romberg Tables for Singular Integrands "  comput  J.15 ,  pp. 360 , 361 , 1972 . 

  ِاجغر١شِمذِح إٌٝ جاِؼح اٌىٛفحسعاٌح " ,  تؼط اٌطشائك اٌؼذد٠ح ٌذغاب ذىاِلاخ اٌصٕائ١ح ٚاٌصلاش١ح, "  ترٛي داذُ,  ػىاس[ [8

2010       . 

 .     1984ِمذِح إٌٝ جاِؼح اٌثصشج ,  محمد , ػٍٟ دغٓ , " إ٠جاد ل١ُ ذىاِلاخ ِؼرٍح اٌّىاًِ " سعاٌح ِاجغر١ش[ [9

 

 

 



 2014العذد الثالث/ علمي /  -المجلذ الثاني عشر –مجلت جامعت كربلاء العلميت 
 

557 

 

 (1البرنامج )

٘ٛ ٍِف ٌىراتح اٌذاٌح  ,f x y  ٗٚف١ 

function F=  ,f x y ; 

F=  log x y ; 

 (2البرنامج )

٘ٛ ٍِف ٌشعُ ِخطػ اٌذاٌح  ,f x y  فٟ إٌّطمح   , ,a b c d 

clc 

clear 

syms x y 

ezmesh(  log x y ,[a,b,c,d],70) 

 (2البرنامج )

) لا٠جاد ل١ّح اٌرىاًِ اٌصٕائٟ ٌٍذاٌح , )w x y  فٟ إٌّطمح[ , ] [ , ]a b c d   ترطث١ك اٌطش٠محRMM . 

tic 

clear all 

clc 

a=0;b=1;c=-1;d=0;eps=10^(-18); 

%find integral of function g(x)on the [a,b] 

%using RM 

D=[1,2,4,6,8,10,12,14,16,18,20,22,24,26]; 

n=1;h=(b-a)/n;h1=(d-c)/n; 

s(1,1)=1; 

s(1,2)=h*h1*g(a+0.5*h,c+0.5*h1); 

for i=2:12 

 n=2^(i-1);s(i,2)=0; 

 h1=(d-c)/n; 

 for k=1:n 

 h=(b-a)/n; 

 for j=1:n 

 s(i,2)=s(i,2)+h*h1*g(a+h*(2*j-1)/2,c+h1*(2*k-1)/2); 

 s(i,1)=n; 

 end 

 end 

 for l=3:i+1 

  clc 

  s(i,l)=(s(i,l-1)*2^D(l-2)-s(i-1,l-1))/((2^D(l-2))-1) 

  end 

   if abs(s(i,i+1)-s(i,i))<=eps; 

   sprintf('%5.0f%2.13f',n,s(i,i+1)) 

   break 

   else 

   end 

   end 

xlswrite('E:/(Exma.8t8).xls',s,1,'A2') 

toc   

 

                                                                                                          


