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Notes on Exponential Distribution 

 ملاحظات حـــــول التوزيع الاســــــي
 

 أ. د. سليم الغرابي
 جامعة بغداد/ كلية الادارة والاقتصاد

 قسم الاحصاء

 
 المقدمـــــــــة  -1

 له توزيع أسي اذا كان له دالة احتمالية الكثافة بالشكل:  Xالمتغير العشوائي 

      1..............0,;/exp
1

 


xxxf  

 ، هذه هي الحالة الخاصة لتوزيع كاما. 0عندما 

( التدي نحصدل علي دا تسدمل بدالتوزيع 4. الحالدة الخاصدة لد   0غالباً جدداً ولسدبم معلدول ت خدذ 

 الاسي لمعلمة واحدة.
 التوزيع في هذه الحالة يسمل التوزيع الاسي اللياسي، 0  ،1اذا كانت 

 اما بالنسبة لعائلة التوزيع الاسي.

افرض ان                                                HxxfF  ,,,  

علددل  Lebesgueهددي دالددة لمعلمددة واحدددة لعائلددة دوال احتماليددة الكثافددة الاسددية بالنسددبة الددل قيددا  

 التي تكتم بالشكل: Rمع معلمة الفضاء  HCRل   Borelمجموعات 
 

           )2..(..........,,exp,   Bxxdcxtbxf  

افرض ان   xxt   وانb هي قابلة للاشتلاق 

الحالة    b  مع  xxt   احتماليدة قيدا  هي اعتيادياً تعود الل الشدكل اللياسدي ولاجدل دالدة

 وحيدة وتؤدي الل تحويلات  (.)c (.)  ،dلتوزيع اسي لشكل قيا  

          ..,.. ccdd  انيدداً لاجددلR  وهكددذا فاننددا نفددرض انc(o) = o 

 بدون فلدان التعميم.
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 هــــــدف البــــــحث  -2
ي له تطبيلات احصائية كثيرة في هذا البحث استعراض اهم خواص التوزيع الاسي الذ

 وخاصة في المجالات التالية:
 العمليات العشوئية .4
 نظرية المعولية .8
 صفوف الانتظار .3

( لكيفية الحصول علل الملدر غير المنحاز ذو التباين 2وقد قمت باقتراح المبرهنة في البند  
 الاصغر لمعلمة التوزيع.

     Genesisـــــــع: اصــل )او نشــــــــوء( التوزيــــ -3
يوجدد عددة حددالات والتدي واحددة من ددا تتوقدع التوزيددع ا سدي ان يعطدي وصددف مفيدد لملاحظددة 

فددي التطبيددق، نفددرض ان  ”at random at time“التغيددر. واحدددة مددن اهددم هددذه الحددالات تسددمل 
فددي   ي مفددردة ل ددا بعددض التوزيددع م مددا كددان و قددديم و اندده "life time“مسددتلبل و وقددت الحيدداة 

 الوقت الحاضر.
 

 } (life time)تمثل وقت الحياة  X {هذه يمكن ان تكتم شكلياً 
 

   

0,

)1.....(..........0| 000





x

xXPxxxxXP 
 

X  يجم ان تكدون متغيدر عشدوائي مسدتمر موجدم. اذا كدان لده دالدة احتماليدة الكثافدةf(x)  فدان دالدة

 وهي 0xهي اكبر من  xالكثافة الاحتمالية الشرطية، تعطي ان 

 
 

0
1

0

0




xx
xF

xf

x

x  

حيدددث ان التوزيدددع الشدددرطي لددد  مسدددتلبل وقدددت الحيددداة  0xx  هدددو نفددد  توزيدددع غيدددر الشدددرطي

(unconditional)   لx يكون لدينا ، 

 
 

  )2........(..........
1

0

0

0 Pof
xF

xf
x

x

x 


 

ينتج انه اذا     1,0, 00  xFPxF xx تحلق المعادلة التفاضلية 

 
  xFP

dx

xdF
x

x  10  

حيث ان   XP

x exF 01


   ملدمة للشرط  0


xFlinnit x
ox

 

 

نجدد ان   )3.......(..........1
xP

x
oexF


                                              

  

ذلك ان                                                    




x

xPxP

x dtePexF oo

0

01 
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1وان  0( مددع 4هددي مددن الشددكل    Xحتماليددة الكثافدد ة لدد  هددذه ترينددا ان دالددة ا

0

 P  توجددد

حالات اخرى والتي تظ ر التوزيع الاسي اكثر طبيعي. كثير من هدذه تعمدل كعشدوائية تكراريدة  غالبداً 
 ( للحادثة.often in timeفي الوقت 

نحتدداا الددل تحويددل المتغيددرات العشددوائية فددي التوزيددع  غالبدداً  Monte Carloعنددد تطبيددق طريلددة 
الل المتغيرات العشوائية الاسدية.  Standard rectangular distributionالمستطيلي اللياسي 

 .Von Neumammالطريلة المبدعة والتي اقترحت مبكراً من قبل 

نفرض  ...,.........,1,0, iX i لتوزيدع المسدتطيلي هي متتابعدة لمتغيدرات عشدوائية مسدتللة مدن ا

الذي ي خذ الليم الصحيحة الموجبة مدن خدلال  Nاللياسي وتعريف المتغير العشوائي  iX  بواسدطة

 المتباينات









N

j

j

N

j

j

j

j XXXXXxXX
1

0

1

1

00

2

1

01 ,,...,,  

 

نلبل المتباينة  iX  اذاN  كانت فردية ، في الحالات الاخرى نرفض ونعيد الطريلةN عود فردية.ت 

قيمة اول متغيدر 0Xوان  (…,T = 0,1)فردية  Nعدد المتباينات المرفوضة قبل ظ ور  Tافرض   

0XTYفي متباينة اللبول. فان    هي متغير عشوائي اس  مع دالة احتماليدة الكثافدة اللياسدية
xeملائمة اقترحت من قبل  . هناك طريلة اكثرMarsaglia. 

 تكون متغير غير سالم صحيح مع توزيع هندسي: Nافرض 

    ,...2,1,01   neenNP n  

 هو متغير بواسون العشوائي الملطوع عند الصفر ف ن  Mافرض ان 

    ,...2,1,0,!1
1

  mmeemMP
m

  

اخيراً : افرض ان  ,.....3,2,1| iX i  مستللة يتوزع كل من ا هي متتابعة لمتغيرات عشوائية

 التوزيع المستطيلي اللياسي فان

  nXXXNY ,...,,min 21   

 ل ا توزيع أسي.
 

 العـــــــــــــــسوة والدالـــــــــــــــة المولـــــــــــــــد  ل عـــــــــــــــسة: -4
                      Moments and Moment Generating Function 

 
 ( هي4مع دالة احتمالية الكثافة   Xدالة مولدة العزم للمتغير العشوائي    
 

   

  01

1

1

1











 

itt

eteE ttx

 

 

الدالة المميزة هي      itetit
1

1


                                                                    

 دالة مولدة العزم المركزية هي

        txt eteE
1

1
   



      8552/ لسنة  05/ 41المجلد                      مجلة العلوم الاقتصادية والادارية                                                                                             

 295 

هي   Cumulantدالة مولدة ال     tteE tx   1log|log                               

  XEK  1  

 هي (Cumulant)ومن هنا فان المتراكمات 

   1!1  rrK r



  

 نجد ان 4,3,2rضع

 

4

4

3

3

2

2

9

2











xVar

 

 

0,1لاحظ انه اذا كانت     ف ن   xVarxE 1 

 ياسي هو قيا .وعليه فان التوزيع الاسي الل

9,2اول نسم عزمين هما :  21   

 معدل الانحراف هو
 

 
 

 
1

1

212  edxex x  

 لاحظ ان 
 
 
 

736.0
2

tan


edeviationdards

deviationmean
 

2logالوسيط ل ذا التوزيع هو  e . 

 غير، لمدى التالمنوال ل ذا التوزيع هو عند اول ا قيمة،

 

دالة مولدة المعلومات   )1 momentfreguencytheu   1هو
1




u
u

     الentropy  هو

log1. 
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         Estimationالتقدير  -5

nXXXاذا كان  ,...,, دالدة احتماليدة الكثافدة  Yهي متغيرات عشوائية مستللة كدل واحددة  21

تلدير بالامكان الاعظم ل     The moximum Likelihood estimators( فان 4  , 

 هما:

 

  



ˆˆˆ

,...,,minˆ

1

1

21










xxn

xxx

n

i

i

n

 

تلدير الامكان الاعظ  م ل   The moximum Likelihood estimatorsمعلومة فان  اذا كانت 

  ه  ي x اذا كانت ،معلومد ة̂ اع د لاه هد ي لازالد ت تلديد رmax. Likelihood est.   

 .الامكان الاعظم. ل  

 هي ̂دالة احتمالية الكثافة ل  

      










 ttn

n
tf /expˆ  

ب   ( مع تبديل 4ف  الشكل في  والتي هي ل ا ن
n


. 

هددي اذا  ̂التبدداين لدد 
2

2

n


والليمددة المتوقعددة هددي  

n


   اندده مددن المفيددد ملاحظددة ان التبدداين هددو

الليمة المتوقعة ل     1nولي  الل  2nيتناسم الل   ˆˆ x 

هددي  11  n  وان تباين ددا هددو 3212 2   nnn   الليمددة المتوقعددة ل دد x  هددي 

12وان تباين ا هو  n. 
 

          Related Distributionsالتوزيعات المرتبطة بالتوزيع الاسي :  -6
 يوجد عدد م م من التوزيعات اللريبة المتصلة بالتوزيع الاسي.

فان  Xاذا كان المتغير  cxY  :له توزيع أسي 

  )1.4..(....................0,/1   yeyP y

Y

  

 
. اندده مددن cمددع معلمددة ذات شددكل  (.Weibull Dist)ملددك توزيددع وايبددل يلددال ل ددا ان ددا ت Xفددان 

 وللليم الاخرى التكامل ل  c-1اكبر من  cالضروري ان يكون 
 
 

         
 xxxcxP

cc

x exp
11

 

بين   xx  سوف يكون غير محدد,

هدي معروفدة ان تكدون صدفر( التحويدل  هي معروفدة  وغالبداً  c,اذا كانت  cxY   ربمدا

 تستخدم وتوضح بصورة جيدة الطريلة المرافلة مع التوزيع الاسي وتصبح قابلة للتطبيق.
 ليست معلومة فان طريلة خاصة نحتاا لا في هذه الحالة. cاذا 
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xeYاذا كانت     فان 1,4ل ا توزيع أسي للشكل .)X  ل دا توزيدع الليمدة المتطرفدة“extreme 

value”. 
 The double (or)م دد ن التوزيع دد ات الم م دد ة الاخدد رى ه دد و التوزي دد ع ا س دد ي المددزدوا.   

bilateral)expomontial Dist.) هذا هو توزيع المتغير العشوائي .X مع دالة احتمالية الكثافة 

       0/exp2
1




 xxPx  

  (Laplace’s First Law of Error)يعدددرف بلدددانون لابدددلا  الاول للخطددد   انددده ايضددداً 
هدو توزيدع طبيعدي(. التوزيدع  (Laplace’s Second Law of Error) قدانون لابدلا  الثداني 

 xا سي ربما يكون توزيع أسي مزدوا حول 

لددذي اشددير اليدده فددي البنددد الاول. خددذ الحليلددة ان التوزيددع ا سددي ينتمددي الددل عائلددة توزيددع كامددا ا

0,2     2(.نحصل علل توزيدع 4في المعادلة درجدة حريدة. مدن هدذه ندرى انده اذا  8مدع

nxxxكانددت  ,...,, ( فددان 4متغيددرات عشددوائية مسددتللة وكددل من ددا ل ددا دالددة احتماليددة الكثافددة فددي   21

2الوسط الحسابي هو يتوزع كما ي تي:

2

1

2

1
nn  



  . 

 

 التوزيـــــــــــــــــــــــع الاســـــــــــــــــــــــي العـــــــــــــــــــــــاة   - 7
                            A Generalization of the Exponential Dist  
لدالة التوزيع التجمعي  تلدير   xFe x   11 / 

حيددث ان  xF  هددي دالددة التوزيددع التجمعددي للمتغيددر العشددوائي غيددر السددالم الددذي بحددث مددن قبددل

Gercbah هددو اقدددر كتلدددير مبنددي علددل عينددة عشددوائية ذات حجددم .kmn  قسددم العينددة الددل .m 

ائي مع مجموعة بشكل عشو jX1
  اصغر قيمة من المجموعj th  فانه تحدت شدروط رتيبدة علدل .

 xF. 

 


 
m

j

xXKm
1

1

1̂  

 .تؤل الل  m.kكان  هي تلدير متسق ل   

 ايضاً 

   
 

   
 































km
o

kmoF

of

m
V

k
o

koF

of
E

1

1

4ˆ

1

1
ˆ

42

3







 

حيث ان    xFxf   

مدع تلريدم معامدل الثلدة  واسطة استخدام التلريم الطبيعي فان فترة الثلة ل  ب 1 هدي تحصدل

 كالاتي:

 
   



















koF

of
mK

1
/ˆ

3

2


    

هدو يحصدل بواسدطة جعدل الملددار داخدل الاقدوا  اصدغر مدا  n =kmالاختيدار الافضدل لحجدم العيندة 
 يمكن.
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 نا ان اذكر ان التوزيع ا سي هو التوزيع المستمر الوحيد الذي يحلق خاصية ماركوف من المفيد ه
 

   bXPaXbaXP  |  

 
وهذا يعني اذا استغرقنا تواً بعض الزمن في الانتظدار فدان التوزيدع الاقصدل لدزمن الانتظدار هدو نفد  

 توزيع زمن الانتظار الابتدائي.
 ات التالية:ويمكن التحلق من ذلك باتباع الخطو

 

 
 

 

 
 
 

 aXPe

dXe

dXe

aXP

baXP
aXbaXP

aXbaXob

aXP

aXandbaXP
aXbaXP

b

a

X

ba

X








































|

,

|

 

 

 مبرهنة -8
nXXXلتكن    ,...,,  . افرض انعينة عشوائية من مجتمع يتوزع أسياً بمعلمة  21

 

    
 aeaG  1  

 

ة التباين الاصغر للدال ذو ثابت غير سالم. عندئذ يكون الملدر غير المتحيز aحيث ان   

 

 
1

* 11













N

x
XN

a
aG  

  N > 1حيث ان 
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 البرهــــان 
 من الواضح ان 

 









aX

aX
aG

a

a

x
;1

;0
*

 

 N=1عندما 

هي كافيدة وتامدة وعليده لغدرض برهدان ان  Xالاحصاءة  aGx

هدو الملددر غيدر المنحداز للتبداين  *

 .الاصغر

يكفي ان نجد ملدر غير منحاز للدالة    وهو بالطبع دالة فيX 

 









aX

aX
XXXBB

a

a

N
;1

;0
,...,, 21  

 هو ملدر غير متحيز وكذلك
 

   
 




















X
XN

a

XXX

X
P

XNXXXaXP

XNXXXBEXB

n

n

n

|
...

...|

,...,,|

21

1

211

21

*







 

وبما ان المتغيرين العشوائيين 
N

N
XXX

X
XXX




...
,...

21

1
 مستللان فان 21

  














XN

a

XXX

X
PXB

n...21

1*

  

 
 .يعتمد علل  وبما ان الطرف الايمن لا

132ولمددا كددان المتغيددرين  1افددرض ان  ,... XXXX N  همددا مسددتللان ويتددوزع كددل

علددل الترتيددم. فددان توزيددع  N-1، 4من مددا توزيددع كامددا بددالمعلمتين 
NXXX

X

 ...21

يتددوزع  1

 N-1، 4تا بالمعلمتين بي

 
 
   

 

  1

0

1

0

1111*

11
1

1

1
11

11




























 

N
XN

a

N

XN

a

N

x

XN

a

N

u

duuu
N

N
aG
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 المع مة الموقعية -9
RHافرض ان               

تسمل    )1...(..........,, HXg                                                   

يتوزع بالنسبة الل  Xبالموقع العائلي فيما كان المتغير العشوائي  ,g فدان  يRy  ازاحدة

مرة اخرى له توزيع من هذه العائلة. هنا الليمدة الجديددة للمعلمدة ربمدا تعتمدد علدل كدلا  x+yالمتغير 

,y  ذلك انه يوجد دالة  ,y  بحيث ان 

     )2........(..........,,;,,, Ryxyxgyxg    

   

معطاة توجد ازاحة  ر من ذلك ، نفرض انه لكل اكث    v  مع   0,   v   وان العك
1v   يمكن اعادة كتابت ا كما ي تي:8له وجود وقابلة للاشتلاق وهكذا فان ) 

 

    yyxgxg ,,,    

بواسطة كتابة    ,: xgxf  نحصل علل ،  v ،  1 v  وان 

     

      
      
       )3(....................exp

,exp

exp

,,

xfx

oxgx

xdcxb

xgoxgxf

















 

 

حيث ان             11 ,   vcobvb .هي قابلة للاشتلاق 

ل الجاندم الايسدر قابدل والتي تؤدي الل جعد ( فانه قابل للاشتلاق بالنسبة الل 3  الجانم الايمن ل  

 .fللاشتلاق وهكذا ل  
 يؤدي الل:  oفي الحليلة الاشتلاق عند 

 

             )4.......(..........: xfABXxfoxoxf    

 
تكون موجبة، علل الاقل في نلطة واحدة فانه يجدم ان تكدون موجدم  f( ترى انه عندما 3انظر الل  

 في كل مكان.
 ( الل 1وهكذا نستطيع تكامل  

  CAxBxxf  2/log 2  

BAك ن ددا دالددة احتماليددة الكثافددة لتوزيددع طبيعددي مددع معدددل  fوالتددي نعددرض في ددا  /  وتبدداين
B

1
 

oBوالتي ايضاً تؤدي الل    ي تي: ( ماذا ترى؟ ترى ما3. انظر الل 

 .Lindley,(1965) Borges and pfanzagl]( 4502انظر ايضاً   [
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( مددع 4اذا العائلددة الاسدية فددي الشدكل    4العبدارة   xxt   هدي عائلددة موقعيدة واندده تكدون عائلددة

التوزيع الطبيعي لدوال احتمالية الكثافة مع تباين ثابت 
B

1
 ومع توقع  معدل( 

   BbBAv ./    

 (، نحسم ان 8، والمعادلة  4من العبارة  4ملاحظة 

    yvvy    1,  

 

اذا اجرينددا نفدد  التطددوير بدددون تخصدديص   8ملاحظددة   xxt   سددوف 1، المعادلددة التفاضددلية )

 تكون بالشكل

      xfAxBtxf   

 
الحالدة  (up to obvious modifications)نحدن مددينين الدل حكدم واحدد لاجدل الاشدارة الدل ان 

  xext   هي فلط الحالة مدع  xxt   تسدمح لحدل والدذي يجعدلf  ،تكدون دالدة احتماليدة الكثافدة

 تلود الل العائلة

   xeexg x    exp,  

 
 .e.g.,ferguson] 1962انظر [
 

 Scale Parameterمع مة القياش         -13
 افرض ان

 oZZRH  ,*  

 عائلة دوال احتمالية الكثافة

  HxxgF  ,,,   

يتدوزع بالنسدبة الدل  X، اذا لاجدل المتغيدر العشدوائي (Scale family)سدوف تسدمل قيدا  العائلدة 

 ,xg واي مضاعف موجم ،yX  سوف ايضاً يملك دالة احتمالية الكثافة للعائلة–F اذا ذلك انه ،

معطاة يوجد  y > oلاجل   oy , :بحيث ان 

     )5.....(..........0,,,,  xyaXgxyyg   

معطدداة، يوجددد  مددرة اخددرى سددوف نفددرض اندده لاجددل   ov   بحيددث ان   1,  va  وان

 للاشتلاق.له وجود وهي قابلة  1vالعك  

 (، نحصل علل 0في   xبدل  x/yبواسطة وضع 

     yyayxgxg /,,/,    

بواسطة تعريف    1,1 xgxf    3نستطيع المناقشة في تشابه جزئي الل) 
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     

      
      
       )6...(....................exp

1,exp

exp

,1,//

xfx

xgx

xdcxb

xgxgxf

















 

 

حيث ان   v                                      وحيث ان      11 bvb    

وان                                                                     11 cvc    

 الان تكون ممكنة وتؤدي الل  1عند هي قابلة للاشتلاق. اشتق النسبة الل 

            xfABXxfxBxfx ,:111    

 التفاضلية يكون ل ا حل الدالة هذه المعادلة

   BXCXxf A  exp  

وان   1Aوالتي تكون دالة احتمالية الكثافة اذا  11 1   AB A    

 الحل الن ائي يكون

        

       xbXAb

vvxfxgxg

AA









exp1

///1,/,

1
 

 
 Boryes and Pfanzagl Lind 4590 ;انظدر ايضداً  [ذلدك انده شاه  د دنا العبدارة التاليدة 

ley(1958) 
 

( هي قيا  عائلي، فانه تكون عائلة توزيع كاما مدع شدكل ثابدت 4كما اعطت في   Fاذا   8الع بارة 

ومع قيا  المعلمة  Aللمعلمة  b 

 

 ، نحن نملك 4في التشابه الجزئي للملاحظة   3ملاحظ ة 

    yvvya /, 1    
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