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 حول نظريت نيبيك في انتقارب انمقيذ
 

 يانك ععذ انًٓجح  

 لغى انشياضياخ ٔذطثيماخ انحاعٕب –جايعح انًثُٗ / كهيح انعهٕو 
  

Abstract. 
   In 2010 Al-Muhja [1] , introduced paper on Lebesgue integral theorem . In this paper , we 

discuss the some theorem in constrained approximation by using definitions Lebesgue _ Stieltjes 

_ i and the pseudo _ Lebesgue _ Stieltjes integral . 

  انخلاصـــت :
 –ٔنيثيك  i –عريهرجظ  –في ْزا انثحث َـمُذو َظشيح نيثيك ٔتعض انُظشياخ في انرماسب انًميذ تاعرخذاو يفٕٓيي نيثيك       

 عاً نرٕعيع َظشيح ايكٕسٔف َٔظشيح نٕصيٍ لاحماً . عريهرجظ انكارب ي

 

Introduction. 
   In many directions , use has been made of a Borel measurable family  R  , suth that R  real 

number . The main aim of this paper is to introduce a theorem 5.2, by using some definitions 

Lebesgue _ Stieltjes .    

 

                 انمقذمت : 1.
تاعةرخذاو تعةض يفةاْيى نيثيةك    ٔنلاخرصاس ذـكُرة يجًٕعةح لاتهةح نهميةاط" "َظشيح انمياط انهيثيكي  حث انٗ ذٕعيعثيٓذف ان       

نهٕصٕل انٗ حانةح ككثةش ذعًةيى ذغةاعذ فيًةا تعةذ انةٗ ذٕعةيع َظشيةح ايكةٕسٔف  [1,4,6]عريهرجظ في انركايم كًا جاء في انًصادس 

 .  َٔظشيح نٕصيٍ

 

 [5]مبرهنت :  1.1. 

نركٍ  nE  1يرراتعح يٍ انًجًٕعاخ انًميذج انماتهح نهمياط حيث nn EE  نكمn  ارا كاَد انًجًٕعةح .n
n

EE   يجًٕعةح

فاٌ انًرراتعح انعذديح يميذج   nE  ٌيرماستح ٔا   EEn   .  

  

يجًٕعةح اععةذاد انحميميةح ٔنةركٍ  Rنركٍ  R  طائفةح لاتهةح نهميةاط تةٕسلBorel measurable  حيةث RA   يجًٕعةح

عةريهرجظ  –تاعةرخذاو يفٓةٕييٍ يةٍ يفةاْيى نيثيةك  5.2فةي كراتةح انًثشُْةح  يُصةة اْرًاو ْةزا انثحةث لاحظ اٌلاتهح نهمياط تٕسل . 

 الأستعح .

 

                  [1]  تعريف :  2.1.  

RSfيجًٕعح لاتهح نهمياط ٔنركٍ  Sنركٍ  :  ٍدانح يميذج ٔنةركRSg : نكةم ذجضئةح  نيثيكيةح  . دانةح ييةش يرُالصةحP 

 َضع  Sنهًجًٕعح 

                                                                     



n

i

ii SgmgPfLS
1

,,  

                                                                     



n

i

ii SgMgPfLS
1

,,    

 , ٔ اٌ  Sْي دانح انمياط نهًجًٕعح  حيث كٌ 

                                                                              ii Sxxfm  :inf    

                                                                             ii SxxfM  :sup      

 دانح ييش يرُالصح فاٌ  gتًا اٌ 

                                                                               0   1 ii xgxg  

                                                              gPfLS ,,   gPfLS ,,   
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 فاٌ  Pذجضئح يُعًح نهرجضئح  Pإرا كاَد 

                                                                    gPfLSgPfLS ,,,,  

 

                                                                    gPfLSgPfLS ,,,,    

12إرا كاَد  , PP  ذجضئريٍ نهًجًٕعحS ٌفا 

                                                                    gPfLSgPfLS ,,,, 21   

                                          SsetofpartpgPfLSgfLS :,,,  

                                          SsetofpartpgPfLSgfLS :,,,  

                                                                          gfLS ,sup  fdg 

                                                                           gfLS ,inf  fdg 

fdg ارا كاٌ  fdg ٌفُمٕل ا f لاتهح نهركايم تانُغثح نهذانح g .  

 

    . انرعشيف انراني في كراتح [1]. عٕف َعرًذ انًصذس  [6,4,1], ساجع  عًٕييح ككثش تأعهٕبمذو ذكايم نيثيك   عريهرجظ ـُ عُ

    عريف :ت3.1. 

RSfيجًٕعح لاتهح نهميةاط ٔنةركٍ  Sنركٍ  :  ٍدانةح يميةذج ٔنةركRSg i : ٔIi  دٔال ييةش يرُالصةح . نكةم ذجضئةح

 ذصثح  Sنهًجًٕعح  Pنيثيكيح 

                                                              
 


n

j Ii

jij SgmgPfLS
1

,,   

           



Ii

nin

Ii

i

Ii

i SgmSgmSgm  .........2211  

                                                              
 


n

j Ii

jij SgMgPfLS
1

,,  

         



Ii

nin

Ii

i

Ii

i SgMSgMSgM  .........2211  

 تحيث اٌ 

                                        jj SxxfM  :sup  ٔ  jj Sxxfm  :inf   

,......,ٔاٌ     21 ggg  

 دٔال ييش يرُالصح فاٌ  igتًا اٌ  

                                                                                   01  jiji xgxg  

                                                                      gPfLSgPfLS ,,,,   

                                            SsetofpartPgPfLSgfLS :,,,  

                                            SsetofpartPgPfLSgfLS :,,,   

                                                                     



Ii i

gfLSdgf ,sup 

                                                                       



Ii

i gfLSdgf ,inf 

                                                                      



Ii

i
Ii i

fdgfdg 

لاتهح نهركايم  fٔعُذ انًغأاج َمٕل اٌ انذانح  i  ٗتانُغثح انig  نكمIi . 
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  [6]   تعريف :4.1. 

نيكٍ  ,,I  شثّ حهمح نهفرةشج انجضئيةح  ,I ٍٔنةرك  S  تحيةثS  يًُثةم جثةش  ًٗذغةP  احرًانيةح

ISPكارتح  : : ارا ذحممد انششٔط 

1.   0P  ٔ  1P . 

2.  i

i

i

i

APAP 

















11

  نكمiA  يجًٕعاخ يُفصهح فيS  ٔNi .    

اٌ انثلاثي ٔيمال  PS,,  ْةٕ فضةاء الاحرًانيةح انكةارب . َٔعةشف انضةشب انةذاخهي نلاحرًانيةحp نصةيةحتا Pp   ٌفةا

انثلاثي  pS,, . يغًٗ فضاء الاحرًانيح 

 

 [6]  تعريف :5.1. 

 نيكٍ PS,,  ٔ فضاء الاحرًانيح انكاربp  انضشب انذاخهي نلاحرًانيح . ٔنركٍ انذانح ْٕRf :  ٌيرةيةش عشةٕائي فةا

f  ْٕذكايم نيثيك انكارب نذانح  
  dpfdPf  1  . 

 

. فةي َظشيةح  [4] عةريهرجظ –دانح لاتهح نمياط نيثيةك  ذٕصيع تحيث اٌ  حدان يرةيش عشٕائي لاتم نهركايم ٔنركٍ  نيكٍ       

RRfنةةةح غةةةًٗ انميًةةةح انًرٕعةةةطح نهذاذالاحرًانيةةةح  : تحيةةةث  انماتهةةةح نهميةةةاطf  يرةيةةةش عشةةةٕائي فةةةي فضةةةاء الاحرًانيةةةح

  ,, RR   عريهرجظ نذانح  –ذغًٗ ذكايم نيثيكf  ٗتانُغثح ان  ٔيشيض نُّ تانشيض df تانشيض ا ٔ df   . 

 

 [6]  تعريف :6.1. 

نيكٍ  PS,, ٔ نةركٍفضاء الاحرًانيح انكارب R:  يرةيةش عشةٕائي فةاٌ دانةح انرٕصيةع انكارتةحRR:  نهًرةيةش

 ذعُشف تانصيةح :  انعشٕائي 

                                                        RxxPxPx  ;:   

 ٔيغًٗ انركايم 
   dfdf 1  عريهرجظ انكارب . –تركايم نيثيك 

 

 [6]   مبرهنت :7.1. 

 نةةيكٍ PS,,  ٍفضةةاء الاحرًانيةةح انكةةارب ٔنةةركRR : ةيةةش انعشةةٕائي دانةةح انرٕصيةةع نهًر فةةاٌ دانةةح انرٕصيةةع انكارتةةح 

RR:  نهًرةيش انعشٕائي  ُعثش عُٓا تانصيةح ي 1 . 

 

  [6]  تعريف :8.1. 

RR ٔنةةركٍ  دانةةح انرٕصيةةع انكارتةةح نهًرةيةةش انعشةةٕائي RR:نةةركٍ  :  عةةريهرجظ  –دانةةح انرٕصيةةع فةةاٌ ليةةاط نيثيةةك

انكارب   RR :
  يعُشف تانصيةح


  1  انمياط انكارب"ٔنلاخرصاس ذـكُرة" . 

 

  ناث وانحقائق انمساعذة.مبرهبعض ان2. 
 .  ]ساجع يصادس انثحث  [إنيٓا في َظشيح نيثيك في انرماسب انًميذ يؤخشاً  انري ذى انرٕصمحمائك انمذو في ْزا انثُذ ـُ عُ

 

 [1]:   مبرهنت 1.2. 

يجًٕعح يميذج ٔلاتهح نهمياط ٔنركٍ  Sنركٍ  nf  يرراتعح يٍ انذٔال انًميذج انماتهح نهركايم عهٗ انًجًٕعحS  تانُغثح نهذانح

ig  ييش انًرُالصح . ارا كاَد ْزِ انًرراتعح ذمرشب انٗ انذانحf  ٗتاَرظاو عهS  ٌفا .f  ٗلاتهح نهركايم تانُغثح انig ييش 

    رُالصح ٔاٌانً  
 


Ii Ii S

in

S

i dgfdgflim . 

 [3]تعريف :   2.2.

نركٍ  nf  ٗيرراتعح يٍ انةذٔال انًعشفةح عهةS  ٌيمةال ا . nf
 

تحيةث  0Mاَرظةاو ارا ٔجةذ تيرراتعةح يميةذج   Mxfn  

 .  Nnٔنكم  Sx نكم



 مجلة جامعة كربلاء العلمية – المجلد العاشر - العدد الثاني / علمي / 0210
 

 23 

 

 [3]تعريف :   3.2.

نركٍ  nf  يرراتعح يٍ انذٔال يمال اٌ انًرراتعةح nf  ذمرةشب انةٗ انذانةحf تميةٕد عهةٗ انًجًٕعةح S  ارا كاَةد انًرراتعةح nf 

ٔكاَد انًرراتعح انعذديح  Sيميذج تاَرظاو عهٗ   xf n  ٗذمرشب ان xf  نكمSx . 

 

 [1]:   مبرهنت 4.2. 

RSfٔكاَةد  Rميذج فةي يجًٕعح ي Sإرا كاَد  :  نةركٍدانةح يميةذج ٔلاتهةح نهميةاط . ig يرُالصةح فةي  دانةح ييةشS  ٌفةا ,

 . Iiنكم  igلاتهح نهركايم تانُغثح انٗ   fانذانح 

 

 نيثيك في انرماسب انًميذ .  َظشيحٔانري ذغًٗ  iتاعرخذاو ذعشيف نيثيك   عريهرجظ   حح انرانية انُظشيعُكرُ 

 [1]:  ت مبرهن5.2. 

يجًٕعح يميذج لاتهح نهمياط ٔنركٍ  Sنركٍ  nf يرراتعح يٍ انذٔال انماتهح نهمياط عه ٗS ٔig  ييش يرُالصح فةيS  كرا كاَةد .

 nf  ٗذمرشب إنf ٌتميٕد . فا  
 


Ii Ii S

i

S

ni dgfLSdgfLS  . 

 [6]:  مبرهنت 6.2. 

دانح انرٕصيع انكارتح فاٌ نكم  كٍ يرةيش عشٕائي ٔنر نيكٍ  RA  : ذحمك انششط الاذي 

                                                                                                             AAP 
 1   . 

 .تقارب انمقيذان3. 

 . انًثشُْح انرانيحت ٔعُثذك كٔلاً  5.2هًثشُْح ن في ْزا انثُذ ذعًيى ذومعٕف َ

 

 مبرهنت : 1.3.

فاَةةّ ذٕجةذ دانةح ٔحيةةذج  دانةح انرٕصيةع انكارتةةح نهًرةيةش انعشةٕائي  RR:نةركٍ   RR  :


  لاتهةح نهميةاط انكةةارب

تحيث اٌ       abba   



 Rbaنكم  , ,  ٔba  . 

 انبرهان :

Rbaنيكٍ  ,  ٔba   فاٌ 8.1ٔتاعرخذاو ذعشيف 

                                                                                                       baba ,, 1








 

                                                                                 













  ba

timesei

,...1

     

                                                                   













  ab

timeseitimesei

  ......1  

                                                       






























  ab

timeseitimesei

   ......1     

                                                                                            ab     1
 

                                                                                                    a

Θ b  

الآٌ عُثشٍْ ٔحذاَيح انذانح 



  . 

نركٍ   RR  :


  ٔ  RR  :


  دٔال لاتهح نهمياط انكارب تحيث








    ٗعهJ  

                                                                                        RbababaJ  ,;:, 

تًا اٌ 







    ٌار








     

                                                                              RAAA   ,






  
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ٔعهيّ نكم  RA   

                                                               AAAA 














     11  

ارٌ 






    ٗعه R . 

 

 عُـُمذو انًثشُْح انرانيح انري ذـًُثم يفٕٓو جذيذ نركايلاخ نيثيك .  

 مبرهنت :2.3. 

دانح انرٕصيع انكارتح تحيث  يرةيش عشٕائي لاتم نهركايم ٔنركٍ  نيكٍ    ارا كاَد .RRf : لاتهةح  يميةذج دانةح

 يكٌٕ تانصيةح  غثح تانُ fانكارب نذانح  i –عريهرجظ  –فاٌ ذكايم نيثيك  انكارب نهمياط

                                               












 









 dfdf
Ii R

i

Ii R

i 1
 

ٔنكم  nf اٌ  تحيث انكارب يرراتعح يٍ انذٔال انماتهح نهمياط nf  ٗذمرشب إنf   ٌفا              

                                                    dfdf
Ii R

i

Ii

n

R

i 




 . 

 انبرهان :

يرةيش عشٕائي في فضاء الاحرًانيح انكارب  fنركٍ انذانح   ,, RR  . 

                                                                                   
 






Ii

jj

n

jIi R

i Adf 

 
1

  

                       3.3
1

1














 

 




Ii

n

j

jj A


  

                                                               










 

 




Ii

n

j

jj A
1

11 . 


  

                                                                       










 

 




Ii

n

j

jj A
1

1 . 


  

 1.3ٔ يثشُْح  6.2ٔتاعرخذاو يثشُْح 

                                                                 










 

 



Ii

n

j

jj AP
1

11 .   

 4.1ٔتاعرخذاو ذعشيف 

                                                                   










 

 



Ii

n

j

jj Ap
1

11 .   

  1.3ٔتاعرخذاو تشْاٌ يثشُْح 

                                                                          










 

 




Ii

n

j

jj A
1

1 .


  

                     3.41














 



  df
Ii R

i  

عُثشٍْ ذماسب انًرراتعح  الاٌ nf .  

نركٍ  nf 0تحيث  انكارب يرراتعح يٍ انذٔال انماتهح نهمياطnf  ٌٔاffn  . 

                                                                          












 











 dfdf
Ii

n

R

i
n

n

Ii R

i
n

limlim 1
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                                                                          












 




  df
Ii

n
n

R

i lim1
    

                                                                                












 



  df
Ii R

i 1
  

 فاٌ  4.3ٔتاعرخذاو 

                                                                                           .df
Ii R

i




    

 

َمطح اَطلاق نكراتح َظشيح ايكٕسٔف ( حغة عهًُأانري ذـُعذ ) 1.1يًُكٍ كراتح انًثشُْح انرانيح انري ذـًُثم ذٕعيع نهًثشُْح  ٌكلا

                        َٔظشيح نٕصيٍ لاحماً تالأعهٕب انجذيذ .

 مبرهنت :5.3. 

 . ارا كاَد دانح انرٕصيع انكارتح يرةيش عشٕائي لاتم نهركايم ٔنركٍ  نيكٍ  
NnnE


انكارب  يرراتعح يٍ انذٔال انماتهح نهمياط 

RRf تحيث اٌ : عهٗ  انكارب دانح لاتهح نهمياطEEk
k




lim  ٌفا







Ii E

i

Ii E

i
k

dfdf

k

 lim .  

 انبرهان :

تحيث  انكارب يجًٕعح لاتهح نهمياط jAنركٍ  EAj   

                                                               jkj

Ii

n

j
k

Ii E

i
k

AEdf

k



  



 
 





1

limlim  

                                              



























  

 





Ii

n

j

jkj
k

AE
1

1 lim 


  

                                              



























  

 





Ii

n

j

jk
k

j AE
1

1 lim 


    

                                       




















































  

 








Ii

n

j

jk
k

j AE
1 1

1 


  

  8.1ٔتاعرخذاو ذعشيف 

                          















































































  

 








Ii

n

j

jk
k

j AE
1 1

11 


  

  1.3ٔتاعرخذاو يثشُْح 

                             



























































 



  j

timesei

j

n

j

AE
     ...1

1

1  

                                              










 





  jj

n

jIi

AE 


 1

1

1
     

                                                     



























  

 




Ii

n

j

jj AE
1

1 


  

    فاٌ  4.3ٔتاعرخذاو 

                                                                           












 




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                                                                                     .
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
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