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 قسم الاحصاء
 المقدهة .1

),(( هي عينة عشوائية من توزيع له  االهة امتميليهة الفةيفهة X1, X2, …. , Xnافرض ان ) xf .

( MLEتقهاير لممفهين اظع ه  ) المةيل المعتيا في مةل هفذا ˆ
1L  ههو لهيو وميها ذي هذ),( xf  ليفهون

(فةيفة منت مة علي ، مةل 
2

1
,

2

1
(  . 

اله  [ ذيظضهيفة Hogg and Craig (1978, P(207)[ او  Bicked and Doksum (1977, P111)ان هر  

 في فترة معينة. MLE'S. هذا المةيل وصف ذلك من الممفن ل  ذيعيةامضير ذعض اظمور غير الط

),(في هذا المذمث تفون فئة فذيهرة مهن اظمةلهة  xf   والتهي تفهون مهع امتميليهة مو ذهة. الهMLE 

ليسهت فهي الرتهرة. ̂هو غير وميا في طريقة اسيسية، ذلك ان اظ تذيرات ممفنهة له   2ذنيت عل  مةيل ذم   

),(الفةيفيت  xf ( لذعض معنه  طذيعهي ذلهك يمفهن ا تذيرههي ان تفهون اميايهة ظ هل انMLE  مذنيه  عله )

ممم ة مرراة هي اائميً ومياة. الفةيفة الفوشية مع معلمة ممييهة ههي هفهذا امةهيل. المنييشهة يمفهن ان تفهون 
ظ هل امةلهة ذم هو  ا تذيريهة وان منييشهة مسهيلة ذنهي  فرهو   MLEله   متقطعة لتوضيح غير ومياة اسيسهية

 [.Lehmann 0981ان ر .  MLE'Sلتقايرات عا  وماانية 

 لاجل فئة في الكثبفبت MLEعدم وحدانية الـ .2
The Nonuiqueness of the MLE for Class of Densities. 

 الشروط الةمةة التيلية: تمقق Rهي االة امتميلية الفةيفة معرفة عل   gان  افرض
0 .g  وهي مو ذة ذ ميع القي . 0هي االة مستمرة ومتميةلة مول نقطة اظصل 
2 .g 0 هي مستمرة وييذلة لمشتقيق مرتين ل ميع القي  عاا رذمي عنا . 
gh. اذا فتذني 3 log  0فين)( yh    لذعض ييy .التي ظ تسيوي صرر 

 لميلة مع هفذا فةيفة يمفن ان تفون مرفذة هي سوف تنييش ا يراً في نهيية هذا المذمث.ا

),(افرض ان  21 xx  هو متغير عشوائي من توزيع ل  االة امتميليهة الفةيفهة)(),(   xgxf  ميهث ان

Rx  وانR. 

21افهههههرض ان  , xx   21همهههههي يهههههي  مشهههههيها  لههههه , XX   2علههههه  التهههههوالي، نفتههههه)( 21 XXX   وان

2)( 21 XX  :االة اظمفين اظع   هي تعط  ذيلشفل 

)()(

)()()/( 21









XgXg

XgXgXL
 

 :0Kتريني ان  لفل  1فرضية 

)1.....()()()/()/( KgKgXKXLXKXL  

)0̂/(هفذا  XL  هي متميةلة مولX. 

، يو ها y(a,b)( ذميهث انه  لفهل a,b، يو ها ) 3،  2ليسهت وميهاة مسه  الررضهية  او ان  X̂اذاً امي 

0  ذميث ان 

)2(.....)()()(

)()()()(

2
ygygygor

yhyhyhyh












 

21افرض ان  , xx  هي ذميث ان),( ba( تريني ذين  يو ا 1( ، )2. فين )0  ذميث ان 
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)/(\)()()()/(
2

XXLgggXXL   

ˆ,ˆuiquenot  isاذاً ليست ومياة  X   

هي ليسهت وميهاة ههي عله  اظيهل افذهر  ̂في الرترة اظمتميلية ذلك ان  ليو ̂وان اظ تذير الممتمل ل  

221في اظمتميلية  XX  (  تعوا الهa,b اظمتميليهة اظ يهرة ههي مو ذهة ذسهذ  ان .)g  ههي مو ذهة لفهل

 القي .
ههي سههلة التقيذهل.   2،  1الشهروط   تمقهق الشهروط المطلوذه gلفةيفهيت  ةااا فذيرعاظن نرى ان  يو ا ا

)(L3 ،0ان معيفو افرض   yh   لفل ييy  التي ظ تسهيوي صهرر. فينه  مهن السههل ان نهرى ان)(xg 

ي ه  ان  gة العهز . فهي التطذيهق لهي االة مولا g، وان Xاظسي عنامي التغير  نتي ة ال  الصرر عنا

)(0يفون لهي عز  مماوا لفل الترتيذيت اذا فين   yh  لفل القي  وهفذا اذا فينهتg  ولههي عهز   2،  1تمقهق

 اوتوميتيفييً. 3سوف تمقق  gغير مماا لذعض الرتذة، فين 
 MLE. اله  1يا. وهفذا لعينة ذات م   ظن تفون امياية مع منوال وم gان  من الواضح انني نستطيع ا تذير 

 التي تمقق  gيفون وميا. الفةيفيت 

)3(....)()()(2   ygygyg 

RyRلفل    , .تسم  لوغيرت  المقعر 

),()(ههي لوغهيرت  المقعهر، فههين  gاذاً    Xgxf ( ههيa Polya Frequency Function مههن )

 .[Lehmann , (1959,P.115ان ر   2نوع 
ههو وميها ظ هل  ل   MLEمن السهولة يمفن ان ال   0( عنامي  3اذا ايقني في المتذيينة المتمققة في )

ي   ان يفهون glogهو ضروري لفون  ̂عينيت من اي م  . وهفذا هافني الذي ات  مول عا  وماانية ال  

 مما  ذشفل اييق عل  ذعض الرترة.

 Examples. الاهثلة 3
ghنرهههههرض  2فهههههي ههههههذا المذمهههههث نمضهههههر مةهههههيلين م صصهههههين توضهههههيح نتي هههههة المذمهههههث  log ،

)(),(   Xgxf ،̂  هههي المقههارMLE   لهه القيمتههين الممم تههين 2  عينههة ذات م هه  مذنيههة علهه .

21 , xx  همي مفتوذة ذيلشفلX. 

 
 (1مةيل )

 افرض ان 

  1)21()(


 yyg 

 فأن

  222 )1()1(2)( yyyh  

)(0اذا        yh  

221هي غير ومياة طيلمي يفون  ̂. فين  يتذع ان 1yعنامي  XX  
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 هذ  يمفن ايضيً ان تمقق مذيشرة فمي يأتي:
 ذمي ان

12 )1(2)(  yyyh 

 تملك

   22 )(1

)(

)(1

)(log

2

1









 













X

X

X

XL
 

 

 
  22

22

)(1)(1

1)()(2log

2

1





 








XX

XXL
 

 ةمةة  ذور هي:  فين معيالة اظمفين يفون لهي 1افرض ان 

XX   ,)1( 2
1

، المشهههتقة  الههه   تهههزااا مهههن  ، افةهههر مهههن ذلهههك عنهههامي 2

 السيذقة هي عل  التعيي  مو ذة، سيلذة، مو ذة، سيلذة، ان  يتذع ذلك ان 
22 )1(ˆ  X 

 1 فلمي فينت

ˆ1ذيلطذع فين   ifX 

 هذ  مسألة صميمة
 [on page 114 of Bicked and Doksum (1977) (b) 23 ان ر 

 

 (1مةيل )

  1يمفن ان تفون غير ومياة مع امتميلية   ̂هذا المةيل يريني ان 

افرض ان   )1()( ycyg 

 يمفن  علهي ةيذتة فين cهي معرف  ةيذتة وان  1ميث ان 

0,0)1()( 2   yyyh  

21ذمي ان المياث  0هي ومياة فقط اذا فينت  MLEينتج من ذلك ان  xx  اله   0ل  امتميليهة ،MLE 

 .0هو غير وميا مع امتميلية 
 

 لعينبت ذات احجبم اختيبرية MLE الوحدانية لـ . غير4
Nonuniqueness of the MLE for samples of Arbitrarysize 

21، المقيقههة ان 2فههي المذمههث  , xx  يقعههين متمههيةلين مههعX  .ههل هههذ  لأالتههي تسههت ا  ذطريقههة اسيسههية 

يع ههذ  النتي هة، لهذلك المذمههث لعينهيت ذات م هو  امتييريهة المنييشههة النتي هة يو ها ذعهض الصهعوذة فههي توسه
 .2لعينيت ظي م    MLEةذيت ان عا  وماانية ال  لإيمفن ان تفون غير صميمة. عل  اي ميل 

 هذا التوسيع هو م طط في هذا المذمث

تمةل م موعة فل اظعااا الصميمة، افرض ان  Iافرض ان  Iieig  ذميث ان  Iهو توزيع عل   )(,

;)()(0)()( Iiallforiqiqandiqa  

g     (b)  وان 0هي امياية مع منوال وميا عنا 
(c)            1(/)0(اذا فينت( qq   2فين  لذعضN يفون 

)4(.....)()1()1(
2

NqNqNq  
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)2()3()0(,)1()0(يفههههههون متمقههههههق، ضههههههع  cلفههههههي نههههههرى الشههههههرط  qqqqq     ميههههههث ان

10   ( تمقههق لهه  4فههين )2N نممهه  انهه  فههي رشيههة الشههرط (b)  ( 4المتذيينههة  )  ظ تمقههق لهه

0N  1اوN 

nXXXافهههههههرض ان  .....,,, )()(ن ههههههههي مشهههههههيهاات مسهههههههتقلة ذميهههههههث ا 21   iqiXP j  لفهههههههل

IIinj  ,,....,,2,1 

عنهامي  1Xههو وميها ويسهيوي  له   MLEيرينهي ان  (b). الشهرط jXهي ييمة مشيهاة ل   jxافرض ان 

1n. 

12هههههههي عههههههاا فههههههراي وان  n، افههههههرض ان  2nرض ان الآن افهههههه  mn  1مههههههعm افههههههرض ان .

NaXaX jmj 2,    

mjلفل  ...,,2,1  وانNaX m 2 ان و 

NaX m 2 

فأن   )(.)2()()/(   NaqNaqaqXL
m

 

 IKاذاً ظ ل 

  )(.)()()/( KqKNqKNqXKNaL
m

 

 
 ( لنمصل عل 4، ) 1من ذلك نرى الشروط  افةر a + Nهي متميةلة ما  Lوهفذا 

 
 
 
 
 

هههههو   MLE، الههه   Na̂وهفهههذا فههههين 

 تفون فترة متقطعة. نمم  ان المياث  ظ ̂ليو وميا، وامفينية ا تيير 

NaXXNaX

aXXX

mmm

m

2......,

.....

2112

21







 

mnلهي امتميلية مو ذة. مسي  ميلة  2 ( 4) له  هي متشيذ  وهني تفون فيفيهة وان يفهون لههي شهفل ضهعيف

 هو غيئ  في  هة اليسير. ميث ان العيمل 

 

 

 

  )/()0(.)(

)0(.)1()1(

)0(.)1()1(

)1(.)1()1()/1(

2
XNaLqNq

qNqNq

qNqNq

qNqNqXNaL

m

mm

m

m














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