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ABSTRACT 

In this paper an improved phonon imaging for GaP has been calculated, this crystal is one of III-V group. 

In the presence of piezoelectric properties, the computation treatment is based on increasing the number 

of points in the reduced Brillouin zone and increasing the size of the phonon image matrix. The phonon 

images can be calculated by large number of points in the reduced Brillouin zone which represent the 

wave vectors and these vectors can be transformed to group velocity vectors using Christoffel equation, 

these set of group velocity vectors can be projected in a certain direction to form the phonon image. A 

program was prepared in MATLAB language to calculate these images by determining the number of 

points in the reduced zone and determining the size of the matrix that represents the phonon images in 

addition to the direction of the projections. To calculate the phonon images in the presence of the effect 

of the piezoelectric properties, it is through the presence of the k44 factor, which indicated of the influence 

of the piezoelectric properties on the phonon images. The results showed that the size of the image matrix 

is more effective factor than the number of points in the reduced Brillouin zone especially when the 

number of points is greater than 8 × 105 points, and when the number of points less than 104 points all 

the obtained phonon images is not clear.  
 

Key word: phonon images, piezoelectric crystals, phonon images of GaP, cubic crystal, calculation of 

phonon images 
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 الملخص 
لبلورة  تم   الفونونية  الصور  البحث حساب وتحسين  الثالثة   ،GaPفي هذا  المجموعة  البلورة ضمن  الخصائص   .الخامسة-وهذه  وبوجود 

  تحتسب   .عدد النقاط في منطقة برليون المختزلة وزيادة حجم المصفوفة للصور الفونونية  اعتمدت المعالجة الحسابية على زيادةالبيزوكهربائية  
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وتحويل هذه المتجهات باستخدام    والتي تمثل متجهات الموجةالمختزلة  اعداد كبيرة من متجهات الموجة في المنطقة    بتكوينالصور الفونونية  
برنامج بلغة ال    أعد    .قط هذه المتجهات باتجاه معين لتشكيل الصور الفونونيةمعادلة كريستوفل الى متجهات سرع المجموعة وايجاد مسا

MATLAB    لحساب هذه الصور من خلال تحديد عدد النقاط في المنطقة المختزلة وتحديد حجم المصفوفة التي تمثل الصور الفونونية
 يعد والذي  k44ولحساب الصور الفونونية بوجود تاثير الخصائص البيزوكهربائية يكون من خلال وجود العامل .اضافة الى اتجاه المساقط

بينت النتائج ان العامل المؤثر للحصول على صور واضحة    .مؤشر واضح لمدى تاثير الخصائص البيزوكهربائية في الصور الفونونية
8النقاط اكبر من     عندما تكون عدد  الصورة  المعالم هو حجم مصفوفة × نقطة ولا يتم الحصول صور واضحة عندما يقل عدد      105

 .نقطة 104النقاط عن  
 

 .ساب الصور الفونونية، البلورات المكعبة، حGaP، الصور الفونونية لـلبلورات البيزوكهربائيةالصور الفونونية، االكلمات الدالة:

 
 المقدمة: 

اذ تقل فيها الاهتزازات البلورية بشكل كبير عند درجات الحرارة ،  الوسائل المهمة في دراسة المواد الصلبةتعد تجارب النبضة الحرارية من  
يتم توليد الموجات المرنة )الفونونات( في البلورة عند تسليط نبضة حرارية ويكون انتشار هذه الموجات في جميع الاتجاهات     . الواطئة

تتولد الموجات في جميع الاتجاهات وتنتشر دون اعاقة  اذ  حجر في بركة راكدة    إلقاءهذه الحالة  تشبه    اي بدون استطارة و  بشكل قذيفي
البيزوكهربائية التي تصف العلاقة بين الضغط الميكانيكي والجهد الكهربائي فيتمتلك     .[1] اذ يتكون مجال  .  هابعض المواد الخاصية 

ويكون للاقتران ,الذي يحدث بين متغيرات المرونة   ة لتسليط ضغط عليها وهذا ما يعرف بتأثير البيزوكهربائيةكهربائي على البلورة نتيج
 دومعاملات البيزوكهربائية  في البلورات البيزوكهربائية, تأثير كبير على طاقة الفونون اذ يؤدي وجود المجال الكهربائي الى توليد اجها

تاثر سرعة  ونتيجة لرتبط بين المجال الكهربائي وثوابت المرونة ومعاملات البيزوكهربائية على الخصائص الاخرى للبلورة.  الا  اؤثر هذيو 
والثلاثي  القائم  والمعين  القائم  الرباعي  مثل  البلورية  الانظمة  العديد من  في  الخصائص  هذه  دراسة  تم  فقد  العوامل  بهذه  المرنة  الموجة 

 بعض البلورات المكعبة التي تمتلك الخصائص البيزوكهربائية اذ تم حساب الصور الفونونية لهذه البلورات نظريا  ستدركما  .    [2]والسداسي
ومن ثم تحويل هذا الفضاء الى   Kتكوين نقاط عشوائية في الفضاء تم حساب الصور الفونونية باستخدام الطريقة التقليدية من خلال  .[3]

وتم ايضا استخدام طريقة مونتي كارلو لتوليد المتجهات في فضاء متجه الموجة وقد دعمت هذه الدراسات   .[6-4]فضاء سرعة المجموعة   
خواص انتقال   تجارب عملية لهذه البلورات والتي شملت تجارب النبضة الحرارية حيث مكنت هذه الطريقة الباحثين من الكشف عن تفاصيل

 الفونونات في المادة الصلبة. 
 الباحثينمن  في دراسة ظاهرة التمركز الفونوني وبرهنها عدد    وكذلكستخدمت تقنية النبضة الحرارية لدراسة الايصالية الحرارية في البلورات  ا

 للمرة الاولى من قبلاذ درست تجارب النبضة الحرارية  تستخدم التجارب العملية  للتمركز الفونوني فونونات ذات ترددات عالية    . [5-6]
Maris   [7]  ، من قبلاجريت دراسات واسعة حول الموضوع نفسه  و  Wolfe  و Hauser  [8]،    تم دراسة تأثير الخصائص  البيزوكهربائية

. بينت الدراسات السابقة [3]  لبلورات افتراضية ذات خصائص متباينة في فضاء اللاتماثلفي الصور الفونونية بإجراء محاكاة لهذه التأثيرات  
ان لمعاملات المرونة اهمية كبيرة في تحديد شكل الصور الفونونية لهذه البلورات وتتاثر هذه الصور بادخال الخصائص البيزوكهربائية في  

يتباين   ،نونية للبلوراتللبلورة الافتراضية الى الحد من تاثير خصائص البيزوكهربائية في الصور الفو   εيؤدي زيادة ثابت العزل  ذ  االحسابات  
البيزوكهربائية بالنسبة للبلورات المكعبة وحسب موقع هذه البلورات في فضاء اللاتماثل حيث تؤدي معاملات المرونة دوراً   الخصائصتأثير  

ة معينة من معاملات  . ولقيم[5]كبيراً في التاثير في شكل الصور الفونونية وكذلك في كيفية تاثير الخصائص البيزوكهربائية في هذه الصور
 [3]. ا تاثير واضح في الصور الفونونية للبلوراتمله ε وثابت العزل 𝑒14المرونة فان معاملات البيزوكهربائية 
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تشكيل الصور    اذ  يتطلب حساب. الصور الفونونية من خلال تجمع عدد كبير من النقاط في فضاء الموجة  تتشكلفي هذا البحث سوف  
دراسة الصور الفونونية من خلال اذ تم  .[9] الفونونية دراسة انتشار الفونونات داخل بلورات المواد الصلبة ودراسة ترددات هذه الاهتزازات 

دي الى ظهور نجد ان هناك عددا من انواع الارتباط الذري يؤ حيث دراسة الترابط البلوري المتولد من تجمع الذرات في حالة المواد الصلبة 
 .مجموعات من المواد ذات الخصائص المتشابهة

 الجزء النظري 
وتختلف معالجة هذه    وهذه الاهتزازات مستعرضة وطوليةتتكون الموجات المرنة في البلورات نتيجة لاهتزازات الذرات حول موضع الاتزان  

وقد تمثل هذه الاهتزازات بموجات تعرف بموجات الشبيكة تظهر في الذرات على هيئة إزاحات تلقائية  الاهتزازات من نظام بلوري الى اخر
 . متكررة

تم في هذه الدراسة   ،الاهتزازات البلورية او نظرية المرونة  مكن معالجة وحساب هذه الموجات من الناحية النظرية باستخدام طريقةي
من حل معادلة كريستوفل على سرعة الطور وللانماط  اذ يمكن الحصولتمثل بمعادلة كريستوفل طريقة نظرية المرونة والتي ت استخدام

  ،[100]مثل  بالصيغة التحليلية في الاتجاهات الخاصة فقطل و على الح حصلمكن ان نالثلاثة الطولية والمستعرضة الاولى والثانية وي
 [13-10]اما الاتجاهات العامة فيمكن ايجادها حسابيا من معادلة كريستوفل [111] و    [110]

|(Γ𝑖𝑘 − 𝜌υ2𝛿𝑖𝑘 )| = 0                      …………..(1) 
 وتساوي  كريستوفلممتدة   Γ𝑖𝑘دالة ديراك و 𝛿𝑖𝑘سرعة الطور و  υكثافة البلورة و  𝜌اذ ان  

Γ𝑖𝑘 = 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙n𝑗n𝑙                              …………..(2) 
تعطى  و ممتدة المرونة من المرتبة الرابعة،      𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙و    التوالي  على 𝑙 و 𝑗 في الاتجاه     �⃑�هما الوحدة الاتجاهية لمتجه الموجة   𝑛𝑗 و𝑛𝑙اذ ان  

 العلاقة بين وحدة المتجه ومتجه الموجة بالصيغة الاتية: 
 

�̂�𝑙 =
�⃑� 𝑙

|�⃑� |
                                     …………..(3) 

 تطبيق معادلة كريستوفل على يتم  ،  𝐶11  [14] و𝐶12 و𝐶44للمرونة في نظام البلورات المكعبة ونتيجة للتناظر يمكن تمييز ثلاثة ثوابت  
 . Γ𝑖𝑘[15]والتي تساوي  المرونة ممتدة عناصر تحددالبلورات المكعبة حيث 

Γ11=𝐶11𝑛1
2+𝐶44(𝑛2

2 + 𝑛3
2(              …………..(4) 

Γ22=𝐶11𝑛2
2+𝐶44(𝑛1

2 + 𝑛3
2)              …………..(5) 

Γ33=𝐶11𝑛3
2+𝐶44(𝑛1

2 + 𝑛2
2)              …………..(6) 

Γ12= (𝐶12 + 𝐶44)𝑛1𝑛2                  …………..(7) 
Γ13= (𝐶12 + 𝐶44)𝑛1𝑛3                  …………..(8) 
Γ23= (𝐶12 + 𝐶44)𝑛2𝑛3                  …………..(9) 

يمكن الحصول على سرعة المجموعة باستخدام الاشتقاق الضمني لمفكوك يعطي سرعة الطور وللأنماط الثلاثة. معادلة كريستوفل حل 
 [16]معادلة كريستوفل 

υ⃑ 𝑔 = −
∇⃑⃑ kΩ
∂Ω

∂ω

                                         …………..(10)  
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Ωاذ ان   = |(Γ𝑖𝑘 − 𝜌υ2𝛿𝑖𝑘 )|  و∇⃑⃑ k   هو الانحدار بالنسبة لمتجه الموجة  k  وω     التردد الزاوي وυ𝑔   ،يمكن إدخال  سرعة المجموعة
 [15] [17] [3]بالصورة التالية كتابتهاوالتي يمكن  Γ𝑖𝑗تأثير الخصائص البيزوكهربائية على معادلة كرستوفل من خلال ممتدة كريستوفل  

Γil
′ = Γil +

γiγl

ε
                        …………..(11) 

يرتبط بالمعامل الميكانيكي الكهربائي    γi المعامل    
γi=eijknjnk                           …………..(12) 

اي من خلال محاكاة  ،كبير في حساب الصور الفونونية تأثير ولهذين العاملينثابت العزل  𝑒𝑖𝑗𝑘  عامل البيزوكهربائية و 𝜀 اذ تمثل
تاثير الصور الفونونية بتغيير هذه المعاملات من خلال خطوط او منحنيات في فضاء اللاتماثل حيث وجد ان هذا  ت ،الصور الفونونية

( عند هذا الخط فان  d=0واخرى ذات لاتماثل سالباً وبينهما خط التماثل )الفضاء يتالف من منطقتين احداهما ذات لاتماثل موجبا 
 .  [18] [19]ائص البلورة لا تتأثر بالاتجاه )اي متجانسة في جميع الاتجاهات( خص

 طريقة الحسابات: 
طريقة مونتي كارلو وهي طريقة عددية تستخدم الاعداد العشوائية لغرض محاكاة    تستخدمحسابيا    1 المعادلة  لغرض حل معادلة كريستوفل

لتكوين   من منطقة برليون الاولى  وفي حالة البلورات المكعبة يتم تحديد منطقة برليون المختزلة  . الدراسةحركة الموجة المرنة داخل البلورة قيد  
حساب سرعة الطور والمجموعة وبذلك نحصل على متجهات سرعة المجموعة  و   kعدد كبير من النقاط التي تمثل متجهات متجه الموجة 

متجهات   من   ،في منطقة برليون الاولى  سرعة المجموعة وباجراء العمليات التناظرية يمكن ايجاد بقية متجهات    ،kمتجهات  اللكل متجه من  
كما  ت باتجاه معين وتكوين الصور الفونونية الحسابيةاسقاط هذه المتجهااذ يتم الحصول على الصور الفونونية نستطيع سرعة المجموعة 

 في هذا البحث.   درستالتي  GaP( خصائص البلورة 1ويبين الجدول )   الذي يبين خطوات خوارزمية الحسابات. (1)مبين في الشكل هو 
 المستخدمة في البحث GaP( خصائص ومعاملات البلورة 1جدول )

Ref 
No. 

𝑘44 ε 𝑒14 
C/m2 

Density 
Kg/m3 

𝐶44 
(GPa) 

𝐶12 
(GPa) 

𝐶11 
(GPa) 

Crystal 
Class 

Crystal 

[20] 0.000128 11.11 -0.1 4138 70.33 62 140.5 4̅3m GaP 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 مخطط خوارزمية الحسابات   (1الشكل ) 
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يمكن تعيين ،  [111]و    [110]،  [100]باتجاه معين من اتجاهات التناظر العالية،    GaPلغرض الحصول على الصور الفونونية للبلورة  
النقاط  معينة من  بابعاد  بتكوين مصفوفة  يمكن حسابها  والتي  الصورة  على  للحصول  معين  باتجاه  المجموعة   متجهات سرعة  مساقط 

128x128    512اوx512    تمثل الشدة في تلك  حيث يمثل وسمي المصفوفة الابعاد الافقية والشاقولية اما قيم عناصر المصفوفة فانها
استبعاد  نحدد نافذة محددة لغرض اسقاط متجهات سرعة المجموعة عليها اذ يتم  اد المساقط لمتجهات سرعة المجموعة  النقطة، فعند ايج

فتحدد   المحددة  النافذة  الواقعة ضمن  المساقط  اما  النافذة،  تقع خارج  التي  المساقط  المصفوفة  احد عناصر  على  تقع  نقطة  بشكل  كافة 
ولكافة المساقط ثم    يتم حساب الشدة في كل نقطة من نقاط المصفوفة  اد لهذا العنصر وبذلك عدالافتراضية لغرض حساب الشدة يضاف  

الصور المحسوبة توزيع الطاقة للموجة المرنة داخل البلورة  تمثل    ووهي تدرجات في الشدة،    هذه المصفوفة الى سويات رماديةحول  تيتم  
وهذا ما يسمى واطئة  شدة ذات على الاتجاه، فتشئ مناطق عالية الشدة واخرى البلورة خصائص  اذ تعتمد ،عدم التجانس في البلورةلنتيجة 

في منطقة برليون الاولى حجم المصفوفة وعدد النقاط  عدة عوامل منها . تعتمد دقة الصور الفونونية المحسوبة على [2]بالتمركز الفونوني 
 .            ( خطوات خوارزمية الحسابات1الشكل )  مبين فيهو كما ، التي تمثل متجهات متجه الموجةو 

 النتائج والمناقشة 
،  128x128  ،256x256وهي    مصفوفات ذات احجام مختلفة للصور الفونونيةفي الحسابات التي اجريت في هذه الدراسة تم اعتماد اربع  

512x512،  1024x1024.  ب الصور الفونونية لبلورة  ام حستGaP    وللانماط    [111]و    [110]و    [100]من الاتجاهات العالية التناظر
  ه وهذ  المستعرضة السريعة والبطيئة. من العوامل المهمة التي تؤخذ بنظر الاعتبار في حساب الصور الفونونية هي دقة الصورة المحسوبة

تم في هذه التي تؤخذ في اجراء هذه الحسابات.  في منطقة برليون المختزلة    اطعدد النق  تعتمد على حجم مصفوفة الصور اضافة الى
4  تتراوح بين    قيم مختلفة من عدد النقاط    على الدراسة الاعتماد × 1.6  و  105 × نقطة تمثل عدد متجهات متجة الموجة في    106

في منطقة قيم سرع المجموعة  في المنطقة المختزلة ثم ايجاد بقية  المنطقة المختزلة ليتم حساب قيم سرع المجموعة لكل نقطة من هذه النقاط  
نتيجة   الاولى  البرليون  )   عملياتتطبيق  الشكل  يبين  الاخرى.  المناظرة  القيم  لايجاد  ال2التناظرية  لبلورة  (  الفونونية  لنمط ل  GaPصور 

حيث تقع هذه الاتجاهات في    128x128  من مصفوفة بابعادو ولصورة    ]111[و    ]110[و    [100]المستعرض البطئ من الاتجاهات  
  اذالبلورة    بالاتجاهين الافقي والشاقولي، المناطق الداكنة تمثل مناطق التمركز الفونوني في هذه   °55وسط الصورة وبفتحة زاوية مقدارها  

  [110]، اما المنطقة حول الاتجاه  [111]الى الاتجاه     [100]تظهر ذروات ذات شدة مرتفعة من الاتجاه  و   [100]تتركز حول الاتجاه  
يمكن تحسين الصورة     1024x1024. عند تغيير حجم المصفوفة الى  عدم التجانس في البلورةوهذا نتيجة    فليس هنالك اي تمركز فونوني
الاتجاهات من  ئ  يالنمط المستعرض البط( الصورة  الفونونية  3يبين الشكل )  (.3مبين في الشكل )هو  كما    المحسوبة اذ تظهر بدقة اكبر

، عند مقارنة هذه الصور نجد ان الدقة تزداد مع زيادة حجم المصفوفة كما يلاحظ خفوت الشدة قليلا عند زيادة  ]111[و    ]110[و    [100]
   المصفوفة ولغرض الحصول على شدة اعلى يجب زيادة عدد النقاط في المنطقة المختزلة من فضاء متجة الموجة.حجم 
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الصور المحسوبة  مصفوفة  وحجم    [111]  (c)   [110]  (b)  [100]  (a)   النمط المستعرض البطئ من الاتجاهات  GaPالصور الفونونية لبلورة  (  2الشكل ) 

128x128 

  
الصور المحسوبة   مصفوفة  وحجم [111]  (c)  [110] (b) [100] (a)  النمط المستعرض البطئ من الاتجاهات  GaPالصور الفونونية لبلورة ( 3الشكل ) 

1024x1024   
عندما يكون حجم مصفوفة الصور    ]111[و    ]110[و    [100]الاتجاهات  من  ( الصور الفونونية للنمط المستعرض السريع  4يبين الشكل ) 

1024x1024ول المحسوبة  ي تحسغرض  ،  الصورة  الاتجاه  احتسبت  ن  من  الفونونية  هي  و   [110]الصورة  مختلفة  مصفوفات  لاحجام 
128x128    256وx256    512وx512    1024 وx1024  زيادة في الدقة مع زيادة حجم    اذ يمكن ملاحظة(  5في الشكل )مبين  كما

8ثابت للنقاط وهو  بعدد  التي حسبت  هبوط قليل في الشدة للصور المحسوبة    مع  مصفوفة الصورة × نقطة، في حين يبين الشكل    105
ر  حيث نلاحظ زيادة الدقة للصو   [111]وبنفس العدد من النقاط من الاتجاه    البطئ  ( تاثير تغيير حجم المصفوفة للنمط المستعرض6)

 الفونونية المحسوبة رغم الانخفاض بالشدة نتيجة زيادة حجم المصفوفة. 
يمكن بيان تاثير زيادة عدد النقاط في المنطقة المختزلة في حساب الصور الفونونية حيث يمكن مقارنة حالتين لحجم المصفوفة هما الـ 

128x128   1024وx1024     2عن    النقاط في الحالة الاولىاذ تزيد عدد  ،  عدد النقاطبولحالتين مختلفتين × وتقل في الحالة  ،  105
2عن    الثانية × 105( الشكل  يبين  حجم  7.  يكون  فعندما  مختلفة   نقاط  وعدد  مختلفة  باستخدام مصفوفات صور  الفونونية  الصور   )

( حيث مع زيادة عدد النقاط تتوزع هذه النقاط على  7c( و )7aنلاحظ شدة عالية كما في  الشكل )  128x128رة قليل   و المصفوفة للص
فاننا نحصل على شدة اقل لان العدد نفسه من النقاط   1024x1024عناصر المصفوفة بشكل نبضات وعند زيادة حجم المصفوفة الى   

 (.  7d( و )7bتوزع على حجم مصفوفة اكبر وهذا يفسر ضعف الشدة رغم زيادة حجم المصفوفة كما في الشكل )ي
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𝒏نقاط  بعدد    النمط المستعرض السريع من الاتجاهات  GaPالصور الفونونية لبلورة  (  4الشكل )  = 8 × 105    (a)  [100]  (b)  [110]    (c)          [111]    
   1024x1024الصور المحسوبة مصفوفة وحجم  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝒏بعدد نقاط    للنمط المستعرض البطئ [110] من الاتجاه  GaP( الصور الفونونية لبلورة 5الشكل )  = 8 × 105  (a) 128x128  
(b)           256x256 (c) 512x512  (d)   1024x1024 
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 ( لبلورة  (  6الشكل  الفونونية  الاتجاه   GaPالصور  البطئ    [111]  من  المستعرض      128x128  (b)  256x256  (c)      512x512   (d)  (a)للنمط 

1024x1024 

 ( الفونونية7الشكل  الصور  البطئ  [111]  لاتجاه   (  المستعرض  المصفوفة    للنمط  نقاط  128x128  (b)  1024x1024  (a)بتغير حجم  𝒏        لعدد  =

 𝟐 × 𝟏𝟎𝟔   (c) 128x128 (d)  1024x1024   لعدد نقاط𝒏 =  𝟐 × 𝟏𝟎𝟓 
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 ( الفونونية    (8الشكل  البطئ  [111]  لاتجاه الصور  المستعرض  المصفوفة    للنمط  نقاط  128x128  (b)  1024x1024  (a)بتغير حجم  𝒏        لعدد  =

 𝟓 × 𝟏𝟎𝟒   (c) 128x128  (d)  1024x1024   لعدد نقاط𝒏 = 𝟓 × 𝟏𝟎𝟑 
 

n=2عدد النقاط عن    حالة قلة اما   × فان زيادة حجم المصفوفة لا يجعل من الصور الفونونية المحسوبة واضحة المعالم وهذا ما    105
وبهذا العدد من    (  8c( و ) 8aكما في الشكل )( حيث يتم الحصول على صور واضحة رغم حجم المصفوفة القليل  8يوضحه الشكل )

 .  (8d( و ) 8bكما في الشكل )لمعالم النقاط فان زيادة حجم المصفوفة لا يؤدي الى الحصول على صور واضحة ا
 ستنتاجاتالا

 مما سبق يمكن ان نستنتج ان 
تعتمد دقة الصورة الفونونية المحسوبة على حجم مصفوفة الصورة اضافة الى عدد النقاط المستخدمة في منطقة برليون المختزلة   •

 والتي تمثل متجهات متجة الموجة
المستخدمة في المنطقة المختزلة اضافة الى حجم المصفوفة التي تستخدم لتسجيل الصورة، من حيث هنالك حدود لعدد النقاط   •

 رق لاجراء الحسابات وبالتالي الحصول على الصور الواضحة المعالم.غالمبدا فان زيادة عدد النقاط يؤدي الى زيادة الزمن المست
الصورة، ولغرض الحصول على شدة مناسبة يجب زيادة عدد   يحدث خفوت في شدة الصورة المحسوبة مع زيادة حجم مصفوفة  •

 النقاط في منطقة برليون المختزلة.   
n=2عندما يقل عدد النقاط عن    • × ليس هنالك جدوى من زيادة حجم المصفوفة فيمكن في هذه الحالة تقليص حجم     105

 ونحصل على الصور المطلوبة.  128x128المصفوفة الى   
 شكر و تقدير 
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