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Numerical method for evaluation double integrals with 

continuous integrands by using mid point rule when the 

number of subintervals at the two dimensions are not equal 
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 انثحث يستم 
 

 انًستخهص
اٌٙذف اٌشئ١غٟ ِٓ ٘زا اٌثؽس ٘ٛ اشرماق غش٠مح ٌؽغاب اٌرىاِلاخ اٌصٕائ١ح اٌثؼذ ػذد٠ا  ػٕذِا ذىْٛ ِىاِلاذٙا ِغرّشج فٟ 

( ٚو١ف١ح ا٠عاد ؼذٚد اٌرصؽ١ػ ٌٙا   ٚ اٌخاسظٟ   ِٕطمح اٌرىاًِ تأعرخذاَ لاػذج إٌمطح اٌٛعطٝ ػٍٝ اٌثؼذ٠ٓ )اٌذاخٍٟ 

عرخذاَ ذؼع١ً سِٚثشن  ِٓ خلاي ؼذٚد اٌرصؽ١ػ اٌرٟ ٚظذٔا٘ا ػٕذِا ذىْٛ ػذد اٌفرشاخ )ص١غح اٌخطأ( ِغ ذؽغ١ٓ إٌرائط تا

اٌرٟ ذعضأ ا١ٌٙا فرشج اٌرىاًِ  (m)ظؼف ػذد اٌفرشاخ اٌعضئ١ح     اٌرٟ ذعضأ ا١ٌٙا فرشج اٌرىاًِ ػٍٝ اٌثؼذ اٌذاخٍٟ  (n)اٌعضئ١ح 

 =, أٞ اْ)   ػٍٝ اٌثؼذ اٌخاسظٟ
 

 
ٟ٘ اٌّغافاخ ت١ٓ    ذؼٕٟ اٌّغافاخ ت١ٓ الاؼذاش١اخ اٌغ١ٕ١ح ٚاْ    ( ؼ١س اْ      

ار ٠ّىٓ الاػرّاد ػ١ٍٙا  فٟ ؼغاب اٌرىاِلاخ اٌصٕائ١ح ؼ١س أٙا       الاؼذاش١اخ اٌصاد٠ح ٚ عٛف ٔشِض ٌٙزٖ اٌطش٠مح تاٌشِض)

 اػطد دلح ػا١ٌح فٟ إٌرائط تفرشاخ ظضئ١ح ل١ٍٍح ٔغث١ا .

Abstract                                                                                                     
The main aim of this search is to  derive method to find the values of the double integrals 

numerically its integrands continuous in the region of the integrals by using Midpoint      

two dimensions (interior   and exterior   ) and how to find the general form of the on the rule 

errors (correction terms)   and we will improve the results by using  Romberg  acceleraion  

from correction terms that we found it when the number of subintervals (n) that divided interval 

integral on the interior dimension   equal to twice the number of subintervals (m) on the exterior 

dimension   ,that is mean (  =
 

 
   ) when      means the distances between the ordinates on the  

  axis and      means the distances between the ordinates on the   axis and we denote to this  

method by    (   ) and we can depend on this method to calculate  the double integrals because 

it gave high accuracy in the results by few 

subintervals.                                                                                                                                      
 

 

 -:انًقذيح  1-
فٟ ٘زا  اٌطشائك اٌؼذد٠ح  ِٚٓإْ ِٛظٛع اٌرىاًِ الاؼادٞ ِّٙا واْ عٍٛن اٌّىاًِ لذ ذٕاٌٚٗ وص١ش ِٓ اٌثاؼص١ٓ تٛظٖٛ ػذج 

ٚػشظٛا ِٓ الأِصٍح اٌىص١ش  ػذج شثٗ إٌّؽشف ٚإٌمطح اٌٛعطٝ ٚ عّثغْٛ (وٛذظ ٚاٌرٟ ذشًّ )لا –ص١غ ١ٔٛذٓ اٌّعاي ٟ٘ 

[ , [2[ , اٌطائٟ 11[ ٚمحمد ٚآخشْٚ ]10[ ,محمد ]1[ ,محمد ][9[ ٚ فٛوظ ٚ ١٘ض[8[ ٚشأىظ [7تؽغة عٍٛن اٌّىاًِ ُِٕٚٙ فٛوظ

لاػذج عّثغْٛ ٌؽغاب اٌرىاِلاخ  ً غش٠مح ٟ٘إْ أفع hٚلذ اشثد اٌؼذ٠ذ ُِٕٙ ِٓ خلاي الأِصٍح ٚلٜٛ  [4],ٔاصش  [6ظ١اء ]

لاػذج إٌمطح اٌٛعطٝ ٟ٘ الأفعً فٟ ؼغاب اٌرىاِلاخ اٌّؼرٍح اٌّىاًِ فٟ إؼذٜ أٚ  ىاًِ ت١ّٕا اٌرٟ ِىاِلاذٙا ِغرّشج فٟ فرشج اٌر

وٍرا ٔٙا٠رٟ فرشج اٌرىاًِ ٚوزٌه فٟ ؼغاب اٌرىاِلاخ اٌّغرّشج ٌىٕٙا ِؼرٍح فٟ اٌّشرمح الأٌٚٝ أٚ فٟ اٌّشرماخ اٌؼ١ٍا فٟ إؼذٜ أٚ 

 سٞ . ٌٛغاسذّٟ أٚ ظزسٞ أٚ ِؼاً ٌٛغاسذّٟ ٚظز وٍرا ٔٙا٠رٟ فرشج اٌرىاًِ . ٚلذ غثمٛا رٌه ػٍٝ أِصٍح اػرلاٌٙا

ْ ٌٍرىاِلاخ اٌصٕائ١ح ا١ّ٘ح فٟ ا٠عاد ِغاؼح اٌغطٛغ ٚا٠عاد اٌّشاوض اٌّرٛعطح ٚػضَٚ اٌمصٛس اٌزاذ١ح  ٌٍغطٛغ اٌّغر٠ٛح ٚ ا

𝜌ا٠عاد اٌؽعُ اٌٛالغ ذؽد عطػ اٌرىاًِ اٌصٕائٟ ، ٚ وّصاي ػٍٝ رٌه اٌؽعُ إٌاذط ِٓ دٚساْ ِٕؽٕٟ اٌمٍة              

اٌٛالؼح    +   + 4=  اٌّؽٛس اٌمطثٟ ، فعلا ػٓ ا١ّ٘رٗ فٟ ا٠عاد ِغاؼح عطػ ِٕؽٓ وا٠عاد ِغاؼح لطؼح اٌغطػ ؼٛي 

𝜌ِثاششج فٛق إٌّؽٕٟ اٌمٍة  الاعطٛأح  اٌٛالؼح داخً     +  +     36=ج أٚؼغاب ِغاؼح لطؼح اٌىش          

 . [3]فشأه ا٠شص   +       =
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ّ٘ا          )     )    =راخ اٌّىاِلاخ اٌّغرّشج تاٌص١غح  ػًّ اٌىص١ش ِٓ اٌثاؼص١ٓ فٟ ِعاي اٌرىاِلاخ اٌصٕائ١ح ٚلذ 

 .1973ػاَ  [12]٘أظ ظاس ٚ ظاوٛتغٓ 

اٌّشرمح أٚ اٌّؼرٍح ٚواْ دأتٗ اٌرخٍص ِٓ  ٌّغرّشج أٚ ِؼرٍح اٌرىاِلاخ راخ اٌّىاِلاخ ا 1984[ فٟ ػاَ 1ػاٌط محمد ]

الاػرلاي ػٍٝ اٌثؼذ اٌذاخٍٟ ِٓ اٌرىاًِ )عٛاء وأد اٌّىاِلاخ راخ اػرلاي ظزسٞ أَ ٌٛغاسذّٟ أَ و١ٍّٙا( ٚرٌه تاعرخذاَ غشائك 

ٚ واٚط ػٍٝ اٌثؼذ  yِشوثح ِٕٙا سِٚثشن )واٚط( اٌرٟ اعرخذَ ف١ٙا ذؼع١ً سِٚثشن ِغ إٌمطح اٌٛعطٝ ػٍٝ اٌثؼذ اٌخاسظٟ

ٚذؼع١ً سِٚثشن ِغ إٌمطح اٌٛعطٝ  yٚأ٠عا ِٕٙا واٚط )سِٚثشن( اٌرٟ اعرخذَ ف١ٙا واٚط ػٍٝ اٌثؼذ اٌخاسظٟ xاٌذاخٍٟ 

ٚوزٌه غش٠مح ِشوثح اعّا٘ا سِٚثشن  xٚاٌذاخٍٟ yِٕٚٙا أ٠عا واٚط )واٚط( ػٍٝ اٌثؼذ٠ٓ اٌخاسظٟ  xػٍٝ اٌثؼذ اٌذاخٍٟ 

ٚلذ اشثد ِٓ خلاي   xٚاٌذاخٍٟ y)سِٚثشن( اٌرٟ اعرخذَ ف١ٙا ذؼع١ً سِٚثشن ِغ إٌمطح اٌٛعطٝ ػٍٝ اٌثؼذ٠ٓ اٌخاسظٟ 

اٌّماسٔح ت١ٓ اٌطشائك اٌّشوثح أػلاٖ ٚػٍٝ أِصٍح ِرؼذدج تاْ اٌطش٠مح اٌّشوثح ِٓ واٚط )واٚط( ٟ٘ الأفعً ِٓ تم١ح اٌطشائك 

الأفعً فٟ  تإٌغثح ٌٍرىاِلاخ اٌرٟ ِىاِلاذٙا ِغرّشج ػٍٝ اٌثؼذ٠ٓ ٚاشثد تٕفظ اٌٛلد إْ اٌطش٠مح اٌّشوثح سِٚثشن )واٚط( ٟ٘

ِٓ ؼ١س اٌذلح ٚعشػح  xؼغاب اٌرىاِلاخ اٌرٟ ِىاِلاذٙا ِؼرٍح اٌّشرمح أٚ ِؼرٍح ٚاٌرٟ ٠ّىٓ إٌغاء اػرلاٌٙا ػٍٝ اٌثؼذ اٌذاخٍٟ

 الالرشاب ٚػذد اٌفرشاخ اٌعضئ١ح .

ٚلاػذج  yلاػذج إٌمطح اٌٛعطٝ ِغ ذؼع١ً سِٚثشن ػٍٝ اٌثؼذ اٌخاسظٟ  2005فمذ اعرخذِد فٟ ػاَ  [2]أِا اٌطائٟ

. ٚلذ أػطد ٔرائط ظ١ذج أ٠عا ِٓ ؼ١س اٌذلح تؼذ ل١ًٍ  xِغ إّ٘اي الاػرلاي ػٍٝ اٌثؼذ اٌذاخٍٟ  xعّثغْٛ ػٍٝ اٌثؼذ اٌذاخٍٟ 

 ِٓ اٌفرشاخ اٌعضئ١ح اٌّغرخذِح . 

أستغ غشائك ِشوثح ِٓ غش٠مح ذؼع١ً سِٚثشن ِغ لاػذج عّثغْٛ ٚغش٠مح  2009فمذ اعرخذِد فٟ ػاَ   [6]أِا ظ١اء 

١س ِىاِلاذٙا ِخرٍفح اٌغٍٛن )ِغرّشج , أٚ ذؼع١ً سِٚثشن ِغ لاػذج إٌمطح اٌٛعطٝ ٌرؼطٟ غشائك ٌؽغاب ل١ُ ذىاِلاخ شٕائ١ح ؼ

ٚلذ أػطد لاي ف١ٙا( ِغرّشج ٌٚىٓ ِشرماذٙا ِؼرٍح       أٚ ِؼرٍح ِّٚىٓ إٌغاء الاػرلاي ف١ٙا أٚ اٌرٟ ِٓ غ١ش اٌّّىٓ إٌغاء الاػر

خ راخ اٌّىاِلاخ اٌّغرّشج ٚلذ أشثرد تاْ أفعً اٌطشائك اٌرٟ ذٕاٌٚرٙا )ٌٍرىاِلآِ ؼ١س اٌذلح ٚ ػذد اٌفرشاخ اٌعضئ١ح  ٔرائط ظ١ذج 

ٚلاػذج إٌمطح  xأٚ اٌّغرّشج ٌىٓ ِؼرٍح اٌّشرمح( ٟ٘ اٌطش٠مح اٌّشوثح ِٓ لاػذج عّثغْٛ ِغ ذؼع١ً سِٚثشن ػٍٝ اٌثؼذ اٌذاخٍٟ 

اٌّغّاج ٚ ِغ إٌغاء الاػرلاي تإٌغثح ٌٍرىاِلاخ اٌرٟ ِشرماخ ِىاِلاذٙا ِؼرٍح  yاٌٛعطٝ ِغ ذؼع١ً سِٚثشن ػٍٝ اٌثؼذ اٌخاسظٟ 

 RM RS أِا فٟ ؼاٌح اٌرىاِلاخ راخ اٌّىاِلاخ اٌّؼرٍح اٌرٟ ٠ّىٓ إٌغاء الاػرلاي ف١ٙا , فمذ أشثرد إْ أفعً غش٠مح وأد . 

 ٟ٘ ا٠عا RM RS ا , أِا غش٠مح اٌّزوٛسج آٔف RS RS  فٍُ ذؼػ ٔرائط ظ١ذج ٌٙزا إٌٛع ِٓ اٌرىاِلاخ . أِا فٟ ؼاٌح

اٌرىاِلاخ راخ اٌّىاِلاخ اٌّؼرٍح اٌرٟ لا ٠ّىٓ إٌغاء الاػرلاي ف١ٙا , فرٛصٍد إٌٝ إْ أفعً غش٠مح ٟ٘ غش٠مح  RM RM 

 اٌّزوٛسج آٔفا . 

ٚلذ ٔالشد اٌؽالاخ ا٢ذ١ح ػٕذ اعرخشاض ص١غ اٌخطأ  E h :- 

   [1]سِٚثشن ػٍٝ اٌثؼذ اٌخاسظٟ , محمدإٌغاء الاػرلاي ػٍٝ اٌثؼذ اٌذاخٍٟ تاعرخذاَ لاػذج إٌمطح اٌٛعطٝ ِغ ذؼع١ً 1. 

yفشض. 2 a  ِغ ػذَ إٌغاء الاػرلاي ؼ١سa  ْٚ[11]ٟ٘ ٔمطح الاػرلاي محمد ٚآخش . 

 .[10]شاتد ِغ الأخز تٕظش الاػرثاس الاػرلاي تاٌشغُ ِٓ إِىا١ٔح إٌغائٗ ػٍٝ اٌذاخً, محمد  yفشض 3. 

اِوا فوٟ تؽصٕوا ذٕإٌٚوا اٌثؼوذ٠ٓ ِرغوا٠ٚح .ٚلذ ذٕاٚي اٌثاؼصْٛ فٟ اػلاٖ ٘زا اٌّٛظوٛع ػٕوذِا ذىوْٛ ػوذد اٌفروشاخ اٌعضئ١وح ػٍوٝ 

غش٠مح ػذد٠ح ٌؽغاب اٌرىاِلاخ اٌصٕائ١ح ٚرٌه ترطث١ك غش٠مح ذؼع١ً سِٚثوشن ػٍوٝ اٌمو١ُ إٌاذعوح ِوٓ ذطث١وك لاػوذج إٌمطوح اٌٛعوطٝ 

ػٕوذِا ذىوْٛ ػوذد اٌفروشاخ اٌعضئ١وح اٌروٟ ذعوضأ ا١ٌٙوا فروشج اٌرىاِوً اٌوذاخٍٟ ظوؼف ػوذد   ٚاٌثؼذ اٌخاسظٟ   ػٍٝ اٌثؼذ٠ٓ اٌذاخٍٟ 

= عضأ ا١ٌٙا فرشج اٌرىاًِ اٌخاسظٟ أٞ اْاٌفرشاخ اٌعضئ١ح اٌرٟ ذ
 

 
ٚاشورممٕا ؼوذٚد اٌرصوؽ١ػ فوٟ    (   ) اع١ّٕا اٌماػوذج ٚ       

 ؼاٌح اٌّىاًِ ِغرّش فٟ وً ٔمطح ِٓ ٔماغ ِٕطمح اٌرىاًِ .

 

 انتكايلاخ انثنائيح نًكايلاخ يستًرج   -2

Double Integrals With Continuous Integrands 

 ِؼشف وا٢ذٟ : Iفشض إْ اٌرىاًِ ٔ

 ,

d b

c a

I f x y dxdy   

ؼ١س اْ  ,f x y   ًِِىاًِ ِغرّش فٟ وً ٔمطح ِٓ ٔماغ ِٕطمح اٌرىا   , ,a b c d .  
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 تاٌصٛسج ا٢ذ١ح : Iتشىً ػاَ ٠ّىٓ وراتح اٌرىاًِ 

      

                                                                      

       

 , ( ) ( ) (1)

d b

i i i i

c a

I f x y dxdy M h E h    

)إر إْ )i iM h َلاػذج إٌمطح اٌٛعطٝ ػٍٝ اٌثؼذ٠ٓ  ذّصً ل١ّح اٌرىاًِ ػذد٠اً تاعرخذا   ٚ  . 

 

ٚاْ  i iE h عٍغٍح ؼذٚد اٌرصؽ١ػ ٟ٘correction terms  ُاٌّّىٓ إظافرٙا إٌٝ ل١ i iM h  ْٚا ,

   
2 1,

d c b a
h h

m n

 
  . 

 ِؼٍَٛ ٌذ٠ٕا أٗ 

    , ,

d b b d

c a a c

f x y dxdy f x y dydx     

فثإٌغثح ٌٍرىاًِ الأؼادٞ  ,

d

c

f x y dy  اٌرؼاًِ ِغ(x : ٛ٘ ًػذد٠ا )وصاتد 

(2)                      ...   
       2 4

1 22 4

2 2 22 4
1

, 7 ,
, , ...

6 360

d m

j

jc

d c f x d c x
f x y dy h f x y h h

y y

 



   
   

 
 

 . yتاعرخذاَ لاػذج إٌمطح اٌٛعطٝ ػٍٝ اٌثؼذ   [7]فٛوظ ,    [5]ػىاس 

ؼ١س  ,c d   ٚ1, 2,...  ٚ2

2 1

2
j

j
y c h


   ٚ1, 2,...,j m . 

( ػذد٠ا ػٍٝ اٌفرشج (2ٚتّىاٍِح  ,a b  أ٠عا تاعرخذاَ لاػذج إٌمطح اٌٛعطٝ ػٍٝ اٌثؼذx  : ٍٝٔؽصً ػ 

   
       2 42 4

1 21 1

1 2 2 2 4
1 1 1

, ,7
, , ...

6 360

b d m n n
j j j j

i j

j i ja c

f y f yb a h b a h
f x y dydx h h f x y h

x x

 

  

   
    

   
                           

       2 2 4 4

2 1 2 2

2 4

, 7 ,
...

6 360

b

a

d c h f x d c h f x
dx

y y

     
   

  
  

ؼ١س  ,kj a b   ٚ1, 2,...k   ٚ1

2 1

2
i

i
x a h


   ٚ1, 2,...,i n . 

ٚتّا إْ 
2 4

2 4
, ,...

f f

x x

 

 
  ٚ

2 4

2 4
, ,...

f f

y y

 

 
ِغرّشج فٟ وً ٔمطح ِٓ ٔماغ إٌّطمح     , ,a b c d. 

 -فاْ ص١غح ؼذٚد اٌرصؽ١ػ ذصثػ :

 

   
   

  

2 4
2 4

2 4 2 41 1 2 2
1 1 2 2

1 1 2 2
2 2 4 2 4

, ,, ,7 7
... ...

6 360 6 360
i i

f n f nf n f nh h h h
E h h b a m d c b a

x x y y

  

       
        

             
      

 
  

 

 (3)      
      

2 2 4 4
2 2 4 4

2 1 1 2 2 2
1 1 1 1 2 2

2 2 4 4

, ,, ,71
...

6 360

h f n h f nh f n h f nd c b a
d c b a

x y x y

  

         
                     

      
   
   

 

ؼ١س      1,2,..., , , , , ,n n c d a b 
  

   
 

. 
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فٟ وً ٔمطح ِٓ ٔماغ ِٕطمح اٌرىاًِ دجِغرّشج ِٚشرماذٙا اٌعضئ١ح ِٛظٛ اٌّىاًِ داٌحٌزا إرا واْ    , ,a b c d  فأٗ ٠ّىٓ وراتح

 ص١غح اٌخطأ وا٢ذٟ : 

  2 4 6 2 4 6

1 1 1 1 1 1 1 2 1 2 1 2( ...) ( ...)i iI M h A h B h C h A h B h C h                                          …(4)          

                            

)ؼ١س  1,2,...)i    , , ,...i i iA B C  ٍٝشٛاتد ذؼرّذ ػٍٝ اٌّشرماخ اٌعضئ١ح ٌٍذاٌح فمػ ٚلا ذؼرّذ ػ      ٚ  . 

 )ٌىٟ ٔرّىٓ ِٓ اعرخذاَ ذؼع١ً سِٚثشن (  فأٗ ٠ّىٓ وراتح ص١غح اٌخطأ تالاذٟ :      =2   عٕأخز ؼاٌح خاصح ػٕذِا  

          
                                                                           

  2 4 6

1 1 2 1 3 1 ... ...(5)i iI M h D h D h D h     

 شٛاتد .       ,    , …,ؼ١س اْ  

                                                                                                                                       الايثهح : -3

ـ   1
3 3

2 2

( )
2

x y
I ln dxdy


    ِٗمشتح لأستغ ػششج ِشذثح ػشش٠ح 0.91293034365166 اٌرؽ١ٍ١ٍح ٟ٘  ٚل١ّر. 

ـ  2
2 2

( )

1 1

x yI ye dxdy    ِٗمشتح ٌخّظ ػششج ِشذثح ػشش٠ح .   0.076682141300108اٌرؽ١ٍ١ٍح ٟ٘ ٚل١ّر 

ـ  3

1 1

0 0

cos(( ) / 2)I xy dxdy   ٗػششج ِشذثح ػشش٠ح . اٌٝ استغِمشتح  0.98621483608613 ١ٍحاٌرؽ١ٍ ٚل١ّر 

ـ  4

1 1

0 0 3

x
I dxdy

xy



  ٗػششج ِشذثح ػشش٠ح . صلاز ِمشتح 0.3071345511905ٌ اٌرؽ١ٍ١ٍح ٟ٘  ٚل١ّر 

5-  

13 3

2 2

( ) yI xy dxdy  . غ١ش ِؼشٚف اٌم١ّح اٌرؽ١ٍ١ٍح ٛ٘ٚ 

 اننتائج 
                 1-يثال :

ْ ِىاًِ اٌرىاًِ ا 

3 3

2 2

( )
2

x y
I ln dxdy


    ًِؼشف ٌى( , ) [2,3] [2,3]x y   غح ؼذٚد اٌرصؽ١ػ ٌٍرىاًِ ٚ اْ ص١

  m= , n=32  16ػٕذِا  (1)ٔلاؼظ ِٓ اٌعذٚي  (1)ِٛظػ تاٌرّص١ً إٌٙذعٟ سلُ  ٚشىً اٌذاٌح (5) ٍص١غحٌ ِشاتٙٗ  اٌّزوٛس

  غ ذؼع١ً سِٚثشنلاػذج إٌمطح اٌٛعطٝ ػٍٝ ولا اٌثؼذ٠ٓ ِ  تاعرخذاَ ػشش٠ح  ػشش ِشذثح صؽ١ؽح اٌٝ استؼح فاْ ل١ّح اٌرىاًِ 

 ِشاذة ػشش٠ح. خّظ ت١ّٕا تاعرخذاَ اٌطش٠مح تذْٚ اٌرؼع١ً اٌّزوٛس فاْ اٌم١ّح صؽ١ؽح اٌٝ فرشج ظضئ١ح     تـ

 
m n   (  ) K=2 K=4 K=6 K=8 

 1 2 0.91503916676510     

2 4 0.91346077841840 0.91293464896950    

4 8 0.91306315858777 0.91293061864422 0.91293034995587   

8 16 0.91296356034842 0.91293036093530 0.91293034375471 0.91293034365628  

16 32 0.91293864863717 0.91293034473342 0.91293034365329 0.91293034365168 0.91293034365166 

 ٠ث١ٓ ؼغاب اٌرىاًِ اٌصٕائٟ  (1)اٌعذٚي 

3 3

2 2

(( ) / 2)I ln x y dxdy     ( تطش٠مح   )   

  -: 2يثال 

ٌؽغاب اٌرىاًِ اٌصٕائٟ 

2 2

( )

1 1

x yI ye dxdy    ػ ً )شف ٌىً  ِؼ   ِٓ اٌٛاظػ إْ اٌّىاًِ  , ذد٠ا , ) [1,2] [1,2]x y     ٌْزا فا

ػٕذِا  (2)ٔلاؼظ ِٓ اٌعذٚي  (2)رّص١ً إٌٙذعٟ سلُ اٌ, ٚوّا ِٛظػ ت (5) حص١غح ؼذٚد اٌرصؽ١ػ ٌٍرىاًِ ذىْٛ ِّاشٍح ٌٍص١غ

m=16 ,n=32 إٌمطح اٌٛعطٝ ِغ ذؼع١ً وٛس ذىْٛ صؽ١ؽح اٌٝ خّغح ػشش ِشذثح ػشش٠ح تاعرخذاَ لاػذج فاْ ل١ّح اٌرىاًِ اٌّز

 ِشاذة ػشش٠ح١ً  اٌّزوٛس ذىْٛ صؽ١ؽح اٌٝ استغ ت١ّٕا تاعرخذاَ  اٌطش٠مح تذْٚ اٌرؼعفرشج ظضئ١ح     تـسِٚثشن  
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٠ث١ٓ ؼغاب اٌرىاًِ اٌصٕائٟ  (2)اٌعذٚي .
2 2

( )

1 1

x yI ye dxdy     ( تطش٠مح   )   

 -:3يثال 

وزٌه ِىاًِ اٌرىاًِ اٌصٕائٟ 

1 1

0 0

cos(( ) / 2)I xy dxdy     ًِؼ شف ٌى( , ) [0,1] [0,1]x y    ٌزا فاْ ص١غح ؼذٚد

ػٕذِا  (3)ٔلاؼظ ِٓ اٌعذٚي  (3)رّص١ً إٌٙذعٟ  سلُ اٌ, ٚوّا ِٛظػ ت (5)اٌرصؽ١ػ  ٌٍرىاًِ  ذىْٛ ِّاشٍح  ٌٍص١غح  

m=16,n=32 ػشش ِشذثح ػشش٠ح تاعرخذاَ لاػذج إٌمطح اٌٛعطٝ ِغ ذؼع١ً  حفاْ ل١ّح اٌرىاًِ اٌّزوٛس ذىْٛ صؽ١ؽح اٌٝ شلاش

 .ت١ّٕا تاعرخذاَ اٌطش٠مح تذْٚ اٌرؼع١ً فاْ اٌم١ّح صؽ١ؽح اٌٝ استغ ِشاذة ػشش٠ح فرشج ظضئ١ح     ـسِٚثشن ت

٠ث١ٓ ؼغاب اٌرىاًِ اٌصٕائٟ  (3)اٌعذٚي 

1 1

0 0

cos(( ) / 2)I xy dxdy   ( تطش٠مح(      

 -: 4يثال 

اٌّىاًِ 

1 1

0 0 3

x
I dxdy

xy



  ًِغرّش ٌى( , ) [0,1] [0,1]x y    ٌزا فأْ ص١غح ؼذٚد اٌرصؽ١ػ ٌٍرىاًِ ذىْٛ ِّاشٍح

فاْ ل١ّح اٌرىاًِ أػلاٖ  n=64  ٚm=32ػٕذِا   (4)ٚٔلاؼظ ِٓ اٌعذٚي  (4)ىً اٌذاٌح ِٛظػ تاٌرّص١ً إٌٙذعٟ ٚش (5)ٌٍص١غح 

اصثؽد اٌم١ّح ِطاتمح ٌٍم١ّح اٌرؽ١ٍ١ٍح )ِمشتح ٌصلاز ػشش ِشذثح ٚ لذ   (   )   تاعرخذاَ لاػذجستغ ِشاذة ػشش٠ح صؽ١ؽح اٌٝ ا

 فرشج ظضئ١ح.      ــت تاعرخذاَ ذؼع١ً سِٚثشن ػشش٠ح (

 
m n   (   ) K=2 K=4 K=6 K=8 K=10 

1 2 0.3017453061170      

2 4 0.3057501508417 0.3070850990833     

4 8 0.3067858524317 0.3071310862950 0.3071341521091    

8 16 0.3070472088244 0.3071343276220 0.3071345437104 0.3071345499263   

16 32 0.3071127050324 0.3071345371017 0.3071345510670 0.3071345511838 0.3071345511887  

32 64 0.3071290889892 0.3071345503081 0.3071345511885 0.3071345511905 0.3071345511905 0.3071345511905 

٠ث١ٓ ؼغاب اٌرىاًِ اٌصٕائٟ  (4)اٌعذٚي 

1 1

0 0 3

x
I dxdy

xy



  ( تطش٠مح(      

 

 -: 5يثال 

ٌّىاًِ اٌرىاًِ اٌصٕائٟ  حٚتإٌغث

13 3

2 2

( ) yI xy dxdy   ٌىً  فٙٛ ا٠عا ِغرّش( , ) [2,3] [2,3]x y   ٚاْ ص١غح ؼذٚد 

تاٌشغُ ِٓ اْ اٌرىاًِ غ١ش ِؼشٚف  (5)ٚشىً اٌذاٌح ِٛظػ تاٌرّص١ً إٌٙذعٟ سلُ  (5)اٌرصؽ١ػ ٌٍرىاًِ اٌّزوٛس ِّاشٍح ٌٍص١غح 

  k=10,k=8 ػٕذِافٟ اٌؼّٛد٠ٓ  2.08319749522837ٚتغثة ذىشاس اٌؼذد  (5)اٌعذٚي  اٌم١ّح اٌرؽ١ٍ١ٍح ٌىٓ ٠رعػ ِٓ

 . n=64  , m=32ٔغرط١غ اٌمٛي تاْ ل١ّح ٘زا اٌرىاًِ ٟ٘ اٌّزوٛسج ِمشتح لاستغ ػششِشذثح ػشش٠ح  ػٕذِا 
 

m n   (   )   

 

K=2 K=4 K=6 K=8 

1 2 0.073882345106949     

2 4 0.075969610494710 0.076665365623963    

4 8 0.076503206311860 0.076681071584243 0.076682118648262   

8 16 0.076637357155815 0.076682074103800 0.076682140938437 0.076682141292249  

16 32 0.076670942110213 0.076682137095012 0.076682141294426 0.076682141300077 0.076682141300108 

m n   (  ) K=2 K=4 K=6 K=8 

1 2 0.99026041190068     

2 4 0.98726148821040 0.98626184698031    

4 8 0.98647866395450 0.98621772253587 0.98621478090624   

8 16 0.98628092773483 0.98621501566160 0.98621483520332 0.98621483606518  

16 32 0.98623136740615 0.98621484729660 0.98621483607226 0.98621483608606 0.98621483608614 



 5201/ عهًي / انراتع  انعذد -عشر ثانثان انًجهذ –انعهًيح  كرتلاء جايعح يجهح
 

121 

 
m n   (  ) K=2 K=4 K=6 K=8 K=10 

1 2 2.08528807401597      

2 4 2.08373454227084 2.08321669835580     

4 8 2.08333271783848 2.08319877636103 2.08319758156138    

8 16 2.08323136202120 2.08319757674877 2.08319749677462 2.08319749542880   

16 32 2.08320596576552 2.08319750034696 2.08319749525351 2.08319749522936 2.08319749522858  

32 64 2.08319961310287 2.08319749554866 2.08319749522877 2.08319749522838 2.08319749522837 2.08319749522837 

٠ث١ٓ ؼغاب اٌرىاًِ اٌصٕائٟ   (5)اٌعذٚي 

13 3

2 2

( ) yI xy dxdy  ( تطش٠مح(      

 

 انًناقشح -4

اٌصٕائ١ح راخ اٌّىاِلاخ اٌّغرّشج فٟ ِٕطمح ٠رعػ ِٓ خلاي ظذاٚي ٘زا اٌثؽس أٗ ػٕذ ؼغاب اٌم١ُ اٌرمش٠ث١ح ٌٍرىاِلاخ 

اٌرىاًِ تماػذج إٌمطح اٌٛعطٝ ػٍٝ وً ِٓ اٌثؼذ٠ٓ ػٕذِا ذىْٛ ػذد اٌفرشاخ اٌعضئ١ح  اٌرٟ ذعضأ ا١ٌٙا اٌفرشج ػٍٝ اٌثؼذ اٌذاخٍٟ 

ح ٌؼذج ِشاذة ػشش٠ح ظؼف ػذد اٌفرشاخ اٌعضئ١ح اٌرٟ ذعضأ ا١ٌٙا اٌفرشج ػٍٝ اٌثؼذ اٌخاسظٟ  لذ اػطد ٘زٖ اٌماػذج ل١ّا صؽ١ؽ

ِماسٔح ِغ اٌم١ُ اٌؽم١م١ح ٌٍرىاِلاخ ٚتاعرؼّاي ػذد ِٓ اٌفرشاخ اٌعضئ١ح ِٓ دْٚ اعرؼّاي ذؼع١ً سِٚثشن , الا أٗ ػٕذ اعرؼّاي 

غش٠مح ذؼع١ً سِٚثشن  ِغ اٌماػذج اٌّزوٛسج اػطد ٔرائط افعً ِٓ ؼ١س اٌذلح ٚعشػح الالرشاب تؼذد ل١ًٍ ٔغث١ا ِٓ اٌفرشاخ 

 ِغ اٌم١ُ اٌرؽ١ٍ١ٍح ٚ تزٌه ٠ّىٓ الاػرّاد ػٍٝ ٘زٖ اٌطش٠مح فٟ ؼغاب اٌرىاِلاخ اٌصٕائ١ح راخ اٌّىاِلاخ اٌّغرّشج .ِماسٔح اٌعضئ١ح 

 

 

 
 

))ln  ٠ث١ٓ شىً اٌذاٌح   (1)اٌرّص١ً إٌٙذعٟ ) / 2)x y   [2,3]فٟ إٌّطمح [2,3] 

 

 

 

 

 

 

2
2.2

2.4
2.6

2.8
3

2

2.5

3

0.7

0.8

0.9

1

1.1

x

log(x (1.0/2.0)+y (1.0/2.0))

y
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,1]فٟ إٌّطمح            ٠ث١ٓ شىً اٌذاٌح  (2)اٌرّص١ً إٌٙذعٟ  2] [1, 2] 

 
    ٠ث١ٓ شىً اٌذاٌح (3)اٌرّص١ً إٌٙذعٟ

  

 
[0,1]فٟ إٌّطمح    [0,1] 

1
1.2

1.4
1.6

1.8
2

1

1.5

2
0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

x

y exp(-x-y)

y

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

0

0.5

1

0.9

0.92

0.94

0.96

0.98

1

x

cos(x y (1.0/2.0))

y
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٠ث١ٓ شىً اٌذاٌح    (4)اٌرّص١ً إٌٙذعٟ 

 

√    
[0,1]فٟ إٌّطمح   [0,1] 

 

    ٠ث١ٓ شىً اٌذاٌح  (5)اٌرّص١ً إٌٙذعٟ 
 

[2,3]فٟ إٌّطمح    [2,3] 
 

 
 
 

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

0

0.5

1
0

0.2

0.4

0.6

x

x 1.0/sqrt(-x y+3.0)

y

2
2.2

2.4
2.6

2.8
3

2

2.5

3

1.8

1.9

2

2.1

2.2

2.3

2.4

x

(x y)1.0/y

y
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 انًصادر
 

 

  .1984ظاِؼح اٌثصشج ،   ِمذِح  إٌٝ محمد ، ػٍٟ ؼغٓ ، " إ٠عاد ل١ُ ذىاِلاخ ِؼرٍح اٌّىاًِ " سعاٌح ِاظغر١ش -1

ِاظغر١ش ِمذِح إٌٝ ظاِؼح  أؼاد٠ح ٚشٕائ١ح ِؼرٍح " , سعاٌح اٌطائٟ , ػ١ٍح شأٟ , " تؼط اٌطشائك اٌؼذد٠ح ٌؽغاب ذىاِلاخ -2

 . 2005اٌىٛفح ,

داس ِاوعش١ً٘ٚ ٌٍٕشش ، اٌذاس اٌذ١ٌٚح ئً فٟ ؼغاب اٌرفاظً ٚاٌرىاًِ " فشأه آ٠شص ، " عٍغٍح ٍِخصاخ شَٛ ٔظش٠اخ ِٚغا -3

  . 1988اٌّرخصص١ٓ ، اٌطثؼح اٌؼشت١ح اٌصا١ٔح ،   ذشظّح ٔخثح ِٓ الأعاذزج ٌٍٕشش ٚاٌرٛص٠غ ،

اٌرىاِلاخ ػذد٠ا " ،سعاٌح ِاظغر١ش    ٔاصش ، سعً ؼغٓ  ، " اٌّماسٔح ت١ٓ اٌطش٠مر١ٓ اٌرؼع١ٍ١ر١ٓ ا٠رىٓ ٚ سِٚثشن فٟ ؼغاب -4

 .2011 ِمذِح إٌٝ ظاِؼح اٌىٛفح ،

سعاٌح   ِاظغر١ش ِمذِح إٌٝ ظاِؼح اٌىٛفح  اٌؼذد٠ح ٌؽغاب اٌرىاِلاخ اٌصٕائ١ح ٚاٌصلاش١ح "،ػىاس ، ترٛي ؼاذُ ، " تؼط اٌطشائك  -5

، 2010. 
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