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 التخصيصتوظيف طريقة كروسكال في مسألة 
 **إدريس محمد نوري     *أحمد محمود السبعاوي

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 الملخص 

اذ  من المسائل المهمة في مجال بحوث العمليات ، التخصيصتعد مسألة 

 عمل مختلف  n  مجموعة من أعمال مؤلفة من تخصيصأنها تعالج كيفية 

),.....,,( 321 nJJJJ إلى n  الآلات من),.....,,( 321 nMMMM  وأن ، 

∑ تكون الكلفة الكلية عند حدها الادنى )( ijC . هناك عدة طرائق تعالج هذه

وفي بحثنا هذا سوف نتعامل مع . الحالة منها على سبيل المثال الطريقة الهنكارية

ووظفت طريقة  بيان ثنائي التجزئة تام إلى التخصيص ة يتم تحويل مسأل، اذالبيانات

 وبذلك يتم الحصول على أمثل لايجاد شجرة القياس الكلي الاصغر) روسكال ك(

لكلتا ) أمثل حل(النتائج مطابقة  مقارنة النتائج لعدة مسائل وكانت تتم. تخصيص

 الى كانت أسرع وأسهل في الوصول) كروسكال( مع ملاحظة أن طريقة الطريقتين

 .الحل الامثل 
Employing Kruskal's method for assignment problem 

ABSTRACT 
The Assignment problem is really considered really very 
important, which assigns a set of n distinct jobs 

),.....,,( 321 nJJJJ  to n machines ),.....,,( 321 nMMMM  such 
that, the total cost ∑ )( ijC  is minimum. The problem is solved 
by many methods, one of them is the Hungarian's method. This 
research deals with graphs by proposing a new method which 
deals with complete bipartite graph using Kruskal's method. We 
compare the results for different problems which give optimal 
solution in both methods, but the new method gives a high degree 
of success and its easy to use.  
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 المقدمة  .1
أن لمشكلة التخصيص أهمية كبيرة في مجالات الحياة العملية وبالأخص في 

  يمكن   ) n(هذه الأهمية بوجود عدد من الأعمال وليكن قدرها المنشآت وتكمن 

لمكائن أو العمال البالغ عددها تنفيذ كل منها بواسطة أي من الإمكانات المتاحة كا

)n (كلفة أو وقت أو كفاءة التنفيذ لكل عمل أو وهي التي تختلف فيما بينها في 

 المتاحة والمناسبة لتنفيذ كل عمل الإمكانيات أحد وظيفة ويكون المطلوب اختيار

   .أو بأعلى كفاءة ممكنةبأقل تكاليف ممكنة أو بأقل وقت ممكن 

nMMMM:  ألة يرمز لها على النحو الاتي nيملك محل  ,.....,, 321 .

),,.....,( عمل مختلف nمال مؤلفة من وهناك مجموعة أع 321 nJJJJ ،

أنجاز أي عمل على الالة التي أسند تعتمد كلفة .  هذه الالاتإلى هاتخصيصوالمراد 

وأن لم يكن أنجاز عمل  (  i على الالة  jلكلفة أنجاز العمل ijCنرمز ب  . اليها

 تستطيع ة الةوأن أي). كبيرة جداً ijCما ممكناً ، فأننا نجعل القيمة خاص على ألة 

 بحيث تكون الآلات إلى الأعمال تخصيصسألة أذاً هي مأنجاز عمل واحد فقط ، فال

  .]1[كلفة الانجاز الكلية أصغرية 

 :ولصياغة المسألة رياضياً ، نعرف الآتي

 

 i  إلى الآلةjأذا خصص العمل 
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 :فأن دالة الهدف تأخذ الصيغة الآتية
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 ].6، 1[ولمزيد من التفاصيل أنظر 

 

 الجانب النظري2 . 

 : الطريقة الهنكارية. 1    

ذلك  حلاً أكثر فعالية والتخصيصطورت هذه الطريقة لحل مسألة 

ومن هنا ( ، Konigأكتشفها العالم الهنكاري كونيغ بالاعتماد على خاصية رياضية 

. غير سالبة) ijC( نفرض في هذه الطريقة أن قيم التكاليف ).جاء أسم الطريقة

وينص المبدأ الاساسي لهذه الطريقة على أن طرح أو جمع عدد ثابث من أي سطر 

.  الامثلالتخصيص في القياسية لا يؤثر التخصيص كلفة أو عمود في مصفوفة

 دالة الهدف دولار، فأن k الى 1فمثلاً، أذا تقلصت كلفة أنجاز أي عمل على الالة 

 : ] 7، 5 ،4، 2[ي صبح كما يأتت التخصيصلمسألة 

 : أصغرياًالآتي دالة الهدفيراد جعل 
……….(1)
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∑ألا أن 
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1 صبح ت لها عمل واحد فقط، فصص يخ 1الآلةلأن  1

  :Zةلداال
 Z = (القيمة الاصلية) – k 
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ويعتمد أجراء الحل على طرح كلفة كبيرة الى حد كاف من مختلف 

 بواسطة التحري الأمثل التخصيصالاسطر او الاعمدة، بحيث نحصل على 

inspection . في مصفوفة الكلفة )عمودأو (تبدأ الخوارزمية بفحص كل سطر 

، )أو العممود(ثم نطرح هذه الكمية من كل عناصر السطر . لتعيين العنصر الاصغر

فنحصل على مصفوفة كلفة تضم على الاقل عنصراً معدوماً واحداً في كل سطر 

 الخلايا ذات الكلفة باستخدام تخصيصبعد ذلك، نحاول أجراء ). أو عمود(

 التخصيص فلهذا . أمثلتخصيصكون قد حصلنا على فأذا أمكن ذلك، ن. المعدومة

لدالة غير سالبة، ولذا لا يمكن أن تكون القيمة الاصغرية  )ijC(عناصر كلفة 

∑∑ الهدف
i j

ijijXC  على اعتماداأذاً،  التخصيصفيكون . أصغر من الصفر 

 .الكلفة المعدومة أمثلياً

 

 ترحةوارزمية المقالخ. 2

 قبل البدء بشرح الخوارزمية نحتاج إلى بعض المفاهيم في نظرية البيانات
 

من عناصر تسمى V مجموعة غير خالية  بأنه  Gالبيانيعرف : البيان

يطلق على كل .  غير مرتبة من رؤوس البيانمن أزواجE رؤوس البيان، مع عائلة 

 . G لبيان مجموعة رؤوس اV على حافة أو ضلع، ويطلقEعنصر من عناصر

ثنائي التجزئة تام أذا أمكن تجزئة يقال لبيان أنه : بيان ثنائي التجزئة تام

بحيث أن كل رأس في   2Vو  1V جزئيتين  مجموعتينإلىمجموعة رؤوسه 

1V  2متجاور مع كل رأس فيV 2 رأس في ل، كV متجاور مع كل رأس 

  .متجاوران) 1V) 2V ولا يوجد رأسان في 1Vفي 

 .أية دارة على يحتويتعرف الشجرة بأنها بيان متصل لا  :الشجرة
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 مسائل التخصيص والبيانات  2.1   

 الرائعـة فـي     الأوليـة ن القول أن نظرية البيانات هي من المواضـيع          يمك 

 أن هذه النظرية تستعمل في معظم فروع المعرفـة، فهـي            إذالرياضيات الحديثة،   

ففـي  . ]3[طاً لأي نظام متضمن عملية ثنائية        نموذجاً رياضياً مبس   باعتبارهاتخدمنا  

 وبين موضوع البيانات، أي أن      مسائل التخصيص مثلاً لاحظنا بان هناك تقابلاً بينها       

 .  مسألة تخصيص يمكن تمثيلها بيانياً والبيان الناتج هو بيان ثنائي التجزئة تامةأي
 

 
 . مسألة تخصيص يمكن تمثيلها بيانياً بهذه الطريقةةوهكذا بالنسبة لأي

 الأصغرشجار القياس الكلي أ  2.2     

   رمزنا لذلك فإذا ، T مجموع قياسات حافات Tياس الكلي لشجرة يقصد بالق       

       )T(µ وبذلك فأن ،      

∑
∈

=
)(

)()(
TEe

i
i

eT µµ     ………..(2) 

)( ، وأن T هي مجموع حافات E(T)حيث أن          ieµ قياس الحافة ie. 

3M2M

4J

4M1M

3J2J1J
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 قة كروسكال لإيجاد شجرة القياس الكلي الأصغر   طري2.3

 شجرة القياس الكلي لإيجاد أوجد كروسكال طريقة مختصرة 1956في سنة 

 :]3[ وتتلخص الطريقة بما يأتي الأصغر

ثم نأخذ . 1e يكون لها أصغر قياس، ولتكن الحافة Gنبدأ بحافة من البيان 

132تباعاً الحافات  ,...,, −neee بحيث نختار في كل مرحلة حافة لم يسبق 

 ، وبحيث أنها لا G تكون بأصغر قياس نسبة لما تبقى من حافات في اختيارها

 Tوعندئذ يكون البيان الجزئي . اختيارهاتشكل دارة مع بعض الحافات التي تم 

121المكون من الحافات  ,...,, −neee طريقة شجرة مولدة  بهذه الاختيارها التي تم

 . ذات أصغر قياس كليGل 

  التخصيصألةتوظيف طريقة كروسكال لحل مس 2.4

 التخصيص باستخدام طريقة جديدة شبيهة مسألةفي هذا البند نعالج      

بطريقة   كروسكال مع بعض الشروط الإضافية للطريقة، لذلك نعيد صياغة 

 :الطريقة وكالاتي

  ،Gيانياً وليكن هذا البيان تمثيل المسألة ب : الخطوة الأولى

 يكون لها أصغر قياس، ولتكن   الحافة Gنبدأ بحافة من البيان  : الخطوة الثانية

1e والواقعة في الرأس iMًمثلا  . 

 : تيار هي فقط ، وشروط الاخiMنختار حافات من الرأس  :  الخطوة الثالثة

  حافة لم يسبق اختيارها،-)أ(

 .هأو يساوي ،G قياسها أصغر من قياس الحافات الباقية    في -)ب(

 .   لا تشكل دارة مع بعض الحافات التي تم اختيارها-)ج(

أو الانتهاء من اختبار جميع (في حالة عدم وجود حافة  : الخطوة الرابعة

 بالشروط المذكورة ، نختار حافة من رأس آخر ضمن iMفي الرأس ) الحافات

 وبتطبيق جميع شروط Gالشروط وهكذا نستمر باختبار جميع الحافات الباقية في 

1n21 المكون من الحافات Tالخطوة الثالثة وعندئذ يكون البيان الجزئي  e,...,e,e − 

 .      صغر قياس كلي ذات أGالتي تم اختيارها بهذه الطريقة شجرة مولدة ل 
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    يمكن الآن تحقيق تخصيص نافذ، ولكي يكون هذا :         الخطوة الخامسة

التخصيص أمثلياً نبدأ بتخصيص الرؤوس ذات الدرجة الأولى أولاً ثم ذات الدرجات 

لا يمكن تخصيصه إلا لعمل ) آلة( كل رأس نالأعلى مع الأخذ بنظر الاعتبار أ

 .قق أمثل تخصيص للمسألةواحد فقط ، عند ذلك يتح
 

 الجانب العملي. 3

 

 :]1[ المثال الأول
          التخصيص، وتعطى كلفة آلات لأربع الأمثل التخصيصنريد أيجاد 

 : الآتيبالجدول 
 

J4 J3 J2 J1  
7 8 9 10 M1 
6 5 4 3 M2 
2 1 1 2 M3 
6 5 3 4 M4 

 

 : )الطريقة الهنكارية(الحل 

 . قياسيةتخصيص، فالمسألة هي آلات و لعدد بما أن عدد الاعمال مسا

فنجد أننا نستطيع أن نحصل على مصفوفة كلفة . نبدأ أولاً بفحص الاسطر

 :مختزلة، بأجراء الاتي

 . من السطر الاول7طرح القيمة  -1

 . من السطر الثاني3طرح القيمة  -2

 . من السطر الثالث1طرح القيمة  -3

 . من السطر الرابع3طرح القيمة  -4

 : فنحصل أذاً على مصفوفة الكلفة الاتية 
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J4 J3 J2 J1  
0 1 2 3 M1 
3 2 1 0 M2 
1 0 0 1 M3 
3 2 0 1 M4 

 

ومة د الخلايا المعباستخدام نافذ تخصيصومن الجدول السابق، نتوصل الى 

,,,,فقط، وهو يقابل  الكلفة 41123324 JMJMJMJM →→→→ .

143137: لية هيوتكون الكلفة الك . أمثلالتخصيصهذا ويكون  =+++ .   

 نافذ تخصيصوقد لا يكون من الممكن دوماً، في الحالة العامة، أيجاد 

 : الاتيةالتخصيصلتوضيح ذلك، ندرس مسألة .  الخلايا المعدومة الكلفةباستخدام

 

 :]1[  الثانيمثالال
  :، ذات مصفوفة الكلفة الاتيةالتخصيصنريد أيجاد الحل الامثل لمسألة 

 
J4 J3 J2 J1  
8 7 9 10 M1 
7 7 8 5 M2 
5 6 4 5 M3 
5 4 3 2 M4 

 

 ):الطريقة الهنكارية(الحل 

     . يطرح أولاً العنصر الاصغر في كل سطر، من بقية عناصر ذلك السطر    

 :الآتية مصفوفة الكلفة المختزلة إلىوهذا يؤدي 
 

J4 J3 J2 J1  
1 0 2 3 M1 
2 2 3 0 M2 
1 2 0 1 M3 
3 2 1 0 M4 



2008)�13(����א��hא��������{מ�א�4%��7�א�����____________________ 
 

]65[

 

12وبما أن للألتين  , MM 1من أجل العمل  كلفة معدومةJ فقط، فلا يمكن 

وللحصول على .  الذي يعتمد على الخلايا المعدومة الكلفة فقط نافذاًالتخصيصعد 

 عناصر المزيد من الاصفار، يطرح العنصر الاصغر في العمود الرابع من جميع

 .ذلك العمود

 
J4 J3 J2 J1  
0 0 2 3 M1 
1 2 3 0 M2 
0 2 0 1 M3 
2 2 1 0 M4 

 

.  ألا ثلاثة أعمال فقطتخصيصبأستخدام الخلايا المعدومة الكلفة، لا يمكن 

في مثل هذه الحالات، نقوم برسم عدد .  نافذتخصيصلذا، لا يمكن تحقيق أي 

، )عمودياً أو أفقياً (الاعمدة المختارة وأصغري من الخطوط المارة ببعض الاسطر

أن عدد الخطوط الاصغري اللازم لذلك . المعدومة الكلفةبهدف تغطية كل الخلايا 

 . الخلايا المعدومةباستخدامها تخصيصللأعمال التي يمكن هو العدد الاعظمي 

 :ثلاثة خطوط كما يأتي وفي مثالنا، يتحقق ذلك برسم 

 
J4 J3 J2 J1  
0 0 2 3 M1 
1 2 3 0 M2 
0 2 0 1 M3 
2 2 1 0 M4 

 

ففي مثالنا، . ىصغر العناصر غير المغطاة، القيمة ال، من بينالآننختار 

كما نجمع . ثم نطرح هذه القيمة من كل العناصر غير المغطاة. 1نختار العنصر 

فنحصل .  تقاطع أي خطين في نقاطوالواقعة كافة هذه القيمة الى العناصر المغطاة

 : على مصفوفة الكلفة المختزلة الاتيةأذاً
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J4 J3 J2 J1  
0 0 2 4 M1 
0 1 2 0 M2 
0 2 0 2 M3 
1 1 0 0 M4 

 
                               

 من السطرين الثاني والرابع، وجمعه 1يكافئ الاجراء السابق طرح العنصر 

 التخصيصخرى، لم يتغير لذا، ومرة أ. الى العمود الاول في مصفوفة الكلفة

 .الامثل

 يكون أمثلياً عند أجراء التخصيص نافذ، وهذا تخصيصيمكن الان تحقيق 

 :الآتي

                  31124324 ,,, JMJMJMJM →→→→،  

203557: وتكون الكلفة الكلية هي =+++ . 

طوط  نافذ في هذه المرحلة، ينبغي أعادة رسم الختخصيص تعذر تحقيق اذا

 . نافذتخصيصلتغطية الاصفار والاستمرار بهذه الطريقة حتى التوصل الى 

بالنسبة . والآن نعيد حل المثالين المذكورين بأستخذام الخوارزمية المقترحة 

    :الأوللمثال الى ا
J4 J3 J2 J1  
7 8 9 10 M1 
6 5 4 3 M2 
2 1 1 2 M3 
6 5 3 4 M4 

  : مثال فأن بتطبيق خطوات الخوارزمية على ال
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 . في المصفوفة أعلاهأما الأوزان فهي كما مثبتة

23نبدأ بالحافة : الخطوة الثانية  JM ويمكن البدء (  لأن قياسها أصغر

33بالحافة  JM ( 33، ثم نختار JM،43 JM ،13 JM                               

12 ن أما نختاراالآن أمامنا خيار JM  24أو JM  

12لنفرض الاختيار هو  JM 24 ثم نختار JMوهكذا نستمر  

 والبيان الناتج هوت الخوارزمية وابتطبيق خط

 

3M2M

4J

4M1M

3J2J1J
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،  4هي  3Mالرأس درجة  نافد ونلاحظ أن تخصيصيمكن الآن تحقيق 

، لذلك   J مجموعةأما الرؤوس الأخرى فهناك حافة واحدة فقط تصل بينها وبين 

124أولاً بالرؤوس  التخصيصيبدأ  ,, MMM3ثم الرأسM أي بالشكل

 :الآتي 

 

41 JM →،12 JM →،24 JM →33 JM →  

 وتكون الكلفة . كما حصلنا عليه باستخدام الطريقة السابقةتخصيصوهو أمثل 

147331 : الكلية هي =+++ . 

 لمثال الثاني          الى اأما بالنسبة 

                                      
J4 J3 J2 J1  
8 7 9 10 M1 
7 7 8 5 M2 
5 6 4 5 M3 
5 4 3 2 M4 

 

2J

3M 

3J 4J
 

1J

2M 4M
1M
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14تطبيق الخوارزمية فأن البدء يكون بالحافة فعند  JM أما البيان ،

 :يكون بالشكل الآتي فالخوارزمية ء من الناتج بعد الانتها
                                                                                                       
   

 
 
 

31 أولاً التخصيصفيكون  JM → ، 12 JM  لأن درجة →

 فنلاحظ 4Mأما بالنسبة للرأس   واحدة ، 1M  ،2Mكل من الرأسين 

 واحدة فقط آلة إلى خصص وبما أن كل عمل يأن هناك ثلاثة أعمال تشترك معه

31ولان  ,JJ2 العمل يخصص لذلك هماتخصيصتم  قدJ الآلةعلى 

4M . 4 الى العملوأخيراً يبقى لدينا اختيار واحد فقط بالنسبةJ فيتم

 :للمسألة بالشكل الآتي  التخصيصأي يكون . 3M الآلة على هتخصيص

31 JM → ،12 JM → ،24 JM → ،

43 JM → 

 أما الكلفة الكلية . كما تم الحصول عليه بالطريقة السابقةتخصيصوهو أمثل 

207535:  فهي =+++.  
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3M 
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