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Numerical Method for Evaluation of Triple Integrals with 

continuous   Integrands 

 طريقت عذديت نحساب انتكاملاث انثلاثيت راث انمكاملاث انمستمرة
 

 رؤي عزيز فاضم    سرمذ رحمان حسيه               أ.  عهي حسه محمد 

 تحهيم عذدي / قسم انرياضياث / كهيت انتربيت نهبناث / جامعت انكىفت

 انبحث مستم

 

 انمستخهص 
تاعرخذاَ لاعذج شثٗ إٌّحشف اٌثعذ ٌحغاب اٌرىاِلاخ اٌصلاشٍح  غشٌمح عذدٌحاٌٙذف اٌشئٍغً ِٓ ٘زا اٌثحس ٘ٛ اشرماق         

عٍى الاتعاد  , ,x y z )عٕذِا ذىْٛ  ٚاٌرً ِىاِلاذٙا دٚاي ِغرّشج فً ِٕطمح اٌرىاًِ ٚاشرماق صٍغح اٌخطأ )حذٚد اٌرصحٍح

اٌذاخًٍ ) الاتعاداعذاد اٌفرشاخ اٌجضئٍح عٍى  1n x  ٚ 2الاٚعػ( )n y ًٚاٌخاسج 3n z ٔطثك  ٛف( غٍش ِرغاٌٚح  ٚع

( ِغاٌٚح yالاٚعػ ٚ  xاٌذاخًٍ حاٌح خاصح عٍى ذىاِلاخ ِخراسج عٕذِا ذىْٛ اعذاد اٌفرشاخ اٌجضئٍح عٍى اٌثعذٌٓ )

3اي اْ  zاٌخاسجً ٌععف اعذاد اٌفرشاخ اٌجضئٍح عٍى اٌثعذ 2 12n n n   ْ3تّعٕى ا 1 2

1 1
( )

2 2
h h h   َٛٚعٛف ٔم

ٚلذ اظٙشخ ٔرائج اٌرىاِلاخ اٌّخراسج دلح عاٌٍح فً إٌرائج تاعرخذاَ عذد  [2]ٚ  [1]ترحغٍٓ إٌرائج تاعرخذاَ ذعجًٍ سِٚثشن 

لًٍٍ ِٓ اٌفرشاخ اٌجضئٍح ٚتاٌراًٌ ٌّىٓ الاعرّاد عٍى ٘زٖ اٌطشٌمح فً حغاب ِصً ٘زٖ اٌرىاِلاخ . عٛف ٔشِض ٌٍماعذج تاٌشِض 

iRT  ار ٌشٍش اٌحشف ,iT ٚاٌحشف  الاتعاد اٌصلازٌى لاعذج شثٗ إٌّحشف عٍى اR  .اٌى ذعجًٍ سِٚثشن 

   Abstract 

    The main aim of this research is to derive numerical method to calculate Triple dimension 

integrals by applying Trapezoidal rule on dimensions  , ,x y z which it's integrands are 

continuous functions in the region of integral and to find the form of error (correction terms) 

when number of subintervals on dimensions      1 2 3, ,x n y n z n  are unequal and we will apply 

special case on well choosen integrals when number of subintervals on dimensions ,x y   equals 

to twice subintervals to z , where , 1 2 32n n n  ,  means that 3 1 2

1 1

2 2
h h h 

 
. We will 

improve the by using Romberg acceleration [1] and [2] ,this rule Shawn high accuracy in results 

of well choosen integrals by using little of subintervals , then  it can be depend on this method in 

calculating like these integrals. We will symbolize to the rule by iRT , iT indicates to 

Trapezoidal rule on all dimensions , R indicates to Romberg acceleration .                                                                               

 

 

  -انمقذمت : .1
اْ ٌٍرىاِلاخ اٌصلاشٍح أٍّ٘ح فً اٌجاد اٌحجَٛ ٚاٌّشاوض اٌّرٛعطح ٚعضَ اٌمصٛس اٌزاذً ٌٍحجَٛ عٍى عثًٍ اٌّصاي اٌحجُ           

اٌٛالع داخً 
2 2 4x y x   0ٚفٛقz   ٚذحد

2 2 4x y z  ٚوزٌه اٌجاد اٌحجُ اٌٛالع تٍٓ اٌمطع اٌّىافئ ,
2 22z x y   ٚالاعطٛأح

24z y   ً2, ٚحغاب اٌّشوض اٌّرٛعػ ٌٍحجُ اٌٛالع داخ 2 9x y   ٚفٛق اٌّغرٛي

0z   4ٚذحد اٌّغرٛيx z   ًٚوّا ٌٙا اٍّ٘ح تاسصج فً اٌجاد اٌىرً راخ اٌىصافح اٌّرغٍشج ِصً لطعح ِٓ عٍه سفٍعا ,

عاَ  [3]ُ٘ ظٍاءٚ. ِّا شجع عذد ِٓ اٌثاحصٍٓ ٌٍعًّ فً ِجاي اٌرىاِلاخ اٌصلاشٍح [5]ٚصفٍحح سلٍمح ِٓ اٌّعذْ. فشأه آٌشص

 , شثش 9073عاَ  [10], ٘لاي  9073عاَ  [8], محمد ٚآخشٌٓ  9077عاَ  [7], محمد ٚآخشٌٓ  9070عاَ  [4], عىاس  9002

 . 9073عاَ  [11], واظُ  9072عاَ [9]

اِا فً تحصٕا ٘زا لذِٕا ِثشٕ٘ح ِع اٌثش٘اْ لاشرماق غشٌمح عذدٌح ٌحغاب لٍُ ذمشٌثٍح ٌٍرىاِلاخ اٌصلاشٍح اٌرً ِىاِلاذٙا دٚاي 

ِٕطمح اٌرىاًِ ٚصٍغح اٌخطأ ٌٙا ٚ٘زٖ اٌطشٌمح عثاسج عٓ غشٌمح ِشوثح ِٓ لاعذج شثٗ إٌّحشف عٍى الاتعاد اٌصلاشح ِغرّشج فً 

غٍش  اٌخاسجً اٌذاخًٍ ٚالاٚعػ ٚ عٕذِا ذىْٛ عذد اٌفرشاخ اٌرً ذجضأ اٌٍٙا فرشج اٌرىاًِ عٍى اٌثعذ )اٌذاخًٍ ٚالاٚعػ ٚاٌخاسجً(
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 ِرغاٌٚح. ٚعٕأخز حاٌح خاصح
3 1 2

1 1

2 2
h h h
 

  
 

. عٕشِض ٌٙزٖ اٌطشٌمح تاٌشِض i iRT h ار ٌشٍش اٌشِضiT  ٗاٌى لاعذج شث

 سِٚثشن. اٌى ذعجًٍ Rإٌّحشف عٍى الاتعاد اٌصلاز ٚاٌحشف

 راث انمكاملاث انمستمرة وصيغت انخطأ نها اشتقاق طريقت عذديت نحساب انتكاملاث انثلاثيت.2
عٕمذَ ِثشٕ٘ح ِع اٌثش٘اْ ٔغرعشض فٍٙا اشرماق غشٌمح عذدٌح ٌحغاب لٍُ اٌرىاِلاخ اٌصلاشٍح ٚذطثٍك غشٌمح ذعجًٍ سِٚثشن      

,  1nالاتعاد اٌصلاشح اٌفرشاخ اٌجضئٍح عٍى عٕذِا ذىْٛ اعذاد عٍى اٌمٍُ إٌاذجح ِٓ ذطثٍك لاعذج شثٗ إٌّحشف عٍى الاتعاد اٌصلاز 

2n  ,3n  ٚعٕطثك حاٌح خاصح عٕذِا غٍش ِرغاٌٚح
  1 2 32n n n  1)عٍى ذىاِلاخ خاصحn عذد اٌفرشاخ اٌجضئٍح اٌرً ذجضأ

اٌٍٙا اٌفرشج  ,a b  ٚ2n  عذد اٌفرشاخ اٌجضئٍح اٌرً ذجضأ اٌٍٙا اٌفرشج ,c d  ٚ3n  عذد اٌفرشاخ اٌجضئٍح اٌرً ذجضأ اٌٍٙا اٌفرشج

 ,e g  ْاي ا ) 1 2 32h h h  حٍس
 

1

1

b a
h

n

 
 

 
 ٚ2

2

(d c
h

n

 
 

 
 ٚ

 
3

3

g e
h

n

 
 

 
. ٔشِض ٌٙزٖ اٌطشٌمح  

ضـــتاٌشِ i iRT h ٍســحR شن ٚ ـــًٍ سِٚثــح ذعجــغشٌمiT حٍــس  حـــاد اٌصلاشـــى الاتعـــحشف عٍــٗ إٌّــــاعذج شثــــل .

10 1 ... na x x x b     , 
20 1 ... nc y y y d      ,

30 1 ... ne z z z g     . 

 :مبرهنت

ٌرىٓ اٌذاٌح        , ,f x y z  ِغرّشج ٚلاتٍح ٌلاشرماق فً وً ٔمطح ِٓ ٔماغ إٌّطمح     , , ,a b c d e g   فأْ اٌمٍّح

اٌرمشٌثٍح ٌٍرىاًِ اٌصلاشً  
3 2 1

0 0 0

, ,

n n nz y x

z y x

I f x y z dxdydz    ٌ3 ّىٓ حغاتٙا ِٓ اٌماعذج الاذٍح- 

           
3 2 2 3 1

1 2 3

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0, , , , , , , , , ,
8

i i n n n n n

h h h
T h f x y z f x y z f x y z f x y z f x y z


     



           
1

1 3 1 2 1 2 3 3 2

1

0 0 0 0 0 0

1

, , , , , , 2 , , , , , ,
n

n n n n n n n i i n i n

i

f x y z f x y z f x y z f x y z f x y z f x y z




    


         
2

2 3 3 1 1 3

1

0 0 0 0 0

1

, , 2 , , , , , , , ,
n

i n n j n n j n j n

j

f x y z f x y z f x y z f x y z f x y z




      
  

         
3 2 1

2 1 1 2

1 1 1

0 0 0 0 0

1 1 1

2 , , , , , , , , 4 , ,
n n n

s n s n s n n s i j

s j i

f x y z f x y z f x y z f x y z f x y z
  

  

       
  

         
3 31 2

2 1 2

1 11 1

0 0

1 1 1 1

, , 4 , , , , 4 , , , ,
n nn n

i j s i s i n s j s n n s

i s s j

f x y z f x y z f x y z f x y z f x y z
  

   

       
     

 
3 2 11 1 1

0

1 1 1

8 , ,
n n n

i s

s j i

f x y z
  

  


    




1ixس ـــحٍ  a ih   ,11, 2, .., 1i n   ,
2jy c jh   ,21, 2, .., 1j n   ,3sz e sh   ,31, 2,.., 1s n  

 ٚصٍغح حذٚد اٌرصحٍح )صٍغح اٌخطأ( ً٘ 
2 4 2 4 2 4

1 1 2 1 1 2 2 2 1 3 2 3( ) ... ... ...i iI T h A h A h A h A h A h A h         

3ٚعٛف ٔطثك حاٌح خاصح   1 2

1 1

2 2
h h h
 

  
 

 فرىْٛ صٍغح اٌخطأ تشىً عاَ ً٘  

2 4

1 1 2 1( ) ...i iI T h B h B h   
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 انبرهان:
 تاٌصٍغح الاذٍح Iٌّىٓ وراتح اٌرىاًِ 

       , , ... 1
i

g d b

i i T i

e c a

I f x y z dxdydz T h E h    

حٍس اْ  i iT h  ذّصً اٌمٍّح اٌرمشٌثٍح ٌٍرىاًِ تاعرخذاَ لاعذج شثٗ إٌّحشف عٍى الاتعاد اٌصلازx ,y , z ْٚا .

 
iT iE h عٍغٍح حذٚد اٌرصحٍح ً٘(correction terms)    ٍُاٌّّىٓ اظافرٙا اٌى ل i iT h . 

ٌعذد ِٓ اٌفرشاخ اٌجضئٍح xعٛف ٔمغُ فرشج اٌرىاًِ عٍى اٌثعذ اٌذاخًٍ  1n فرشج اٌرىاًِ عٍى اٌثعذ الاٚعػٚٔمغ ُy  ِٓ ٌعذد

اٌفرشاخ اٌجضئٍح  2n ُاٌخاسجًفرشج اٌرىاًِ عٍى اٌثعذ  ٚٔمغz  ٌعذد ِٓ اٌفرشاخ اٌجضئٍح 3n حٍس
 

1

1

b a
h

n

 
 


ٚ

 
2

2

d c
h

n


 ٚ

 
3

3

g e
h

n





  

ِعٍَٛ ٌذٌٕا اْ صٍغح اٌخطأ ٌٍرىاِلاخ الاحادٌح راخ اٌّىاِلاخ اٌّغرّشج تاعرخذاَ لاعذج شثٗ إٌّحشف ً٘ 

          3 32 ' ' 4

0 0

1 1
... ... 2

12 720
n nE h h f f h f f


    

  [1]فٛوظ

ٌٍصٍغح  [6] (Mean-vale theorem for derivatives)ٚتاعرخذاَ ٔظشٌح اٌمٍّح اٌٛعطى فً اٌرفاظً   2  ٔحصً عٍى 

 
     

       2 40 02 4

1 2 ... ... 3
12 720

n nx x x x
E h h f h f 

  
  

حٍس    01,2,... , ,i ni x x                                                                                                                   

تحغاب اٌرىاًِ الاحادي  , ,

b

a

f x y z dx ًٍعذدٌاً تاعرعّاي لاعذج شثٗ إٌّحشف عٍى اٌثعذ اٌذاخx ٚاعرثاس y,z  ٍٓشاتر

 ٍٕرج ف

        
   

   
 

1
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حٍس  1 2 1, ,.. , , 1,2,..., 1, i ia b i n x a ih        ٚتّىاٍِح اٌصٍغح 4 تإٌغثح اٌىy  عٍى اٌفرشج ,c d  ًعذدٌا

 تاعرخذاَ لاعذج شثٗ إٌّحشف عٍى وً حذ ِٓ حذٚد٘ا ٔحصً عٍى الاذً
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تاعرخذاَ ِثشٕ٘ح اٌمٍّح اٌٛعطى ٌٍرىاًِ ٌٍصٍغح  6  ٔحصً عٍى 
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             1 2 3, , , , , , , , , , , , , ,
8

g d b

e c a

h h h
f x y z dxdydz f a c e f a c g f a d e f a d g f b c e f b c g


     


  

 

             
1 21 1

1 1

, , , , 2 , , , , , , , , 2 , ,
n n

i i i i j

i j

f b d e f b d g f x c e f x c e f x d e f x d g f a y e
 

 

  
         

  
 

  

             
3 1

1

, , , , , , 2 , , , , , , , ,
n

j j j s s s s

s

f a y g f b y e f b y g f a c z f a d z f b c z f b d z




  
         

  


 

       
31 2 1 11 1 1

1 1 1 1

4 , , , , 4 , , , ,
nn n n

i j i j i s i s

i j i s

f x y e f x y g f x c z f x d z
  

   

   
        

   
 

 

         
3 32 1 21 11 1 1

1 1 1 1 1

4 , , , , 4 , ,
n nn n n

j s j s i j s

j s i j s

f a y z f b y z f x y z b a d c g e
   

    

   
         

   
 

       2 4 2

1 1 1 2 2 2 12 4 21

1 1 22 4 2

, , , , , ,1 1
...

12 720 2 12

f f d c f a zh
h h h

x x y

         
      

      

  

           2 44
1 224 2 41

2 2 24 2 4

, , , ,, ,
... ...

720 2 12 720

f b z f b zd c f a z d c d ch
h h h

y y y

       
       

     

           1

2 4
21

1 2
12 4 21 2

1 2 2 32 4 2
1

, , , , , ,
...

12 720 4 12

n
i i i i

i

f x z f x zd c d c g e f a ch h
h h h h

y y z

  



                 



           222
1112 2 2 1 2

3 3 32 2 2

, ,, ,, ,
...

12 12 12 4

f a cf a cf a cg e g e g e h h
h h h

z z z




   
   

   


               4444 22224 4 4 4

3 3 3 34 4 4 4

, ,, ,, ,, ,
...

720 720 720 720

f a cf a cf a cg e f a c g e g e g e
h h h h

z z z z




     
          



           1
24 41

11 22 2 41 2

3 3 32 2 4
1

ˆ, ,, , , ,
...

2 12 12 720

n
i ii i i i

i

f x cg e f x c g e g e f x ch h
h h h

z z z





            
           



         2

2
2

4 11 1
24 2 21 2

3 3 34 2 2
1

ˆ̂
ˆˆ , ,ˆ, ,ˆ, ,

... ...
720 2 12 12

j jn j j
i i

j

f a yf a yf x cg e g e g eh h
h h h

z z z





   
                       

   
   


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       1 2

4
4

2 1 12
4 4 2

3 3 1 2 34 4
1 1

ˆ̂
ˆˆ , ,ˆ, ,

...
720 720 12

j j n nj j

i j

f a yf a y
g e g e g e

h h h h h
z z

 

 

 
     
             
  



     2 4

1 24

32 4

, , , ,
...

720

i j ij i j ijf x y f x yg e
h

z z

   
 
 


 

 

حٍس  1,2,... , ,ll c d   , 1,2,..., ,ll e g   

ٚتّا اْ 
2 4

2 4
, ,...

f f

x x

 

 
 ٚ

2 4

2 4
, ,...

f f

y y

 

 
 ٚ

2 4

2 4
, ,...

f f

z z

 

 
دٚاي ِغرّشج فً وً ٔمطح ِٓ ٔماغ إٌّطمح  

     , , ,a b c d e g  . 

y,تاعرخذاَ لاعذج شثٗ إٌّحشف عٍى الاتعاد  Iفاْ صٍغح حذٚد اٌرصحٍح ٌٍرىاًِ اٌصلاشً  x  ٚz ًذىْٛ والاذ 

 

     
   

   
2 42 4

1 1 1 2 2 21 1

2 4

, , , ,
...

12 720iT i

f fh h
E h g e d c b a g e d c b a

x x

       
          
  
 

 

   
   

   2 4 2 42 42 4
1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 23 32 2

2 4 2 4

, , , , , , , ,
... ...

12 720 12 720

f f f fh hh h
g e d c b a

y y z z

                           
          

  

     
     2 2 2 22 2

2 1 1 1 3 1 1 11 1 1 1

2 2 2

, , , ,, ,1

12iT i

h f h fh f
E h g e d c b a

x y z

 
                
    
 

   
     

 

4 4 4 44 4
2 2 2 2 3 2 2 21 2 2 2

4 4 4

, , , ,, ,1
... ... 7

720

h f h fh f
g e d c b a

x y z

 
              
    
 

                       1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 1 2 2 2 2 2 2, , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,...a b c d e g a b c d e g                      

اٌّىاًِ داٌح ِغرّشج ِٚشرماذٙا اٌجضئٍح ِٛجٛدج فً وً ٔمطح ِٓ ٔماغ ِٕطمح اٌرىاًِ تّا اْ       , , ,a b c d e g    ٗٔفا

 ٌّىٓ وراتح صٍغح اٌخطأ تاٌصٍغح الاذٍح 

   2 4 2 4 2 4

1 1 2 1 1 2 2 2 1 3 2 3... ... ... ... 8i iI T h A h A h A h A h A h A h       

1حٍس   2, ,...A A .ْشٛاتد ذعرّذ عٍى اٌّشرماخ اٌجضئٍح ٌٍذاٌح فً ِٕطمح اٌرىاًِ ٚتٙزا ذُ اٌثش٘ا 

3ٚفً حاٌح خاصح عٕذِا  1 2

1 1

2 2
h h h  3 ًذصثح صٍغح اٌخطأ تالاذ 

   2 4

1 1 2 1 ... ... 9i iI T h B h B h   

حٍس اْ 1,2,...lB l  شٛاتد. 
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 :الامثهت.3

7- 
2 2 2

1 1 1

ln( ) 1.4978022885754I x y z dxdydz       

اٌّىاًِ ٕ٘ا ِغرّش ٌىً               , , 1,2 1,2 1,2x y z     ٌٗٙزا فاْ صٍغح حذٚد اٌرصحٍح ٌٍرىاًِ اعلاٖ ذىْٛ ِشات

ٌٍصٍغح 9  ٔغرٕرج ِٓ اٌجذٚي , 1 اْ لٍّح اٌرىاًِ تاعرخذاَ لاعذجiT  ذىْٛ صحٍحح لأستع ِشاذة عششٌح عٕذِا

1 2 16n n   ,3 32n   ٚتاعرخذاَ غشٌمح ذعجًٍ سِٚثشن ِع اٌماعذجiRTٍّصحٍحح ٌصلاز عششج  ححصٍٕا عٍى ل

 فرشج جضئٍح(.  132ِشذثح عششٌح ٚتـ )

9-  
3 2 1

2 1 0

0.005256743455022
x y z

I xe dxdydz
  

     

اٌّىاًِ ٕ٘ا ِغرّش ٌىً                , , 0,1 1,2 2,3x y z     ٌٗٙزا فاْ صٍغح حذٚد اٌرصحٍح ٌٍرىاًِ اعلاٖ ذىْٛ ِشات

ٌٍصٍغح 9  ٔغرٕرج ِٓ اٌجذٚي , 2 اْ لٍّح اٌرىاًِ تاعرخذاَ لاعذجiT  ذىْٛ صحٍحح ٌغرح ِشاذة عششٌح عٕذِا

1 2 32n n   ,3 64n  ٚتاعرخذاَ غشٌمح ذعجًٍ سِٚثشن ِع اٌماعذجiRT  حصٍٕا عٍى لٍّح ِطاتمح ٌٍمٍّح اٌرحٍٍٍٍح

 فرشج جضئٍح(. 162عششج ِشذثح عششٌح ٚتـ )خّغح ٌ ِمشتح

3- 
2 2 2

1 1 1

2.11801303423891I x y z dxdydz       

اٌّىاًِ ٕ٘ا ِغرّش ٌىً               , , 1,2 1,2 1,2x y z     ٌٗٙزا فاْ صٍغح حذٚد اٌرصحٍح ٌٍرىاًِ اعلاٖ ذىْٛ ِشات

ٌٍصٍغح 9  ٔغرٕرج ِٓ اٌجذٚي , 3 اْ لٍّح اٌرىاًِ تاعرخذاَ لاعذجiT ٌ عششٌح عٕذِا  ذةاِشصلاز ذىْٛ صحٍحح

1 2 16n n   ,3 32n   ٚتاعرخذاَ غشٌمح ذعجًٍ سِٚثشن ِع اٌماعذجiRT ٌصلاشح عشش  صحٍحح حصٍٕا عٍى لٍّح

 فرشج جضئٍح(. 132ِشذثح عششٌح ٚتـ )

2-  
2

1 1 1

0 0 0

xyz
I e dxdydz     

اْ اٌرىاًِ ٕ٘ا غٍش ِعشٚف اٌمٍّح اٌرحٍٍٍٍح ٌرعح ِٓ اٌجذٚي          4  ٍرىاًِ شاترح )ٌٚصلاز اعّذج( افمٍاً ٌاْ اٌمٍُ اٌرمشٌثٍح

3عٕذِا  iRT عشش ِشذثح عششٌح( ٚتاعرخذاَ غشٌمح ذعجًٍ سِٚثشن ِع اٌماعذج)ٌصلاز  1 2128 , 64n n n   ٚتـ ( 
 .1.0415870590102 ِمشتح ٌصلاز عشش ِشذثح عششٌح ًِ٘ٓ ٘زا ٔغرٕرج اْ اٌمٍّح اٌعذدٌح ٚ.  فرشج جضئٍح( 192
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1 2n n   3n   iT 2k لٍُ   4k   6k   8k   

1 2 1.4880562679457     

2 4 1.4953889925699 1.4978332341114    

4 8 1.4972004332263 1.4978042467784 1.4978023142896   

8 16 1.476519168261 1.4978024113594 1.4978022889981 1.4978022885967  

16 32 1.4977647013983 1.4978022962557 1.4978022885821 1.4978022885755 1.4978022885754 
2 2 2

1 1 1

ln( )I x y z dxdydz    
 

1.4978022885754 

 (1)جذول        

 

 

1 2n n

  

3n   iT 2k لٍُ   4k   6k   8k   10k   

1 2 0.004041363813562      

2 4 0.004972445600126 0.005282806195648     

4 8 0.005186929904786 0.005258424673006 0.005256799238163    

8 16 0.005239369510389 0.005256849378923 0.005256744359318 0.005256743488225   

16 32 0.005252404944074 0.005256750088636 0.005256743469284 0.005256743455156 0.005256743455022  

32 64 0.005255659138393 0.005256743869832 0.005256743455245 0.005256743455022 0.005256743455022 0.005256743455022 

 
3 2 1

2 1 0

x y z
I xe dxdydz

  
   

 

  

0.005256743455022

 
 (2جذول )
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1 2n n   3n   iT 2k لٍُ   4k   6k   8k   

1 2 2.11294368773046     

2 4 2.11675320484383 2.11801304388162    

4 8 2.11769855066612 2.11801366594021 2.11801304074412   

8 16 2.11739444303132 2.11801307381972 2.11801303434502 2.11801303424345  

16 32 2.11799338829359 2.11801303671435 2.11801303424066 2.11801303423900 2.11801303423898 
2 2 2

1 1 1

I x y z dxdydz    
 

 

2.11801303423891

 
 (3)جذول        

 

 

1 2n n

  

3n   iT 2k لٍُ    4k   6k   8k   10k   12k   

1 2 1.1428957913647       

2 4 1.0594760654153 1.0316694900988      

4 8 1.0455834698573 1.0409526046714 1.0415714789762     

8 16 1.0425565232383 1.0415475410320 1.0415872034560 1.0415874530509    

16 32 1.0418275770049 1.0415845949271 1.0415870651867 1.0415870629920 1.0415870614624   

32 64 1.0416470730878 1.0415869051154 1.0415870591279 1.0415870590318 1.0415870590162 1.0415870590138  

64 128 1.0416020553171 1.0415870493935 1.0415870590121 1.0415870590103 1.0415870590102 1.0415870590102 1.0415870590102 

 
2

1 1 1

0 0 0

xyz
I e dxdydz   

 
 (4جذول)
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عٕذِا  x ,y ٚzعٍى الاتعاد اٌصلاشح  iTٔغرٕرج ِٓ خلاي اٌجذاٚي أٗ عٕذ حغاب اٌرىاِلاخ اٌصلاشٍح تماعذج        

1 2 32n n n   لاعذج( اْ ٘زٖ اٌماعذج .iT ِماسٔح ِع اٌمٍّح اٌرحٍٍٍٍح ٌٍرىاِلاخ ) ( ذعطً لٍّاً صحٍحح ) ٌعذج ِشاذة عششٌح

 تاعرعّاي عذد ِٓ اٌفرشاخ اٌجضئٍح ِٓ دْٚ اعرعّاي غشٌمح ذعجًٍ سِٚثشن عٍٍٙا . 

اٌجذاٚي أٗ ِٓ خلاي غشٌمح ذعجًٍ سِٚثشن ِع اٌماعذج اٌّزوٛسج اعطد ٔرائج افعً ِٓ حٍس اٌذلح ٚعشعح الالرشاب تعذد  تٍٕد

 فً حغاب اٌرىاِلاخ اٌصلاشٍح راخ iTلًٍٍ ِٓ اٌفرشاخ اٌجضئٍح ٔغثٍاً اٌى لٍُ اٌرىاِلاخ اٌرحٍٍٍٍح عٍٍٗ ٌّىٓ الاعرّاد عٍى اٌطشٌمح 

 اٌّىاِلاخ اٌّغرّشج .
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