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  يبلات توزيع واتقدير معلم
  **د عيالديننصر                       *ميسون مال االله عزيز

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
                   

  :ملخصال

  ب  الذي دالة كثافة احتماله معطاة وايبل توزيع لماتيتعلق البحث بتقدير مع      

( )[ ] 0,0,0,exp),;( 1 >>≥−=⋅ − βαχαχχαββαχ βββw  

 مـرة للحـصول علـى       1000  محاكاتها تعينات بأحجام مختلفة تم   أخذت        

تم الحصول على المقدرات بطريقـة المربعـات        .  للمقدرات الإحصائيةالخصائص  

للحالتين وجود وغياب الحد من الرتبة الثانية في منشور         ،   تايلورالصغرى لمنشور   

 حالة وجـود تقريـب       المقدرات اقل تحيز في    .وتمت المقارنة بين الحالتين     تايلور  

  . موجود تايلورالرتبة الثانية في منشور 

 محاكـاة للحـالتين     5ب  و   50ار البواقي لعينة بحجم     لفحص النموذج تم اختب         

 لها معـدل صـفر      الأخطاء  .تايلوروجود وغياب تقريب الرتبة الثانية في منشور        

 . وتباين ثابت 

  .اسب الالكتروني الحمن خلال استخدام تم الحصول على النتائج 
  

Estimation of Weibull Distribution Parameters  
 
Abstract : 

     This paper is concerned with the estimation of the 
parameters of Weibull distribution whose density function is 
given by  

( )[ ] 0,0,0,exp),;( 1 >>≥−= − βαχαχχαββαχ βββw  

                                                 
  جامعة حلب-تفرغ علمي / جامعة الموصل/   اسبات والرياضيات كلية علوم الح/   قسم الرياضيات*

  جامعة حلب/كلية العلوم/قسم الإحصاء الرياضي **
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     Samples for each of the different sample sizes were simulated 
1000 times computer simulation is used to obtain the statistical 
properties of the estimators . 
     Estimators have been obtained by method of least squares,for 
the two cases, presence  and absence of the second order 
approximation in the Taylor expansion, and comparison between 
the two cases is made. The estimators is less biased for the case 
where second approximation in Taylor expansion is present than 
for other case.  
     In order check the model examination of the  residual is 
carried out for a sample of size 50 with 5 simulations for both in 
case of presence and absence of second order  approximation in 
the Taylor expansion. 
     The errors have zero mean and constant variance. 
     The calculation is carried out by computer.  

  
  

           المقدمة

 ثورة صناعية وتكنولوجية كبيرة ، الأخيرةشهد العالم في العقود الخمس       

 إنتاجهاوبحكم المنافسة في السوق العالمية تقوم الشركات والمصانع بتحسين 

 ، ولذلك والأجهزة فشل المعدات وأوقاتوذلك من خلال معرفة حالات وتطويره،  

التي هي   Reliability Engineering) دقة الأداء (  تم استحداث هندسة المعولية

 أداء فيمن احدث الاختصاصات التي تهتم بدراسة وتحليل تأثير الأعطال الفجائية 

المعدات الصناعية وتبحث عن الطرق والأساليب التي تستهدف الحد من الأعطال 

  . كفاءة الأداء والسلامةفيالفجائية وتقليل تأثيرها 

  Shuo, 2002) , ( Padgett & Mason, 1995 )(  

 له ذي احد التوزيعات المستمرة واهم النماذج الشائعة الوايبل توزيع ويعد      

درست  )  Life Testing( اختبارات الحياة عدد من  في حقل المعولية وأهمية

 واسع الانتشار ويعتبر وأصبحمسائل مختلفة لها علاقة بالتوزيع من قبل باحثين ، 

  )(Olsson, 1994 لاحظ ) Failor times( الفشل أوقات المناسب لوصف النموذج
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   الفشل لأوقاتالتوزيع الرياضي  

 إماويوضح  أي عدد موجب توزيعه مستمر ي وحدة هلأي الفشل أوقات

 احتمالية  اناذ ، xW)( بدالة التوزيع التراكمي أو xw)(بدالة كثافة الاحتمال 

xx إلى xوحدة تفشل بالفترة من  xxwب    معطاة +∆  احتمالية أيضا .)(∆

   xR)( ، دالة المعوليةxW)(ب معطاة x إلىالوحدة تفشل بوقت 

( Survivor  function )  حتى الوقت لم تفشلالوحدة ان  تعطي احتمالية x ، 

)(1)(    أي xWxR xxxo  ب الفشل تعرف أوقاتسلسلة  =− n≤≤≤≤ .....21.  

 .  الفشل المعطاةأوقات من xR)( ،xW)(،xw)(المسألة هي تقدير الدوال      

نوع التوزيع الرياضي غير معلوم غالبا نقدر الدالة الشرطية لنسبة يكون عندما 

   ( age specific failure rate function ) الفشل

  

           بمعطاة             
)(
)(

)(
xR
xw

xC =      

هي دائماً xC)(ل احتمالية شرطية ، وان من المهم جداً ان نبين ان هذه الدالة تمث

 تصف توزيع xC)(الدالة  . 1 دائماً اصغر من xR)(لان xw)(اكبر من 

رياضياً احتمال فشل . اوقات الفشل وتعتبر هي طريقة القياس الاساسية للمعولية 

);(ل الفترة وحدة خلا xxx   هو +∆

x

xXxxXxp
xC r

x ∆

=∆+≤<
=

→∆

)/(
lim)(

0
  

  تيةنوجدها بالطريقة الا xR)( و xC)(العلاقة بين 

dx
xdR

dx

xdW
xw

)()(
)( −==  
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dx
xRd

xR
xw

xC )(ln
)(
)(

)( : −==∴  

  وبالعكس 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡− ∫=

x

o
duuCxR )(exp)(  

  ب معطاة وايبل نسبة الفشل الشرطي لنموذج ∴

xxC 1)( −= βββα  

 هي معلمـة    α هي معلمة الشكل و      β حيث   α و   βالدالة تعتمد على معلمتين     

 لهذا النموذج الاسي هو حالة خاصـة مـن      α=)(xC فان   β=1عندما  . القياس  

تم اشتقاق دالة المعولية ، دالة التوزيع التراكمي ، التباين ، معامـل             .  وايبلنموذج  

  الاختلاف لنموذج وايبل ، حيث ان 

⎦⎥             وايبلدالة المعولية لنموذج 
⎤

⎢⎣
⎡−= )()( exp xxR α β  

⎦⎥            الة التوزيع التراكميد
⎤

⎢⎣
⎡−−= )()( exp1 xxW α β  

  

                    المعدل
βα

µ 111 += ،  

⎥تباينال
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−+= )( 2

2
2 11211

ββασ ،    

معامل اختلافو

2
1

121

21

⎥
⎥
⎥
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⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣
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−+
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=

β

β
µ
σ

   

  

    مقدرات المربعات الصغرى

   تعريف 
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XXXلتكن         n,...,, توقعات اليرات عشوائية مستقلة بنفس التباين و     متغ 21

θθθ لماتللمعالتي هي دوال     m,...,,  لماتللمعمقدرات المربعات الصغرى     فان 21

∑يكون  هي تلك القيم بحيث −
=

n
i ii xEx1 ))((   .   اصغر ما يمكن 2

 A  (  ( Aziz, 1979) ( مبرهنة

فان المقدر غير المتحيز ،   الرائيزمن الفشليمثل  xr اذا كان       

)(ل rxW هو 
1+n

r ،  متحيز لدالة المعولية هو الغير والمقدر
1

1
+
−+

n
rn  ،

و هWكما ان تباين 
)2()1(

)1(
2 ++

−+

nn
rnr

xxxانحيث ،   n≤≤≤ .....21 

  . وايبلمن توزيع المرتبة  من المشاهدات nمنمجموعة تمثل 

  :البرهان 

]  لكي نبرهن       ]
1

),,(
+

=
n
rxWE r βα                                                        

xr وليكن  r الذي ترتيبه الإحصائيدالة كثافة احتمال 
  ، هي 

[ ] [ ] )()(1)(
)!()!1(

!)( 1 xdWxWxW
rnr

n
xf rr

rn
r

r
r −

−−
= −−  

xW)(دالة كثافة احتمال فان  r
   هي 

10 ,  1)!()!1(
!)( 1 ≤≤−
−−

= −− WWWrnr
n

Wf rnr  

 وباستعمال 
dW

xd
xfWf r

r)()( =                                                

                                                                            حيث

oxf r   اذن  . دالة كثافة احتمال توزيع بيتاتمثل Wf)(ن فا)(≠
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1
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dWWWالان 
rnr

nWWE rnr
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)1()2(     اذن
)1()( 2 ++

−+
=

nn
rnrWVar    

  وايبلالتطبيق على توزيع 

   وايبلدالة التوزيع لنموذج 

  ) 1 ( ..... [ ]βαβα )(exp1)( 11 xxW −−=..                                       

افرض 
βαβα )(),,( xxz βα ، المتغير العشوائي = )( x  له دالة

)exp(1)(توزيع zzF −−=             

  نحصل على  ) 1(  لمعادلة elogأخذ ب

 ( 2 )      .....        [ ] βα )(1ln xW −=−  

 [ ] xW lnln)1ln(ln βαβ +=−−∴   

]  تمثل علاقة خطية بين ])1ln(ln W−− و xln.  

nxxx معطى         ,...,,    من المشاهدات وnب  مجموعة مرتبة 21

[ ][ ])(1ln(ln rr xWEy rrل  تبعا =−− xx ln=  

  نأخذ

  )  3( .......   ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

+
−−= )

1
1ln(ln

n
ryr                                          

lnln   (4)... تصبح  ) 2( ∴ rrr xy εβαβ ++=  

)2)(1(
)1()( 2

++
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=
nn

rrWE
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  لإيجاد مقدرات المربعات الصغرى ) 2( الآن نستعمل 

 نحصل على  ومساواتها بالصفرβ و αل جزئيا بالنسبة  ) 5( فاضل بتو

n
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  افرض . )3 (ن في رفتا مع ryوrxحيث

            )   7  ....... (     

                            علىنحصل ) 7(  لمعادلة elogبأخذ 

    علىنحصل )  6( وبالتعويض في معادلة  
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 يمكن الحصول عليها كما ryل القيمة التقديرية  . ryالمسألة هو كيف نحسب  

 فإنه xل  دالة  هيxG)(و xE)(=µ و ا عشوائيا متغيرx كان إذا. ي اتي

  على نحصل تايلورباستعمال منشور 

)9....()(
!2

)()()()()(
2

µµµµµ GxGxGxG ′′−
+′−+≅  

  علىنحصل  ) 9( ل نأخذ التوقع 

[ ] ....(10))(
!2

)()()( xVGGxGE µµ
′′

+≈           

]في مسألتنا ] ...(11)W)-ln(1-ln)G(y == W  

    هوryل  التقريب الاول ∴

...(12)
1

1ln(ln)( ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

+
−−==

n
rGyr µ  

   )11( ل المشتقة الثانية 

                   [ ]22 )1ln(W)-(1
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   نحصل  A مبرهنةو ) 11( ،  ) 10( باستعمال 
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   ) .13( ب  معرفة γyحيث 

  التباين والتباين المختلط للمقدرات 
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ل    التباين المختلط –مصفوفة التباين 
^
α و ^

β  

   
 

  

  

  

  

  

  

  وايبلالتطبيق على نموذج 
),,( βαxw وايبل هي دالة كثافة احتمال توزيع   

   ) 14(  في β و αل نجد المشتقة الثانية الجزئية بالنسبة  

  

  

       [ ] ...(16))log(1)(1log2
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    علىنحصل ) 17( ،  ) 16( ،  ) 15( ل بأخذ التوقع السالب 
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   بأخذ المقلوب لمصفوفة التباين نجد ان 
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غير  للمقدرات لأدنىايعطي الحد  ) Gramer-Rao(  لكرامر راو الأدنىالحد 

  .متحيزة ال

  

  المحاكاة والنتائج    

  وايبلدالة التوزيع التراكمي لتوزيع 

0,0,0, >>≥ βαx      [ ]βαββα )(exp1),,( −−=xW  

βα                                             حيث        )( xz =  

  هي  (0,1)بالفترة  التوزيع المنتظم يتبعالذي  Zعشوائي المتغير  للدالة التوزيعفان 
  
 
  

nzzz حيث ≤≤≤ ...21           

  نحصل على  ) 19( من 

  

β ل   التوزيعأنبما 
β
^

   β و α لا يعتمد على 

   توضح بالصيغة أنيمكن  ) 20( المعادلة 

    

==1     بوضعو βα،                                                                           

للحصول على خصائص 
β
β
^

  عينات عشوائية ، ) 13( و  ) 8(  ب ة المعطا

nxx    .ى واحد عشوائية بالفترة صفر البأعداد محاكاتها ت تم1...

...(19))(1)( JJRANDOMezF z =−= −

...(20)))(1log( zFz −−=

)21))...((1log( zFx −−=
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 وايبل محاكاتها من توزيع     تتم. n=50,40,30,20,10عينات عشوائية حجمها    

 تــايلورللحــالتين وجــود وغيــاب الحــد مــن الرتبــة الثانيــة فــي منــشور 

1,1لماتبمع == βα   لكل n .  مرة المقدر    1000 محاكاتها   تالعينات تم 
∧

β  تم 

  .الحصول عليه بطريقة المربعات الصغرى 

  يبين قيم المعدلIالجدول 

β
β
^

   .   .التي تم حسابهما للحالتين 

لواحد، الاخطـاء    جدا من ا   اكون قريب  ي أنمتحيز متجه المعدل يجب     الغير  للمقدر  

القياسية المقدرة لتوزيع 
β
β
^

   .اسالأقو موضحة بين 

 معتمدة على عينـات     βل متحيزة  اللتباين المقدرات غير     لكرامر راو    الأدنىالحد  

هو   nعشوائية حجمها   
n

2608.0 β    فـي   الأخيـر العمود   ) . 18( ب  الذي معطى 

ل  قيم Iجدول ال
n
608.0

   

  .لتين  القياسية للحاالأخطاءمعطاة لمقارنة 

  Iجدول ال

لمقدرات ) .vc(، معاملات الاختلاف ) σ(، الاخطاء القياسية ) µ(المعدلات  

  n=50,40,30,20,10 بأحجامالتوزيعات لعينة 

n
608.0  

  الحالة الثانية

وجود التقريب من 

بة الثانية في الرت

  تايلورمنشور 

  الحالة الاولى

غياب التقريب من 

الرتبة الثانية في 

  تايلورمنشور 

  n 

0.9763 0.8563 µ  

(0.3057) (0.2700) σ  (0.2465) 

0.3131 0.3153 vc.  

10  

0.9842  0.8953  µ  

(0.2211) (0.2036) σ  (0.1743) 

0.2246  0.2274  vc.  

20  

(0.1423) 0.9829  0.9105  µ  30  



 تقدير معلمات توزيع وايبلـــــــــــــــــــــــــــ ــــــــــــ     ـــــــــــــــــــــــــ    
 

]65[

(0.1767) (0.1558) σ  

0.1797  0.1821  vc.  

0.9856  0.9233  µ  

(0.1538) (0.1461) σ  (0.1232) 

0.1560  0.1582  vc.  

40  

0.9887  0.9335  µ  

(0.1417) (0.1355) σ  (0.1103) 

0.1433  0.1451  vc.  

50  

 ل النتائج
β
β
^

في من الرتبة الثانية بغياب  التقريب و n=50,40,30,20,10عندما   

  .(Trustrum&Jayatilaka, 1978 ) تتفق مع نتائج البحثتايلورمنشور 

 يتبين ان المقدرات  Iجدول ال من 
β
β
^

قة المربعات  التي تم الحصول عليها من طري

 واقل تايلورالصغرى كلها متحيزة بغياب التقريب من الرتبة الثانية في منشور 

 والتحيز بصورة عامة .تايلورتحيز بوجود التقريب من الرتبة الثانية في منشور 

معدلات التوقع وتكون تزداد اقل من الخطأ المعياري وكلما يزداد حجم العينة 

الحد لأن  الأولى كثيراً من الحالة أفضلهذه الحالة نية ، ربة للواحد في الحالة الثامقا

 ، n للخطأ المعياري للمقدر يتناسب عكسياً مع الجذر التربيعي لحجم العينة الأدنى

الخطأ المعياري لكن معامل الاختلاف للحالة يقل وللحالتين عندما يزداد حجم العينة 

  . اقل مما هو عليه في الحالة الثانية الأولى

 شكل توزيعات المقدرات جادلإي
β
β
^

 عينات وبأحجام تم رسم مدرجات تكرارية 

بوجود التقريب من الرتبة الثانية في منشور تايلور وبغياب التقريب مختلفة للحالتين 

 ، انلكل حجم عينةان بصورة عامة  تبين ، من الرتبة الثانية في منشور تايلور

بوجود التقريب من الرتبة الثانية افضل مما هو عليه بغياب  شكل التوزيع للمقدرات

التقريب من الرتبة الثانية في منشور تايلور وذلك لان الاشكال التكرارية في حالة 

 مما هي عليه بغياب  Less skew وجود التقريب من الرتبة الثانية تكون اقل التواء

كلما الطبيعي   يقترب من التوزيعوشكل التوزيع تدريجياً. التقريب من الرتية الثانية

  : تية يكبر حجم العينة كما موضح في الاشكال التكرارية الا
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ل المدرجات التكرارية 
β
β
^

  n لعينة حجمها 

  بوجود التقريب من الرتبة الثانية

  في منشور تايلور

  بغياب التقريب من الرتبة الثانية

  في منشور تايلور
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    اختبار البواقي

niالبواقي  ,...,2,1= ,    
∧

−= iii yye حيث  iy هي القيمة المشاهدة و 
∧

iy 

مقدرات المربعات الصغرى غير متحيزة ولها اقل من تباين . هي القيمة التقديرية 

.  اثابتيكون  وتباينها ا تكون غير مترابطة ومعدلاتها تساوي صفرخطاءالأشرط 

للحالة الاولى والقيمة المقدرة  ) 3(  معرفة في iyفي مسألتنا القيمة المشاهدة 
∧

iy 

  ب معرفة 

  

  

حيث 
n

y
y

n

i
i∑

==  وجود التقريب من الرتبة الثانيةحالة في  ) 21( في  معرفة ix و 1

تم للحالتين ،  ) 13(  كما معرفة في iyالقيمة المشاهدة ، التعبير الجبري اعلاه 

 ومحاكاتها خمس مرات ، لكل محاكاة المعدل  50توليد اعداد عشوائية لعينة بحجم 

n

e
n

i
i∑

 والتباين 1=
1

)(
1

2

−

−∑
=

n

ee
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i
i و ∑

=

∧n

i
ii ye

1
 تم حسابهما ، للخمس محاكاة وللحالتين 

∑الشروط 
=

=
n

i
ie

1
∑و 0

=

∧

=
n

i
ii ye

1
لاختبار فيما اذا كانت البواقي عشوائية ،  متحققة 0

   ) run test(التشغيلاختبارلكل محاكاة وللحالتين وباستعمال 

  1n=  محاكاةباشارات موجبة في كل  عدد البواقي 

   2n=  محاكاةعدد البواقي باشارات سالبة في كل 

=+=حجم العينة   21 nnn  
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   محاكاة عدد المشغلات في كل   
r=)simulationeach in  runs of(Number   

12

21

21 +
+

==
nn
nnMean rµ = المعدل  

        اسيالانحراف القي

حيث    
r

rrz
σ
µ−

=    

)( و  z  قيم  في الجدول zZP    لكل محاكاة وللحالتين ≥

  الجدول 

 الحالة الأولى الحالة الثانية

)( zZP ≤  z  )( zZP ≤  z  
  المحاكاة

0.009 -4.22  0.009  -4.25 1  
0.009 -5.14  0.009 -5.71  2  
0.009 -2.84  0.009 -4.25  3  
0.009 -6.30  0.009 -6.30  4  
0.009 -5.96  0.009 -4.42  5  

نرفض بان البواقي عشوائية أي البـواقي مترابطـة ،   % 5و % 1بمستوى معنوية   

  . لتقدير المعلمة تايلور في التقريب بمنشور أخرىتقريبية  حدود إضافةلهذا نقترح 

  

  الاستنتاجات   

βالمقدرات ان   جدول اليتبين من  -1
β
^

تم الحصول عليهـا بطريقـة    التي 

 الصغرى كلها متحيزة في غياب تقريب الرتبة الثانية المربعات 

، ) الحالة الثانية ( ثانية يز في وجود تقريب الرتبة الواقل تح ) الأولىالحالة  ( 

  ) . Standard error( يز بصورة عامة اقل كثيرا من الخطأ المعياريالتح

 المقدرة تزداد وتكون مقاربة للواحد فـي        الأوساطتزداد    بازدياد حجم العينة    

   . الأولى من الحالة أفضلالحالة الثانية فان الحالة الثانية ، لهذا 

)1(
)2(2

2121

22121

−++
−

=
nnnn

nnnnn
rσ
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اري يتناسب عكسيا مع الجذر التربيعـي لحجـم          للخطأ المعي  الأدنى الحد   -2

 ، لهذا كلما يزداد حجم العينة يقل الخطـأ المعيـاري فـي الحـالتين      nالعينة 

هـو   اقل ممـا     الأولىولجميع قيم حجم العينة يكون الخطأ المعياري في الحالة          

 مما هو         الأولىمعامل الاختلاف للحالة    يكون  عليه في الحالة الثانية بينما      

 .في الحالة الثانية 

 بيانيا ومن المدرجات التكرارية للمقدرات       -3
β
β
^

 أن ولكل حجم عينة يظهـر       

  اقللأنه الأولى بكثير من الحالة أفضلشكل التوزيع للمقدرات في الحالة الثانية 

      ات ووشكل التوزيع مقارب جدا للتوزيع الطبيعي خاصة للعينات ذ ) انحراف(  

  . الاحجام الكبيرة 

طريقة المربعـات   فان   من اختبار البواقي نستنتج ان البواقي مترابطة لهذا          -4

  .  في الحالتين βالصغرى تكون غير مقنعة في تقدير  

  

  التوصيات 

  )( Simple graphical methodeنوصي باجراء طريقة بيانية بسيطة  ) 1( 

للبحـث ،     الطريقة البيانية البسيطة مفيدة في المراحل الاولى       قبل اجراء التقدير لان   

  .مدى ملاءمة نموذج وايبل للبيانات وتبين 

  تايلور في منشور أخرى حدود تقريبية بإضافةبما ان البواقي مترابطة نوصي ) 2( 

   وطريقة الأعظم مثل طريقة الامكان أخرىالمعلمات بطرق ير تقدامكانية ) 3( 

  .والمقارنة بينهماالعزوم       
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  الملحق

   التحليل التقريبي والطرق العددية 

  افرض

  

  حيث  

     

  هي  )   1.2( ل المشتقة الاولى 

   

  هي )   1.2( ل المشتقة الثانية 

  

  علىنحصل  )   1.4( و  )  1.1( من 

  ايضا     

    [ ]x
dx
d
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m
m Γ
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γ  ∴  

       Eulers Constant هو ثابت اويلرس γحيث 
( Huang & Hwang, 2006 )     

5772.0=γ  
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