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Comparison of Spline Methods for estimating Nonparametric 

Regression Curve 
ABSTRACT 
 This research is focusing on methods related to smoothing 
Nonparametric Regression Functions. This is for the purpose of 
producing the best methods convenient for various methods. 
Thus, the most important purpose of the research is to find what 
the studies so far have offered in the field of Nonparametric 
Regression. Also to find alternative or modified methods, which 
are reliable for the treatment of failure regarding the methods in 
use, for example for the treatment of failure for penalized 
shrinkage method which depends on truncated Polynomial 
Regression spline model, especially for special models ,we 
suggest modification of knots make method more efficiency.  
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A simulation model has been performed with different 
distributions, for a number of methods. To verify the 
performance of such methods, many criteria have been carried 
out.         
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���G<��� �G�	��� �� �G�, *
�" &�  #���� �) #������ (� ��<�< 
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 �/�� � ��, 3�	!+ 
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���"� ����9��GG�<�<���� 2��GG�

�
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� GGG �	/Y (GGG �G�� (ASE �
(Generalized Cross Validation) GCV 2��GG�/�� 3�	GG!+ �GG���� (� 
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G�� $G- #���� �  
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2-1-1-2����� ��%��,��� ��%����� ��[3] Fitting Cubic Piecewise  
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G��� ����" ���	�� 
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G�� ��!��� 3�6!+ �/�
 ���/�� �'���� 	�<.� (" ��  X=


���� V'�� �) 
�" ����-��� ���I� ���5��� �  ��	�	��<
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��':
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∗∗ ��	>� ,��� ?�!��� ?!@���AB���� �C�@� 4��D>� E%3 4�C�F��� "� ��;> (1) .
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��(2) 
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���� �G���� #�	/�<�� 
�
! 	�H�� � ��, ������ 	���/� ��� 
R2�9��� 
�
�����GGU(Adjusted R2)�G��� W��� #������ 	���/��GCV 

������� #������ ��9��� �
�� L���.
2-1-2 
/���� 	�1 2�3)�� ���	� Roughness Penalty  [4] 
(� #������ (1) 5�� ���	��� 
�+ (�  	�
��� ����g	�
G��
� ��G/ (� �� 

2��-�� 
��� V������� �� 2�	�
����� ��<��� ��/��(Intercept) âW
��� ������ 
(Slope) b̂)�G(�) ��, ����  (�)� ���	��� (g���/ X0���	�� .

�!�� ��!���� �������� (� 	)���� 	�
!�� 	�
G���� ��
G�� PG���� 2����� �"�
 ����� $�� (�� ��9I�RSS(g) ���
�� ��� g���/� ��� V� =$��9��� ���/��

 ���
 ��+ 3��"Z� (�)� *
����� 	�; 3�6!�� ���	�� 	�
��
� ����� 	�
�� (,g����' 
��!��� ��" � 	��� (��	� ����5��[a, b] �G�
���� �G���� 2��� α > 0�� =

�	����[�) 3�6!�� 2���	� J��!�:

�R� ��+G\
H9�� 2���	��� 	G�G���6!�� N	(Penalized Least Squares 
Estimator) ĝ�	��  ����� &�:�S(g) ���
�� (� �9 ��� g����5�� ������� 

U��9� (�� =(��	� 
����� 	�; 3�6!�� ∫ g′′2α(+ 
)4�S(g) >�G� *

G�� 
�������� *
�! ��<�� �'��G��� 2�G��	� J�G�!� ��G<��� �G<����� 2������� 

��<��� ()�∫ g′′2����� 	�;G
������ ����� (� X0���" =
α(�� 	��H��� ��<� �-�� 
2�G��	� J��!� U��9� �  ���� ���)��� =������� ���/
�� �'����� :�/


�� ��, 0�� � �'����� :�/����-�� ���5��� V�	� ���)� *.

(+ K	.�g������ �����)� ���	5 �� NCS )Natural Cubic Spline(
2��!���� (� K	.�� 

( ) ( ) ( )′=′=′= −1n2n1n1 γ...γγ;g...gg;y...yy

)(...dt])t(g[α])x(gy[)gS( 2b

a
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( )iĝ −

�-��� 2��!���� � �)��� W	�	��� �	5�� ��∗NCS �G� 
���� ��<�< 3��"Z� 
��6��� �� �.9� ��" 
���"
�R , Q��[�) (� 	�� (������ :

(� ���Q:�!	
 (� � �.9�n×(n-2)) (��������� 2�	�H����.
R:�G�!�� ��-���� � �.9� 0�G��' �G!	
 (G� (n-2)×(n-2) 2�	G�H���� 

���������.
(" K��������γR=g′Q��� �H�9 ��" �9�� g��� 0�� � γ,y��[�) :

)7...   (γQα-y=g
�
""�/���� �""������ 5�	������

.1 6����CV)Cross Validation (
���' 	���/� �� >������ ��<�<I� *	).�� (�α���� ���� CV(α)���(�

(� O���(8) �� W	�	��� (� &�:� n
�G!�1 
G������ ���G<� (� n(G� 
�����G2��*
����� ���	5�� $�' (� (Smoothing Spline)  �G�" X0���/ 
����

 2�������yi��/ ��
�����( ) yαAg ==>���� (+ CV���� :

. (1) ��	>� ,��� NCS  G� H I�J K ���� ∗

(((( )))) (((( )))) )8(...)α;(xĝynαCV n

1i
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i
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i
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2σ̂

(+ ���ĝ���	5�� 
��� (Spline Smoother) �G"��!� (G� P<�R�� 
����)�� 2�������{(xi,yi)} ��
���� ����� V� α�	5� =(�)� (� ��	���� 	9����� 

Aii(α)������ .
.2 6���� GCV (Generalized Cross-Validation) 

&� � ��
�, $�� 1-Aii(α)������ �
��� 1- n -1 tr A(α)��� 

3-1-2��
�/���� ������� 	����
 8�	�9� .� 
/���� 	�1 2�3)�� ���	� 
�+ �G��	!��� PG��!�� ��G/ (G� 6	�� (�-����� &!��� ���� 2�)5��� (,

 � ���
� (" ����� ������ �  �!���� 
���� L���� �������� =*3�G.) 	-)� (�)� ����
 
����� 	�; 3�6!�� ���	� ����� 2�!�� ���� 2����9�� 	O����� ��-������(�G)

 �G�
������ ������� ��)�<�)�� 2�	���/
�GCV(α)=CV(α)=Mallows’s Cp

#���� K��� 	�
��
� ������ 
��� 	�; X0�	�
�� Q��� ����� ���	� Q���� ���� 

� ��)� =���
�� ������ $O��� �<��	�� ��)5��� (�  ��!	��� K�	��<
� (� O��

 �-��� �������� 	�
��
� P��!� �9�/���
G'� =��
������ ������� 	���/� ����9
 J6��� ���� �����5��� 3��/I� ������ ��)�<�)�� 2�	���/
� �!���� ������ 2��

 V�6���� ���� ���<� �)5�iid �
� (+ ���� &<.� ��-��� ������ 	���/� �� 
������
 ���� ����� ��
������ �������Cp��, 	���/
� ���� αKG�� &G� ?��
+ 	�)����� 

�)�<�)�� J���� V� ��	��� $
���� 
��, ���	���� 	���/
� ��� ��

(+� α*��, N	H9�� ������ �� α� �.9� ��+ hat��  
S(α) = Q( R + α Q′Q)-1Q′(, ��)ASR(α)�+ =:�/�� V�	� �
�� 

>���� ��<���GCV(α)��[�)� �
���� 

(((( )))) (((( )))) 0)1(...]αAtrn1[/])(xĝy[nαGCV 21n

1i
2

ii
1 −−−−

====

−−−− −−−−−−−−==== ∑∑∑∑

(((( )))) (((( )))) (((( )))) (11)...n/σ̂αS2trαASRαCModified 2
p

++++====

(((( )))) (((( )))) (((( )))) 2)1(...n]/αStr[1/αASRαGCVModified 2−−−−====

( ) ]αS2trn[/])α;(xĝy[σ̂ *2
i

n

1i i
2 −−= ∑
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������������������������� ����� 	�
��� �����	5�� ���	��� ��	���... [49]

4-1-22�3)�� !���� ���	� Penalized Shrinkage    [7] 

�G��"�� ��)���� #������ �) (�� 	���/�� ����  ��!���	�<� ��" ���	��� 
����

 *	�G����� 
�
G��� *

��� 	�
��
� ���	5 #����)Truncated Polynomial 
Regression Spline Model(#������� =yi = m(Xi)+v(Xi)1/2∈i�G�� y

=���!�<
� 	�H�� &!��X�������� 	�H���� � �.9� (��Xi��+ (�)� (� 
�
"+
 2�	�H���� W
��+ V�6��� �����5" ���" �+ ������=�v(x) ��!�� ��
��+ ���
 =�

∈i.9 �<��� &�� �����5��� 3��/
� &!�� 
��� (����� 	.
(� 	�
��m(x) �)5��� V��� (+ ()�� ��
�:

���X:$��9��� � �.9�(n × (K + p + 1))&<.� ���<�� ��.�	��� ��� .
D:��	�' � �.9�(K+ p + 1) ×(K + p + 1) ��+ (+ X0���" p + 1(�

��	9��" � 	�.9+K
��� ����' ��'���� 	9����� (� .
�!	
�� (� �� *	������ ��<�<I� *�����p.

κk:
���� (Knots) N
� (�� V���xi�)	�G5��� ��G���� X0�G� � �G��+ P�<� 
������� 
�
��� 2�

������<�<I� ���
�� ��/�� �� ���� (� Q��� ����.

�!	
 *
��6 (,p�� ��/�� 

���� ���� ��, W
4�< $
/�G<�� N���� 	�� $�� �
p = 3*	��<� ����-� ���+ ���5� 2�� ���:� 2�- �, 	������ ����)��� >�<I� W+ 

��� #������ 
���� 	���/� *
"���� X0�� � (�)����
�:

(��K = [n / d - 1] , d = max [4,(n / 35)] �G�, 	�5� 7�9/��� ��� 
�'I� ��" 
�!�d) (�� 2�
��5��� (� *
�" �	���/
 >����� ��� ��� � =α:

1.6����Cp

�	� � >������ ����&Mallows ��� :

])κ(x,...,)κ(x,x,,...x,x1,[X p
k

p
1

p2
++++++++ −−−−−−−−====

(13)...yX)DαXX(X)x(m̂ 1 ′′′′++++′′′′==== −−−−

( ) ( ) K1,...,k2/)x(xκ 1dkdkk =+=
+

(((( )))) (((( )))) (((( )))) 4)1(...]αDXXXX[trσ̂2αRSSαC 12
p
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(�RSS(0) / (n - K - p - 1) =2σ̂=RSS(α)��, �'����� 2���	� J��!� 
.( )αm̂

2.6����(Generalized Cross-Validation) ∗∗∗∗GCV 
�)5�� >������ ��� �/:��:

(��H = X [ X′X + α D′D]-1X′	��/M� X0���+ =α	H91 �������� GCV(α).
1-4-1-2
""���� :""���� 8	""��� 2�3)�� !���� ���	�� 

(+ O��G� 	�
G��
� ���	5� �9�/�� ������ $O�� K�	��<� ��/ (�
 �
�� �� �����	5�� ���	��� �<��	�� ��)5��� �� ����� ��-��� 
���� V'���� 

" 


PG�;� $���G� 3�6G!�� 7���� ���	�� 
���� $�<�� 8�	�'� $� ��� P�9I� *��/��
 8	G����� 	��G���� ��' ���	��� V� ��	��� �� � Q���� ������ �<�	
��� #������
 $
G" 	�G��"
� 	O�� �/I� $� 
���� 	���/� ����" �  P�	!��� ��/ (�� =
����

6����" ������� (������ ��! ��, W
4� W��� 
���� 

" �  *	��)�� *
������� (�:

(�� 


!�� �'I� ��" &�:� 
)4� 7�9/��� ��� (+ X0���"d�) (�� 2�
��5��� (� 
	�)�� �� P<� �� 	�
���� ��9�.� (�� =*
�"*���� (2000) Wand (�� X0���" 

�� 
���� 2���<���� ���� +2P�	!��� ��/ (� *�)����� P��! �  .

5-1-2 ��������� 5������ POLYMARS Stepwise  ]2;5;6[	����


���� 

∗�23�'�� 4'
 "� 5�-� 6 ����>� �%�L (2004)  ��	>� (1) .

( ) ( )( ) 21 /xxκ kdkdk +
+=

(((( )))) 5)1(...))Htr(n(/))x(ĝy(αGCV 22n

1i ii
−−−−−−−−==== ∑∑∑∑

====

)]10/n(3,[mind,]10,3.5/n[maxK ==



������������������������� ����� 	�
��� �����	5�� ���	��� ��	���... [51]

∈+= cc βXy

�� *

����� 
���I� *

����� �.�)��� 	�
��
� U��	5 ���6	��/ 2���/ U���
 
�
GGG���POLYMARS (Polynomial Multivariate Adaptive 

Regression Splines)��� ���6	��/��� 
�� �G���) �������� 	�
���� W
��+ 
�9�/;�.�#������ K	���� �� 
���:y&!��)1×n(���!�<
� 	�H���.

jx&!�� )1×n(�������� 	�H���� $�' (����� thj*
�"I� (��cX(� 36! �� 
xj.
∈&!�� )1×n((����� 	.9 �<��� &�� �����5��� 3��/^� 2σ.
1.�
�� (� ���6! �"��!� V� 3
��� ��G<�<I� ���
G�� ��<� ����� ��<�<I� ��

 	�
���� =����� ��<�<+ X0
��
 (�)�� �'I�g(x) #������ �  ������ (1)(�  

���(�1≤ m ≤ M�JmU��9 

" =��<�<I� ���
�� (, �)5�� �/:� �� ��
� 
��� (�mjx~*
���� V'����� ���	5�� >�<+ $�
/�<� $� 
'� =��� �������� �����) 

(��n=m+4 =Bi(x)=min(x,xi).
2.��<�<���� 2���/�� � ��,Stepwise Addition  

����) ��<�<+ X0
��
 ������� ��<�<I� ���
�� U�9� ��� 2���/�� 
���.
i.��G<�<I� ���
�� ������� 	�; ���
�� (�� (�� ������� ��<�<I� ���
�� ��, ����

	�)� ��� ���� *3�9�
 ����� ���' Rao.
ii .N	HG9�� 2���	��� 2�	�
�� $�
/�<�� *
�
! ��<�<+ ���
 V� #������ ������

 >�����GCV�������� .

mmjmmj Jj1,)x~x()x(B ≤≤≤≤≤≤≤≤−−−−====
++++

]β...βaaaa[β,](x)B...(x)Bxxx1[X m13210m1
32 ′==

(16)...)x(Bβxa...xaxaa)x(ĝ
mj

M

1m m
q

q
2

210 ∑∑∑∑
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3.��<�<���� 2���/�� ���Deletion Stepwise  
�'� ��<�<+ X0
��
 ������� ��<�<I� ���
�� U�9� ��� 2���/�� 
���.

i.�<�<I� ���
�� (� ���� �G��
�� ������� ��<�<I� ���
�� V��! (�� (�� ������� �
���' �'� ��� ���� *3�9�
 �����Wald.

.ii N	HG9�� 2�G��	��� 	�
�� $�
/�<�� *
�
! ��<�<+ ���
 V� #������ ������
 >�����GCV�������� .

(�)��������� 	�
��� �'� GCV 2������� �  ��������� #������ �) (�� (� ?�"+.
*3�9�, (,Rao ��, X0�� � xk�  2<�� ���� Xc�)5�� �/:� ��
� :

���Hc = Xc (X′c Xc)-1 X′c� �.9� Hat *3�G9�� ��+ ������ #������ X0�� � 
Wald 
����� ���� jth (� Xc��  

,()17(*3�9�
 ������ t��, N	H9�� 2���	��� 	�
��� jβ.>���� ��+GCV 
� ����  �)5�� 

���RSS =�'����� 2���	� J��!� J=#������ �  
�
��� 

" a�G������ 
����<� �/4�� ��,2.5.

3.�%�	)��� (��)�� 
3�!��� $�� ��� *�)����� P	�!� ��" ���  ��9��� P�9� ���� 2
���� �  

���'�� 2��������
�" L��) =��
/�<��� #������ $O�� �)��� ���'
 (�G�	��� 6!�� 
����	��("����� ���	� ���� + (��� 
'� =�G-�- ��" *�)����� P	�!� ��.�� $�
� $�!���)� ��<���� *	�H9 2����GG*	�G�� n=50�n=100 �n=200 
V'����630 	�	)��� ��	!� 500 *�)��� ��	!� �)� ��[�)�:

7)1(...x)H(1x/]y)H1(x[R
kckckk

−−−−′′′′−−−−′′′′====

8)1...(])XX([/]yX)XX([W jj
1

ccjc
1

ccj
−−−−−−−− ′′′′′′′′′′′′====

9)1(...]n/)1J(a1[/RSSnGCV 2
J

1 −−−−−−−−==== −−−−



������������������������� ����� 	�
��� �����	5�� ���	��� ��	���... [53]

i.�������� 	�H���� 
����X$O��� V�6��� X∼ U(0,1) �G��	� ��, 
���<
�� 
Box-Muller (�����G5" (�	G�H�� 
���� P��<+ ��" 
���� ����� U1 , U2

$O����� V�6���� (�����U(0,1).
ii .(����� 	.9 �<���� 0������ 0���6�� J6���� ?
���� $��� ����5��� :�/��σ2

W+.∈∼N(0,σ2)
iii  .������ 	�H����GG
y(� ?
���� $��� �
/�<��� #��G���� ��/ GGGG �

 GG!� �GG)����� P	�G��� *�G���� ��������� 2�	�H���� $�
/�<�� L
*	�.�� �  ��
���� $�i*	�.�� �  *
����� �����5��� 3��/I� ����, 0� ��� =ii=

<�	
��� #������ (� #���� �)��GG�.
1-3<�,����� (	�)� �� ��
������ =>����� 

	��) 

" L��� �G  
G��� (Y �  �����! ������� ()�� 
 ���� #������ (�
 	
G' �G����� 
G'� ��<���� ���<���� 
�!�� (� &����� ��� 0�	O� *�)����� P	�!�

 2
�G��� V��! $���� �"���� ��������� #������ (�)� (+ J���<��� 2�G/+ 
G'�
��[�) *	�5�� ���� (� #������:

1.&�H�9� ��/�� 	�; #��������y= sin(2πx3)
2.7�/�� #������)P������ �  _��� W6�� 	�H� (&�H�9� ��

3.#������7�/�� ��<��!���� 	�;	�
��
� ���
 &�H�9� 
y=exp(-400(x-0.6)2 )+(5/3)exp(-500(x-0.75)2 )+2exp(-500(x-0.9)2)

2-3 �������� 	�
��
� ���	�� <�,����� (	�)� >�+�� 
��:� �� ��" $� �<�	
��� #������ (� #���� �)� :

.1 �������� 	�H���� 
����X0��O��� 0���6�� J6���� U(0,1) 3�G�/+ VG� 
0������ 0���6�� V��� �����5".

2.��<���� ��� 
G������ ����� 	���/
 	����� *
" 
���"� $� �����	5�� ���	�
 	���� 
���"� ����GCV 	5�� ���	��� � &��� 	�5���� �.�)� 
�" V� �����

3j2x
)2(12πsinx)(1xy 5/j)49(

5/j)49(
=





+
+−= −

−
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(3) 
G���� �G���� V� 
����� 	�; 3�6!��� 
����� 	�; 3�6!�� ���	� ��+ =
� 	���G���� 2
G��"�  �G�	��� �G��
 GCV(α)�Modified Cp(α)�

Modified GCV(α)� *	�)����� (10) �(11)�(12) =������� ��"� 
	���� 
��"� (�� � WGCV(α)�CP(α)��<���� ��� 7�G��� �G��	�

 �  *	�)����� 3�6!��(15) �(14) 7�G��� �G��	� �G�+ =������� ��"� 
8	����� 	������ 
���"� $� ��	��� 
�" V� 3�6!��GCV(α)� ������� 

(15) 	���/� $� &�:� 0���" α	H9
 �������� GCV(α)=CP(α)��G<���� 
	���� 
��"� L��) ����� 	�5��� ���	��� GCV �G  &G��� 	�5���� (19) 

��<���� ��� ���	�Stepwise POLYMARS.
3-3 <�,�""���� (	�"")� 

Q���� ����� $�*�)����� #���� �)�
'�#������ P�;� 	�<.� $� $�<	�� L��)� 
	���� ��" 
���"
�� :�/�� V�	� ���)�ISE (Integrated Squared  Error)  

:� &��) ������ P�;� ?
���� W��� ��)� 	�
���� 
�" ������ (�� �� �/���� :
=>�����?�@� 

3�6!�� 7���� ���	� (+ O�����/�� 	�; #������ 
���� 8	����� $�<���� 
���"��
 � I� ��G'I�� �G���� 0������ �GG!�� 7���� ���	� �GG�/�� $G- 3�6G2��

�<�<����G�Stepwise POLYMARS  
G����� 	�; 3�6!�� $-=�G���� VG� 
���� *	�/I�� 
����� 	�; 3�6!��� ��	��� ��
������GG P���� (G(�
G��� �

=�G�	��� �G�
���� ����� $�
/�<� 
�" U��� �)5�� �' 
' P������ (+ 
!� �����
�������� ��	��� (�) +�<I�G����	5�� �G���	��� (+ 
!� �, �.�)� 
�" 
���"�� �

�" 
�! 	�; 0�)��< L�<�G��� 
�
G	<�I� 
��� ���<
� (0��G��� 0��G<�� ()�
�GG��	� ��" +	GG�/�� �G�<�<���� 2��GG�(�
G��� 
�" P������ ��6 �,

2��)� ���	' ��/�� 	�; #������ (�� �  L�� �O��� ()G��� (��)5�(2)�(3) 
�=>�������A�� 

�� �  7�/�� #����)�H���GG����� W6���� 	GGG ����� �G  _GGGGGP�(
(Low Spatial Variability of Oscillation )  U��� ��
!�� (�(2) &G�� 



������������������������� ����� 	�
��� �����	5�� ���	��� ��	���... [55]

.) 	G-)� ��	��� 
�" V� 3�6!�� 7���� ���	� (+ �O��� ()�� GGG �G���� *3�
 2���/��� 3�6!�� 7���� $- ��	��� ��
���� ����� V� 
����� 	�; 3�6!�� ���	�

 ��<�<����Stepwise POLYMARS =
����� 	�; 3�6!��� �����	G5�� ���	���
 .�)� 
�" $�
/�<��G�� �� 
+�< P���� (� ����� ��� 7�/�� ������� (�� 
!� �, 

�; ���+ W+ ������ �  	��)G�" *	
�' 	G��� �G� =�9�/�� #������ �V� ��	������
 �����	5�� ���	��� G�<�<���� 2���/�� P��<+ ��" 
���� ����G0��G<�� 
G!� �

2���/�� ���	� �  0����� �-�<�� ��<�<���� G
G��� (� P	���� P������ K�� 3�
 ��" P���� O��� L��) =	<�I��������� �  (��I� 
��� 
�" ���<
 G7�G/�� �

���� 
�G��"� 
�" U��� �)5� �' P������ ()� 
����� 	�; 3�6!�� ���	�� GGG �
�
����G>���� (� 0

� ���	��� ��	��� �CV�GCV 6!�� 7���� 	�
�� ��+ =3�

�	��� 
�" $�
/�<��GG� (�) ������ P	'I�G������ �G)��� �GGO��� (G�
� L��G(�(��)5� (5) �(6).

=>�����$��A�� 
�G<��!���� 	G�; 	�
��
� ���
 �� #������)Heterogeneous Regression 

Function(=�G((��)5��(8) �(9) 7�G/�� 	�
G���� �G  0�G���" 0������ 
!�
�	���� �" V� �����	5�� ��G��<�<���� 2���/�� ���	� 6�!�, (+ O���� =�.�)� 


Stepwise POLYMARS UG��� �)G5�� (<�� =>�G<+ $�
/�G<� (+ W+ 
�G) (+ 
!� L��) =P������ *
� (� ��./��� ��, N
+ �����)��� �������� ���	5�� 

G� 
����� 	�; 3�6!��� ��	��� 
�" 
���"�� 3�6!�� 7���� ���	� (� �G���� V
P������ 	�O� $� �, (��I�� 	<�I� 
��� 
�" 0�
�! 0�)��< L�<� ��	��� ��
���� .

.4   5�)�����
� 
#�	
+ ()�� *�)����� P	�!� ����� 3�� �  $�� ��)� 2�!����<
�����:

1.�G  �G����)���� �G��/�� ���	5�� ������� �.�)� 
�" V� �����	5�� ���	��� 2�./+
 (� P	����� ��/�� #������ �
" �<�	
��� #������ $O��� ������� ���������2�"+ 

Q���� ���/�� ���	5�� �����)��� ���	5�� (� �� � .
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2.	��G���� �G�' ���� �� � Q���� 3�6!�� 7���� ���	�� 
���� 8	����� 	������ ��"+
 �� W6���� 	�H��� #����) �9�/�� ���� #������ $O��� #��G��� P������ �  _���

 �)�G5��� (G� 	���� 
���� V'���� 

" 	���/� ���	� (+ �, >��!���� 	�; 	�
��
�
 �����	5�� ���	��� $O��� �<��	��=����� 	�� �  2��6 �� ���� �G��	� ���� ()�

 
G������ �G�, 
�G�� P�G<��� �9�/�� #������ ���� ��" *	
�' 	�; 3�6!�� 7����
� �  �9������
��+ ������ ���	� #���� 	���/.

3.�G�"+ 
����� 	�; 3�6!�� ���	�� ��
������ ������� 	���/
 $
���� 8	����� (+ O���
 � 2�	���/� (� �� � Q���� ���� ��G<��� �G�
������ ������ (�G<�� CV�GCV 

�<�	
��� #������ $O���� .
4.��<�<���� 2���/�� ���	� 2	�O+Stepwise POLYMARS Stepwise  0�G'�.�

 $�
/�G<� �G�, 
��� P�<��� �����	5�� ���	��� V� ��	������ #������ $O��� 0�����
 (G� 2G�	�'� L���� 
�
��� 
�" ���/ 0�
��' K	.� ����� �������� ���	5�� >�<+

	\
�� (" 0��  ��� 6�� 2� ��G<�<���� 2���/�� ���	� $�
/�<� �  V<���� ����)�,
"���� 2
��� �)�����-�� ���!�<
� 2������-� .

. 5�B����"""5�
3̀��� �9���� $�+ ?��
+ 2�!����<� (� &��, �9���� $� �� ��" G2�:

1.�G������� �G����)��� ���	G5�� >�<+ $�
/�<�� �9��(Natural Cubic Spline 
Basis) ���	5�� (� �� � �)5� 6!�� ����� )�����)���� ���/��(G��� 
�
G��� *



(Polynomial Spline) ����� ���	��������	5�� .
2.	�
G��
� #����) �9�/�� #������ ���� V��<� $� 3�6!�� 7���� ���	� (�)� 	O����

	�; =P�G����� �G  $	�9��� _����� W6���� 	�H��� #����� >��!���� �G9�� ��G�
���
��G���� ���" 
� =>����� �� C����.

3.2������ �  �/
� ����) �������� 	�
��
� ���	� ����I 	O���� *
�
" �G9�� ���
 2�G��)�� �G�� 6G����� �G������ �<�	
 �  ���	��� ?�� $�
/�<��(Phoneme 

Recognition)2��<���� $��" 2������� ��	O� �<�	
) 3�9�1� ��	� ���� .
6.	
�""""B��� 
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.1 = �<�� 
��/ =��/ (2004)"	�
"��� E	�F ���	� .� 3"""""�% (����F ��	���
 ��������	�
��@� �����"=
�G9�'
�� *	�

� �G��)= 3�9�
� �  ?�	��)
 ���	�+ 
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�� ?�
)(1):��������� ���	���)5������ ;2�3)�� !���� ;
/���� 	�1 2�3)�� ;�����	��� ���	���
��������� (?�@� =>������ 

σ=1/ 2 σ=1/ 4 σ=1/ 8 The 
Method S. 

Size MASE ISE MASE ISE MASE ISE 
Linear 
Spline         

With adap. 
knot  

50 
100 
200 

0.89060 
1.11905 
1.65275

0.44663 
0.52177 
0.66208 

0.66447 
0.88133 
1.64836 

0.44404 
0.50804 
0.59614 

0.59849 
0.65585 
1.42262 

0.43115 
0.50374 
0.58284

Cubic Spline 
With adap. 

Knot 
50 
100 
200 

0.73893 
1.38038 
2.43258

0.31491 
0.35034 
0.37349 

0.66656 
1.19540 
1.65907 

0.31667 
0.34529 
0.35701 

0.65489 
0.88751 
0.95720 

0.31510 
0.33673 
0.34803

Stepwise 
POLYMAR

S

50 
100 
200 

0.18077 
0.22511 
0.27263 

0.10305 
0.11061 
0.10027 

0.15472 
0.19133 
0.22241 

0.10009 
0.10025 
0.10137 

0.13154 
0.16321 
0.20907 

0.09513 
0.08877 
0.08455 

Roughness 
Penalty 50 

100 
200 

0.12622 
0.10691 
0.10031

0.13679 
0.11306 
0.10767 

0.10620 
0.09676 
0.09214 

0.11326 
0.10524 
0.10251 

0.10040 
0.09047 
0.09201 

0.10704 
0.10498 
0.10143

Penalty with 
Su. 

Smoothing 
Parameter 

50 
100 
200 

0.11432 
0.10422 
0.09503

0.11511 
0.11203 
0.10429 

0.10233 
0.09865 
0.08424 

0.10438 
0.10212 
0.09703 

0.09154 
0.08351 
0.07722 

0.09722 
0.10200 
0.09322
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Penalized 
Shrinkage 50 

100 
200 

0.09499 
0.05962 
0.03382

0.10238 
0.06263 
0.03807 

0.07468 
0.04833 
0.02794 

0.08630 
0.05177 
0.02832 

0.07127 
0.04184 
0.02413 

0.07317 
0.04540 
0.02395

Penalized 
Shri. with 

Sugg. Knot 
50 
100 
200 

0.06739 
0.04037 
0.02334

0.07660 
0.04391 
0.02364 

0.04002 
0.02575 
0.01494 

0.05388 
0.02902 
0.01545 

0.02948 
0.01798 
0.01070 

0.03817 
0.02254 
0.01048
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?�
)�� (2) :��������� ���	���)	�1 2�3)�� ;�����	��� ���	������������ 5������ ;2�3)�� !���� ;
/���� (���A�� =>������ 
σ=1/2 σ=1/4 σ=1/8 The 

Method S.Si
ze MASE ISE MASE ISE MASE ISE 

Linear Spline         
With adap. 

Knot  
50
100
200

0.96567
0.93909
1.04954

0.44061
0.39885
0.37200

0.91674
0.85543
0.93646

0.42996
0.39676
0.38126

0.74168 
0.69885 
0.77634 

0.42655 
0.38907 
0.36803 

Cubic Spline 
With 

Adap.Knot 
50
100
200

0.90342
0.85127
0.91648

0.43093
0.37678
0.36211

0.85581
0.82569
0.87414

0.41313
0.36140
0.35346

0.68679 
0.65338 
0.60976 

0.37975 
0.36084 
0.35569 

Stepwise 
POLYMARS 50

100
200

0.29491
0.25659
0.27730

0.20218
0.18701
0.16197

0.26253
0.25617
0.26482

0.18333
0.16346
0.14477

0.25516 
0.24043 
0.26123 

0.17100 
0.14517 
0.14364 

Roughness 
Penalty 50

100
200

0.20719
0.17574
0.15375

0.25606
0.21407
0.19366

0.19261
0.17323
0.12623

0.23852
0.19163
0.17608

0.17923 
0.16213 
0.11137 

0.22707 
0.17404 
0.15151 

Penalty with 
Su. Smoothing

Parameter 
50
100
200

0.14225
0.11966
0.10758

0.16784
0.14988
0.13652

0.13020
0.11352
0.09044

0.16277
0.14201
0.13192

0.11633 
0.10025 
0.08013 

0.14566 
0.13322 
0.10425 

Penalized 
Shrinkage 50

100
200

0.13834
0.11748
0.11189

0.17160
0.16958
0.15167

0.12124
0.10635
0.09489

0.16624
0.15797
0.13480

0.12103 
0.10287 
0.09184 

0.15616 
0.14214 
0.12190 

Penalized 
Shri. with 

Sugg. Knot 
50
100
200

0.04602
0.02446
0.00848

0.06141
0.02832
0.02874

0.04116
0.02235
0.00812

0.03885
0.02513
0.01720

0.03179 
0.02055 
0.00616 

0.03676 
0.02211 
0.00827 

�� ?�
)(3) :��������� ���	���)��������� 5������ ;2�3)�� !���� ;
/���� 	�1 2�3)�� ;�����	��� ���	��� ($��A�� =>������ 
σ=1/ 2 σ=1/ 4 σ=1 / 8The Method S.Size

MASE ISE MASE ISE MASE ISE
Linear Spline  
With adap.  

knot  
50
100
200

1.26922
1.32908
1.56523

0.87456
0.89501
0.92761

0.81227
0.91021
1.29901

0.72759
0.75223
0.86308

0.67768
0.73358
1.26572

0.63881
0.69297
0.82739

Cubic Spline 
With adap. 

Knot 
50
100
200

1.07661
1.14324
1.18385

0.78513
0.85369
0.86307

0.77896
0.88846
1.17060

0.69301
0.74942
0.84353

0.64614
0.84925
1.08889

0.60639
0.72174
0.77271

Stepwise 
POLYMARS 50

100
200

0.19232
0.14162
0.13071

0.14070
0.13202
0.11923

0.14879
0.13140
0.11026

0.13343
0.12152
0.10325

0.13726
0.11555
0.10225

0.12375
0.12104
0.10036

Roughness 
Penalty 50

100
200

0.29089
0.26350
0.25314

0.19999
0.17877
0.16343

0.27797
0.25989
0.21375

0.18895
0.16580
0.14443

0.26203
0.23705
0.20961

0.16363
0.14914
0.12065

Penalty with 
Su. Smoothing 

Parameter 
50
100
200

0.20632
0.18386
0.15032

0.14133
0.12470
0.11352

0.15906
0.14215
0.14005

0.14087
0.11355
0.10429

0.15598
0.14019
0.13221

0.12497
0.10852
0.09067

Penalized 
Shrinkage 50

100
200

0.21989
0.19204
0.16588

0.15008
0.13387
0.12702

0.17856
0.15773
0.14305

0.14306
0.12939
0.11029

0.14523
0.13819
0.11954

0.13277
0.12767
0.10400

Penalized 
Shri. with 

Sugg. Knot 
50
100
200

0.12434
0.11512
0.10780

0.11960
0.10939
0.09850

0.10598
0.09577
0.07875

0.09704
0.08018
0.07417

0.10517
0.09502
0.06366

0.08375
0.07582
0.0706



 [60] �����������������2005)8(����א�
�א������
��מ�א�������א��

 



������������������������� ����� 	�
��� �����	5�� ���	��� ��	���... [61]



 [62] �����������������2005)8(����א�
�א������
��מ�א�������א��



������������������������� ����� 	�
��� �����	5�� ���	��� ��	���... [63]


