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Assessment Restricted Liu Estimator to treating  

Multicollinearity Problem 
 ABSTRACT 

In this research, we compared restricted least squares )ˆ( RLIUβ
with restricted Liu estimator ( )RLSβ̂ . by using (MSE) criterion 
in the existence of multicollinearity. We found that 
restricted Liu estimator is the best in comparison.
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�"�&��� ��C"� -�	" �&*+��� 2	
 <��4� H," �	� .I����� ��&��� H"&$5��
������%� ��$[4].

������'6� ������ ������� ����� �) J"����� �� )OLS ((0��� 34*) ��
 ��"����� ������� ��K����&���� L"�� ��"� �%�� ���+�" �M���� ��%�
) �� ����

����C"��� �������� ���:��$�.
�0�%� ����>��� ��"&���� L��� �������6� ���>��� ���"M� ����5� L�� �� �

�"��)�
����� ������ #������ �"� �;*) ") (����� ���" ��� (���' (��� ?��/ ��
 ����� 9�8 �"=� ������'6� ������ ������� ����� ��� ������ 2	
 �� .�����

 ������� ������ ������� ���� �
" ��/))RLS(��*���� �� ���� .)���
��*"&$�� ��"��� L�� ("�>,����� �"���� 2	
 J���/�� ������ �&*+� �[1] .

#�' �� 1993 ������ #�� )Liu (	8 �&*+��� 2	
 �,����� ���, ?	"�� N���
 ����� O��� #��)Stein (�������'6� J���� ������ �����")ORRβ̂(������

 ����� #$� P�&' (&�) Q�/)OLiuβ̂(&' �"���� �C" ��'" ���/5� ������� 9
����� I���)(RLiuβ̂������� [2] .

M, 9�8 �$����� 2	
 �$�)#�� <	��" <�>��� H��,�� �"5� EM,�� ��C� 	8 ��
 �����" ������ ������� ����� ��,�8 H"&$) N�+ P��)Liu (. ���������

 <	��" ����,��� H��,�� ��C�� ���;�� EM,�� ��) ��������� O�������� P�� #�/�$� 
M
�,��(Minitab under Windows)H"&�$) #��/��$�� �������� ���"� �� 

:�*� 3�/�� ����� �$"�� ��,�8" ������6� R�� �C"" ��*���&� "���*���"�
���������[3].



]142[ ������������������2006)9(א��
	�������א���א���������מ�א��

��#��� $�����:
1%&����� OLS�RLS:

������ ������� ����� ��� ���%��� (�0����� �� ������'6�
 ������ �'"�+ �;*5�" ��;*) �4��� M����" ��/�� �����6� ?	"�� ��&��

 O0������ �������" �%���&�� ����� H�$� ��"%$�" (0����� �� �
��K �� ������
 ���� -�&��� �%������ ��� M����" �%&�' ��*���*�� #%� ��"%$" �%�&' ����$���

 ��� �� �������� (0����� �* ��K��"� ��� �� ��/6� �M�������&���� L"�� ��
 ������� ����M"� SM"� �0�"+' ����� "
 3�/�� �"*� �&;�����" ��/�� ?	"��&�

 2��� �����)0(2��� �����" )2
uσ(�) .�����	 ������ ��K E��/5� �) ���� ���

 ���,�$6� �����)Y(2��� ����� ������ ���M"� SM"�� �0�"+' ����� "
 )µ(
2��� �����")Iu

2σ(����C"��� �������� ��"4�� ���') �) �' :C� .)X(
���/ �&��$�) "Linearly Independent(��" )n<P)=Rank(X([4] . ���

 ��/�� ?	"���� 	/� #� ����� �	
��6�:
……………………(1).UXY +β=

�) ���:
1*nY:���,�$6� ����� P,��.
1p*nX +:����C"��� �������� ��"4��.
1*1p +

β:�����6� ��&�� P,��.
1*nU:�) ��� ��0�"+��� E��/5� P,��0=E (U) ��" .nu IUV 2)( σ=

)P: (. ����C"��� �������� ��' �;��)n(������ #,� �;�� .
nnI *:�����) ��"4��.

������ (���� �� �%�&' �"���� #�� ������ ������� ����� �) J"����� �� 
���6�:

………………………(2).. ( ) YXXXOLS ′′= −1β̂
����&� 3�/�� ����� �$"�� ��"4�� ��" OLSβ̂�� OLSβ�
 :
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[ ]))ˆ())(ˆ((
)ˆ()ˆ)(ˆ()ˆ(

′
+=′−−=

OLSOLS

OLSOLSOLSOLSOLSOLS
biasbias

VEMSE
ββ

ββββββ …. (3) 
�) ���:

OLSOLSOLS Ebias βββ −= )ˆ()ˆ(
�"," L����� ��'" )(q*���� �� ����" ��/�� ?	"���� 9&' �C"�4��� �"���� �� �
�*+��� �"*� �)��6�[2]:

rR OLS=β ………………… (4) 
�) ���:

pqR *��" �&��* ���� �	 �%�"4� .��"4�� qp f��"&�� ��"4�� �
" ..
1*qr:P,�� .�C�) #"&�� "
" . "

����� �3� �	�)RLSβ̂(����" "�������� �"���)4(������ �*+��� �"*� 2:') :
)5(…………..)ˆ()(ˆˆ 111

OLSOLSRLS RrRSRRS βββ −′′+= −−−

�) ���:
XXSandYXSOLS ′=′= −1β̂
�) ��C���� �	8":

OLSRrandSRRSRRSSA βδ ˆ)( 11111 −=′′−= −−−−−

……….. (6) 
9&' ����:

……………(7).. AV RLS
2)ˆ( σβ =

���� �) L�4� )Liu ("
)LIUβ̂(��&��&�)10( pp d������ �*+��� [2]:
)8(…………………)ˆ()(ˆ 1

OLSLIU dYXIS ββ +′+= −

�) ��C���� �	":
………………(9).. )()( 1 IdSISFd ++= −

�	8 "����LIUβ̂��� H�*� �) �*�� �*+��6�:
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………………………(10).. OLSdLIU F ββ ˆˆ =
�) ����:

OLSdLIU FE ββ =)ˆ( …………………… (11) 
��" :      

…………………(12) ddLIU FSFV ′= −12)ˆ( σβ
����" 2:') J������ �� "�������� �� �"��&�)4(����� �) �,�(Liu)������� 

6� ������� �"*���� :
……………………(13)..RLSdRLIU F ββ ˆˆ =

�) ����:
δββ 111 )()ˆ( −−− ′′+= RSRRSFFE dOLSdRLIU ….. (14) 

��":
……………………(15).. ddRLIU FAFV ′= 2)ˆ( σβ

2%&����� '�� ������RLSβ̂&������ RLIUβ̂:
�) �,� �������� :* ������ ��� (�4�� 	/� ��'[2]:

)()ˆ()ˆ( 2
ddRLIURLS FAFAVV ′−=− σββ

[ ] 112 )()1()()1( −− +++++−= ISAdSAASISdσ
…….………(16)..[ ] 112 )()()1( −− +−+−= ISHGISdσ

�) ��� :1)1(2 −++= SdIG���,"�" ������ ��"4�� )) Positive 
Definite (p.d ( �)" .:

1111111111 )()1()()( −−−−−−−−−− ′′++′′+′′= SRRSRRSdSRRSRRRRSRRSH
�&;���� ��"4�� �
" (Symmetric matrix) .�) ���" G��,"�" ����� ��"4�� 
��"4�� -���
 �3� �;� �����)Q�) ���� :

IQGQ =′��" .Λ=′ QHQ�) ��� .Λ�����' ������ ��"4�� 
� �M����� �"	,�� �' ����' �%�� ������0=− GH λ
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��* �	3�)( HG −�����$ ���K ������ ��"4�� ) )(n.n.d Non Negative 
Definite(.

��" :Λ−=′−′ IQHQGQQ�� �
 C�	8 ����$ ��K ����� ��"4�� �"[5]:
01 ≥− iλ

��"C�) �,� �:
1)( 1

max ≤− HGλ
�) �,� (�$ ���:

1λλ ≤′
′≤ xGx

xHx
p

�) ���:
)(.........)()( 11

2
1

1 HGHGHG p
−−− ≥≥≥ λλλ

�) �,� ��
 �� :xGxxHx ′≤′��" .:)( HG −�� �
 C�)n.n.d(.
�) IC�"�� �� P�� �,� ��"&���� 2	
 ��:

10)..()ˆ()ˆ( pp ddnnisVV RLIURLS ∀− ββ …. (17) 
����� ����� �) <))Liu (�	8 ������� ������ ������� ����� ����� �� ��� �������

 �	8 ���" 
.1)( 1

max ≤− HGλ
	�� $����� �����:

1%(	���)�� *+����� ,-�:
���*����� "����*���"� H"&�$) #��/��$� #� ����� �	
 �� (Monte Carlo 

simulation)[3] �������� �� �����6� ?	"�� ��
�+� ���"� �� )1(A�/� ���' 
#,�� ���' �*)100(2	�
 ���� 	/� #� #; ��� �0�� ���*� ��
�+� �*" ��
�+� 

��
�+��� ��
�+��� 2	
 �$� ���/�" �$�/ �*+ 9&' ���') <"�� �"�' �*
)100(������') ����$�/ �������� �*���+��$ �	���%�" ��
����+� 

5,...,2,1,100,...,3,2,1, == kiZik)(��� �%���/��$� #��$ ����"
 #�� ���"�)4,....,2,1,100,....,3,2,1, == jiX ij ( ������� ��" .)5iZ(
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��� �*�" 3�/�� �"�' �;��$ �) <) P�� ���$��� P�$" N��)55 ZZU ii −=(
#�� ����� #��$ #; ��"iY�������� #��/�$�� ���6�:

iiiiii UXXXXY +++++= 443322110 βββββ.	�/� #�� P�� ���
#��)4321 ,,, ββββ(��"4��� �M����� �"	,�� �� (�������)XX ′(���$�����

 ���� �) L����� ��00 =β�C" #��$ #; ��" .)L����� (����/ ���:' �� 
P��' ����C"��� �������� ��� ijX. ���"��� � ��:��� #��/�$�� -�	"���6:

100,......,2,1,4,3,)1(
100,.....,2,1,2,1,)1(

5
*2*

5
2

==+−=

==+−=

ijZZX
ijZZX

iijij

iijij

αα
αα

…(18) 
���� �) ���)(α���������� ���� ������6� �,��� �;��� ),( 21 XX��" .

)( *α��������� ��� �����6� �,��� �;��� ),( 43 XX.������ �	�
 ���"
 �
" ������ 6�� �:; C����:

-��' ������"#����� :;��� ���'"�,�&� )9.0,9.0( * == αα.
-#����� :;��� ���'"�,�&� W��" ������ )3.0,3.0( * == αα.
-#������ :;���� �����;�� ��'"�,�&� W���"" 9�"5� �'"�,�&� ��' ������

)1.0,9.0( * == αα.
���/)" "��;�� ���� #��/�$�� �$����� �%&*+ 9�8 ����C"��� �������� ��"�� #��

* " ���" �"���6��:
)19.........(..........

)(
1

2

*

∑
=

−
−= n

i
i

i
i

WW

WWW

�) ���:
iW��" . �0�"+' ����� <) "
 *W������� -�	� �$����� �*+�� �;�� .
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2%&������� ����	 ��)��:
6� ���������� ������� �"," L����� #� ����� �	
 ������:

1�S"�,��� �8 *� �0�%������"�$� ������� #������ "I������ ���"&� �) <):
1

1
=∑

=

p

j
jβ2%�8

�$� �"5� <���� �����X"�) <) ���;�� <���� ���&� :
02121 =−= ββββ or 

"� �8>�������� ������ ������� H"&$) (���� H,"�$� ����$�� �"���� �;� J�
/�$�� 2:') �"���� �K��� ���'8 H&��� <	��"��5�*" �%,����" ��"4���� #��:




= 0
1r�














=
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2
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β
β
β
β

β�





−= 1111

1111R

�����" �������� ������ ������� ������ ��&���� ����� �&����� 2	
 �� #� "
������&�)5(�C�) #� ��* . ������ ���� �*�" "����� ��&�� �����)Liu (�������

������&� ����)13(�C�) ������ ���� �*�" "� #�� ���) ����/� ��)(d�
" )0.1 
,0.4.0.6.0.9(.�"�,�� �� ��* O0����� 9&' �"���� #�" (A)��6�:
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��&*� 3�/�� ����� �$"�� ��,�8 �6) #�� ��������� ��&* ����� ��,�) #� �) ���
� ���������� (��� �' -�	" �����6� 6�� ���,�" �������������6 :

����� 9�8 ��$�����)RLSβ̂(�3� :

nMSE j
SeignRLS

RLS

∑
=

−
=

4

1

2
)( )ˆ(

)ˆ(
ββ

β
����� 9�8 ��$���� ��) )RLIUβ̂(��� :

nMSE j
SeignRLIU

RLIU

∑
=

−
=

4

1

2
)( )ˆ(

)ˆ(
ββ

β
�) ��� :)(Seignβ��"4��� �M����� �"	,�� �;�� S��$����� .
�"�,��")B(O0��� IC"� 2���))MSE (��������� ��&*�:

9.0,9.0 * =α=α9.0,1.0 * =α=α3.0,3.0 * =α=α

RLS
ˆMSEβ0.085 1.202 0.121 

RLIU
ˆMSEβ

1.0d =0.074 0.209 0.042 
RLIU

ˆMSEβ
4.0d =0.073 0.433 0.088 
RLIU

ˆMSEβ
6.0d =0.084 0.641 0.098 
RLIU

ˆMSEβ
9.0d =0.084 1.044 0.063 
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