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 دراسة مقارنة بين الطرائق العددية الكلاسيكية وطرائق المونت كارلو
 

 **عبد الكريم إبراهيم شيت      *باسل يونس ذنون

___________________________________________________ 

 الملخص
لقد ظهرت في الآونة الأخيرة اهتمامات واسعة بطرائق المونـت كـارلو            

ونتناول في هذا البحث استخدام طرائـق       .علمية والتقنية   لمعالجة مختلف المسائل ال   

المونت كارلو في التكامل العددي ، إذ تجرى مقارنة عامة بين الطرائق الكلاسيكية             

 المعاينة الإحصـائية  كما تم تطبيق طريقة     . للتكامل العددي وطرائق المونت كارلو    

ن خلالها كفاءة طرائـق     لحساب القيم التقديرية لعدد من التكاملات العددية وتبين م        

 .المهمةالمونت كارلو في معالجة مثل هذه المسألة 
 

A comparative study between Classical Numerical Methods 

and Monte Carlo Methods   

 
ABSTRACT  

 
 Recently, there is a great interest in the methods of Monte 
Carlo used for the treatment of different technical and scientific 
issues.  This research deals with using the Monte Carlo methods 
in numerical integration by making a general comparison 
between the classical methods of integration and the Monte Carlo 
methods. The research also applies the statistical sampling 
method to compute the approximated values of a number of 
numerical integrations. By doing so, we conclude that the Monte 
Carlo methods are efficient in treating such important issues.  
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 :Introduction مقدمة  .1

إن طرائق المونت كارلو هي طرائق محاكاة إحصائية عددية لأنظمة أحادية           

. البعد أو متعددة الأبعاد، إذ تستبدل المسالة المحددة بأخرى عشوائية لها نفس الحل            

وتستخدم طرائق المونت كارلو عند فشل الطرائق التحليلية وطرائق التكامل العددي           

 المحددة في إيجاد الحـل  Numerical Integration (NI) Methodsالكلاسيكية 

إن طرائق المونت كارلو تتصف بالخاصية العشـوائية كجـزء         . المناسب لمسألة ما  

رئيس من خوارزمية الطريقة ذات الطابع التكراري من أجل الوصول إلـى الحـل              

تمـد علـى     تكامل المونت كارلو هو أسلوب عددي جديد يع        إن. التقريبي لمسألة ما  

ركائز من كل من نظرية الاحتمال وأسلوب المحاكاة ويعد أحد الاستخدامات الجيدة            

وبإيجاز شديد فان طرائق المونـت  . (Sabelfeld, 2004)لطرائق المونت كارلو 

 وأبعـاده كارلو تعد الخيار الأخير، إذ أنها تقدم الحل لأي تكامل مهما كانت ظروفه              

(Okten, 1999). 

ع الرياضي لدالة بوساطة    لمونت كارلو عبارة عن مهارة تقدير التوق      إن طرائق ا     

1من المشاهدات  n مؤلفة من  وسط عينة 2, , ... , nx x x     المولـدة مـن توزيـع

احتمالي معين ضمن فترة التكامل من اجل حساب القيمة التقديرية لتكامـل معـين              

)1992Press et al., (،ونت كارلو الدراسة التـي   ومن أدبيات موضوع تكامل الم

 حسـاب حجـوم   إمكانية والتي تبين (Giordano et al., 2003)قام بها الباحثون 

في دراسـته لموضـوع    (Morton, 2001) كما أشار الباحث .  المختلفةالأجسام

تكامل المونت كارلو إلى إمكانية استخدام طرائق تكامل المونت كارلو فـي إيجـاد              

مجة التصادفية وذلك عن طريق استخدام طريقة المعاينـة         الحل الأمثل لمسائل البر   

وهناك العديد من الدراسـات المتعلقـة بهـذا         ، الخارجية وطرائق المعاينة الداخلية   

 .الموضوع
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  : MCI (Monte Carlo Integration( تكامل المونت كارلو  .2

يعتبر حساب القيم التقديرية للتكاملات من الاستخدامات الشـائعة لطرائـق           

تم معاينة الدالـة المـراد      ت فكرة تكامل المونت كارلو بسيطة، إذ        إن. المونت كارلو 

داخـل  ومن التوزيع المنـتظم ضـمن    من النقاط الموزعة عشوائيا  nتكاملها عند 

منطلق لتكامل، بعدها يضرب الوسط الحسابي لقيم الدالة بمساحة المنطلق من اجـل        

 المعاينـة الإحصـائية   طريقة  بطريقة    تسمى هذه ال  و. الحصول على مقدر التكامل   

Statistical Sampling  Method (SSM)     وهي مبنية علـى نظريـة القيمـة 

    . الوسطى لحسبان التفاضل والتكامل

ن طرائق تكامل المونت  إلى أ(Gould et al., 2001)لقد أشار الباحثون   

رب هـذه الطرائـق     كارلو تزداد دقة كلما ازداد عدد أبعاد التكامل وأن معدل تقـا           

 لحجم العينة، ويمكن زيادة دقة مقـدرات هـذه          ألتربيعييتناسب عكسيا مع الجذر     

وتعلل طرائـق   . الطرائق بأساليب مختلفة منها أساليب المعاينة وأساليب المتغيرات       

 Law of large numbersتكامل المونت كارلو حسب قانون الأعـداد الكبيـرة   

1كانت   والذي ينص على انه إذا       2, , ... , nx x x      مشاهدات مستقلة، وإذا كانتg 

 :  ) ,.1992Press et al( هي دالة مستمرة عندئذ

 

])([)(1lim
1

xgExg
n

n

i
in =∑

=
∞→                     (1) 

 :ن أ وواحد،باحتمالية مقدارها 
2

1

1

var( )
n

x
i

i

n x
n
σ−

=

=∑          (2) 

var(2(إذ أن 
ix x=σ وأن x 2وإذا كان  . يمثل معدل العينة

xσ غير معروف 

  unbiased estimatorفيمكننا استخدام المقدر غير المتحيز
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 فأننا نحتاج إلى توليـد      g(x)من اجل حساب القيمة التقديرية للقيمة المتوقعة للدالة         

nxxx ة من الأعداد العشوائية عين ,.....,  ثـم  x من توزيع المتغير العشـوائي  21

 :(Morton, 2001)  بمقدره ، أي أنg(x)نقوم بمساواة المعدل النظري للدالة 
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  .I والصيغة الأخيرة تمثل القيمة التقديرية للتكامل

 مقارنة بين طرائق تكامل المونت كارلو والطرائق العددية يوضح) 1(الجدول

 .الكلاسيكية
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.لطرائق العددية الكلاسيكية مع اطرائق تكامل المونت كارلومقارنة ) : 1(الجدول   

 

 طرائق المونت كارلو الطرائق العددية الكلاسيكية

تستخدم متعددات الحدود عند حساب القيمة  .1

                         التقديرية للتكامل 

.(Stokes , 2004) 

تستخدم متتابعة من الأعداد العشوائية عند  .1

               حساب القيمة التقديرية للتكامل 

          .(Stokes , 2004)

مقدر هذه الطرائق هو كمية ثابتة          .2

. (Press et al., ) 1992

 مقدر المونت كارلو هو متغير عشوائي   .2

(. Press et al., 1992 (وغير متحيزمتسق    

 يزداد بازدياد عدد طلقالممقدار الخطأ  .3

.(Ferguson, 2002)   ألةمتغيرات المس 

 يتناقص بازدياد عدد طلقالممقدار الخطأ  .3

.(Ferguson, 2002) متغيرات المسألة 

 

عدد مرات حساب الدالة المراد تكاملها  .4

.(Burden et al., 2001) نموا أسياينمو  

عدد مرات حساب الدالة المراد تكاملها  .4

.(Burden et al., 2001)  نموا خطياينمو  

 متغيرات المسألةيشترط أن يكون عدد  .5

.(Press et al.,1992) صغيرا

 

لا تحدث هذه الخاصية في طرائق المونت  .5

.(Press et al., .1992 ( كارلو  
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 : تطبيقات -3
 من التكاملات المعروفة القيمة ، كي نأخذ ة      نتناول في هذا المبحث مجموع

 ومقارنتها مع قاعدة سمبسون SSM المعاينة الإحصائيةيقة فكرة دقيقة عن كفاءة طر

Simpson Rule (SR)،المجموعة التكاملات هذه  شمل تو)Finney et al., 2001( 

 ):Anton et al., 2002(و

∫
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وكما هو واضح فان هذه التكاملات هي لدوال مستمرة على منطلق التكامل ، 

لحساب القيمة التقديرية  المعاينة الإحصائيةوسوف نستخدم قاعدة سمبسون وطريقة 

 .لهذه التكاملات

 قيم الخطأ المطلق فضلا عنوالتقديرية يوضح القيم المضبوطة ) 2(الجدول 

)(ˆ nII )( للتكاملات − 15 II  .SSM وطريقة SR باستخدام قاعدة سمبسون −
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)(النتائج العددية للتكاملات ) : 2(الجدول  15 II −. 

التكامل وقيمته  خطأ المطلق باستخدامال القيمة التقديرية للتكامل باستخدام

 SR SSM SR SSM المضبوطة

I1 = 2.747 2.849 2.770 0.102 0.023 

I2 = 6.928 6.960 6.903 0.032 0.025 

 I3 = 14.625 23.182 14.527 8.557 0.102 

I4 = 2.222 2.324 2.225 0.102 0.003 

I5 =0.049  0.066 0.049 0.017 0.000 

 
المعاينـة  يرية للتكاملات باسـتخدام طريقـة       أن القيم التقد  ) 2(من الجدول   نلاحظ  

لواقع وأكثر دقة من نظيرتهـا عنـد اسـتخدام طريقـة            الى ا  هي أقرب    الإحصائية

المعاينة الإحصـائية   سمبسون حيث أننا نجد أن الخطأ المطلق عند استخدام طريقة           

أقل من نظيره عند استخدام طريقة سمبسون وهذا مؤشر جيد على كفـاءة طريقـة               

 .    في إيجاد القيم التقديرية للتكاملات  الإحصائيةالمعاينة

مستمرة علـى منطلـق التكامـل       أللدوال غير    ا تكاملاتل  القيمة التقديرية ولحساب  

 يتعذر إيجاد مقدرات هـذه التكـاملات        إذفقط     المعاينة الإحصائية ستخدم طريقة   ت

م استمرارية  قاعدة سمبسون وغيرها من طرائق التكامل العددي بسبب عد        باستخدام  

وقد يلجأ البعض إلى اسـتخدام      . الدوال المراد حساب تكاملها ضمن منطقة التكامل      

لتحويل هذه الـدوال إلـى دوال    change of variable أسلوب تغيير المتغيرات 

مستمرة ضمن منطقة التكامل وعندئذ يمكننا إيجاد الحلول العددية لتكـاملات هـذه             

، وهذا الأسلوب لا يخلـو مـن         العددي الكلاسيكية    طرائق التكامل الدوال باستخدام   

 . الصعوبات وهو أسلوب غير مرغوب فيه
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 : مناقشة -4
 

المعاينة تناول هذا البحث مسألة تكامل المونت كارلو، إذ عرضت طريقة 

 إعداد برنامجين المختارة وتمالقيمة التقديرية للتكاملات  لغرض إيجاد الإحصائية

، فقد تم تطبيق البرنامجين تينالمذكورتين  ووفق الطريق Maple 10باستخدام نظام 

 تكاملات لدوال مستمرة على منطلق خمسة من التكاملات،  تضم ةعلى مجموع

التكامل ، وقد تمت مقارنة النتائج العددية للطريقتين المستخدمتين في الحل، 

 ,Okten)  و ) ,.1992Press et al( باحثونتؤكد ما ذكره الوالخروج بنتيجة 

 ,Stokes) و(Giordano et al., 2003)   (Burden et al., 2001) و(1999

أن طرائق المونت كارلو تستطيع دائما أن تقدم من ،   وغيرهم من الباحثين(2004

ثل  هذه الطرائق تعتبر الاختيار الامأنوالحل لأي تكامل مهما كانت ظروفه وأبعاده 

اد الحلول العددية لمسائل لا يمكن أو يصعب والمناسب وأنها الملاذ الأخير لإيج

ق العددية الكلاسيكية المعروفة خاصة عندما يكون عدد متغيرات ائحلها بالطر

 .       المسألة كبيرا
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