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 نموذج  مارتنكل وتقارب  دراسة خواص
 حسن حسين ابراهيم
  ، جامعة تكريت كلية علوم الحاسبات والرياضيات

 ( 7002، تاريخ القبول:   /   /  7002) تاريخ الاستلام:   /    /
 

 الملخص
خاص واعطاء بعض الامثلة والنظريات المتعلقة بهما في هذا العمل نقوم بدراسة خواص و تقارب نموذج مارتنكل وعلاقته مع مارتنكل جزئي وكذلك مارتنكل 

. 
 

 المقدمة
مووووذج رياضوووي لرهوووان عوووادل. سووومي هوووو ن :s(Martingaleالمارتنكلللل    

( Lagrande Martingale)لاكرانوود مارتنكوول بهووذا الاسووم نسووبة علوو  العووالم 
فيهوا يتضواعا الرهوان بعود وية التوي الرهانات للاحتمالات المتسوا ةلإستراتيجي

ول سيسوترجع كول ا الرهوان بعود كول خسوارة ،الاووز اأ.)عذا تضواعخسارةكل 
م أحودهم سويربح الرهوان عواجلا  أم الخسائر السابقة ،مع ترك ربح طايوا موادا

،هذا النظام يضمن الربح )الاائدة ((.أ  جلا  
عملوة  نحون سونأخذ ة :يوثلاثاللعبة العملوة المعدنيوة : عل  سبيل المثال  لنأخذ

مسوواوإ علوو   P(H)=1/2كووون فيهووا احتمووال ظهووور ال ووورة يمعدنيووة عادلووة 
يكوون عملة معدنيوة ييور متوازنوة التوي و ، P(T)=1/2 احتمال ظهور الكتابة 

الكتابووووووة واحتمووووووال ظهووووووور P(H)=2/3 فيهووووووا احتمووووووال ظهووووووور ال ووووووورة 
P(T)=1/3،  توازنوووة أخووور  التوووي يكوووون فيهوووا احتموووال عملوووة معدنيوووة ييووور مو

نرموووي  . P(T)=2/3ل ظهوووور الكتابوووة واحتموووا P(H)=1/3ظهوووور ال وووورة 
موووع  نرموووي العملوووة المعدنيوووة أولا عذا ظهووورت الكتابوووة عملوووة المعدنيوووة العادلوووة ال

.أموووا عذا ظهووورت ال وووورة نرموووي العملوووة P(T)=2/3ظهوووور الكتابوووة  احتموووال 
 . P(H)=2/3اأخر  مع احتمال ظهور ال ورة المعدنية 
فوي  .تسواويةفوي الاحتموال الم - وورة أو كتابوة -  النتيجة النهائيوة راهنا عل

قبوول أن تكووون  عذا راهنووا موون المهووم معرفووة بالضووبط متوو  راهنووا .هووذا الحالووة 
ينا فر وووة فووووز متنا ووواة دولووو  مرميوووة ، نحووون سووويكون لوووالعملوووة المعدنيوووة اأ

عذا حزرنووا بلوكل  وحيح ، وناقوودا عذا نحون خوواطئون ،ونحون سنكسوب دولار ،
ولوو  عنوودنا أن نوور  نتيجووة الرميووة اأ د. هكووذا الرهووان عووادل لكوون عذا راهنووا بعوو

التوقوع اللورطي  ر مون فووز رهاننوا لكنوه ل والحنا ،بالحقيقوةفر ة أفضل بكثي
 .يجب أن يكون  ار )الذإ يأخذ كل معرفتنا في وقت الرهان (

ثروتنووا  X2،ولبعوود الرهووان اأثروتنووا  X1 ، وليووةيكووون ثروتنووا اأ X0ناوورض 
الوووذإ نضوووع كووول رهوووان نحووون سووونعرا  وهكوووذا فوووي الوقوووت الرهوووان الثوووانيبعووود 

لكننووا سوووا لوون نعوورا نتيجووة  وألووياء أكيوودة تتضوومن ثروتنووا فووي ذلووك الوقووت 
 والتوقوووع اللووورطي لووو و Xn-Xn-1مووون المووورات  nربووواي فوووي رهوووان اأ والرهوووان 

Xn-Xn-1 هو  ار. 
 :العلاقة التاليةوبهذا يكون لدينا 

                 n| Ғn-1} = Xn E{X  أوn-1 } = 0 Ғ | E{Xn-Xn-1 
 لتعاريا التالية التي سيتم استخدامها لاحقا .هذا يقودنا عل  او 

هوووووو  ( Ғ,ΡΩ,)(علووووو  فضووووواء الاحتموووووالfiltration  حالمرلووووو :1فتعريللللل
( sub σ-field)ي سوكما مون الحقول الجزئو {…,Fn : n = 0,1,2} متتابعوة

Ғ بحيث لكل n فان  n+1Ғ   nҒ .   
 هووي عوائوول موون (tochastic processS( لت ووادفيةالعمليووة ا :2تعريللف

 (.probability spaceفضاء الاحتمالي ) لمتغيرات العلوائية عل  ناسا
 للمرلووح ملائمللة n=0,1,2,…} nX={X :عمليووة الم ووادفة :3تعريللف

(nҒ)   أذا كانXn  لكل قابلة للقياسn. 
 مارتنكلللل تسوووم   n= n,Ғ nX={X, {…,0,1,2العمليوووة  :4تعريلللف

(martingale عذا ) لكل حققت اللروط الآتيةn= 0,1,2,... : 
1.{Ғn , n= 0,1,2,...} ح وتكون مرلXn ول ملائمة (nҒ). 
 هي قابلة للتكامل . Xn،  فإن   n. لكل2
 .    E{Xn+1 | Ғn } = Xn،فإن  nلكل .3

 نكلل زئئيلةمارت تسوم  n=0,1,2,...} n,Ғ nX = {X,العمليوة  :5تعريلف
(sub martingale)  حققوت ناوس لوروط المارتنكول موع اسوتبدال اللورط عذا

E{Xn+1|Ғn}  فإن :   nلكل  و اأخير   Xn 
اسووتبدل اللوورط  عذا تووم (super martingale) مارتنكللل خللاص Xوتسووم  
 اأخير

    : من لروط المارتنكل بهذا اللرط
                                                 E{Xn+1|Fn}≥ Xn   

عائلووة موون المجموعووات  Fناوورض أن  field)-(σحقللل السللكما  :6تعريللف
تووودع  بحقوول سوووكما عذا وفقوووط عذا تحققوووت اللوووروط  F. فوووإن  Ωالجزئيووة مووون 

 الآتية :
1. Ω  F . 
 F Aفإن  F  A عذا كان .2

c . 
F  فإن F A1,A2,…,An,…  عذا كان .3

i

Ai  . 

مجموعوووة موووع حقووول  Xناووورض  (measurable) قابلللل للقيلللا  :7تعريلللف
 تكون قابلة للقياس عذا كان : ƒ : X→R. فإن الدالة  Aالسكما 

{x: f(x) > a}  A   لكل R    a. 
 قابللل للتكاملللل fفووان الدالووة   ∫ ∞ > f | dm|    عذا كووان :8تعريللف

(Integrable) 

مجموعووة  Aناوورض عن  (convex set) المزموعللة المحدبللة :9تعريللف 
بالمجموعوووة المحدبوووة عذا حققوووت  Aتسوووم   Xجزئيوووة مووون فضووواء المتجهوووات 

 :اللرط اأتي 
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 [0,1] λحيث  ان   λx+(1-λ)yAفان  x,yA  لكل
هي فترة ماتوحة من اأعوداد الحقيقيوة  Iودالة  g:I→Rلتكن  :11تعريف 

اذا  (convex function) محدبللة gفووان الدالووة المقيوودة أو ييوور المقيوودة . 
g(ax+(1-a)y) :تحقووووور اللووووورط الاتوووووي  ag(x)+(1-a)g(y)   لكووووول

x,y  I   ولكل 
 [0,1]  a. 

هوي مجموعوة  Ω،حيوث  )Ω,F,μ(عن فضاء القياس الثلاثوي  :11تعريف 
،F  هوووو حقوووول سووووكما جزئوووي موووونΩ،μ   هووووو القيووواس علووووF   فضللللا  يسووووم

 pإ قيواس الاحتماليوة يسواو  μعذا كوان قيواس (measure space) القياسل  
 باضاء الاحتمالي.   سمي (Ω,F,p)فان 

علووووو  أإ  المارتنكووووولنحووووون نسوووووتطيع أن نعووووورا فكووووورة علاقوووووة  :1ملاحظلللللة
I  كوان . عذاعة جزئيوة مون خوط اأعوداد الحقيقيوةمجمو    R أإ مجموعوة ،

Ғt :t}انو   I}    هو مرلح(s,t   I and s t Ғs     Ғt ) فوإن
 العملية الت ادفية

 { Xt , t  I }  اإ ان مارتنكول جزئيوةs t   Xs   E{Xt  |Ғs} 

} a.e.))      
  :1قضية

هوي مارتنكول    X ≡{Xn ,Ғn ,n = 0,1,2,...} . العمليوة الت وادفية1
 .مارتنكل خاص X–عذا وفقط عذا  جزئية 

2 .X  خاص .مارتنكل جزئي و كلاهما تحقر مارتنكل عذا وفقط عذا 
 (Ғn نسبة عل  المرلح ) هو مارتنكل جزئي Xnنارض  .3
Xmفإن  E{Xn | Ғm}    لكلm n. 
 . nلكل E{Xn}=E{X0}    فانمارتنكل   Xعذا كان .4
E{Xm} :فإن مارتنكل جزئي X وان m<n كان عذا. 5  E{Xn} 
E{Xm}:فإن مارتنكل خاص Xعذا  .6 E{Xn}. 
. فإنوه أيضوا  مارتنكول جزئوي  nҒ ئي نسبة عل  المرلحمارتنكل جز  Xn.عذا 7

 .  (natural filtrationح الطبيعي )مرل بالنسبة
 X–هي مارتنكل جزئيوة . ونريود أن نبورهن أن  X. نارض أن 1  البرهان:

 هي مارتنكل خا ة .
 X    :E{Xn+1|Fn}Xnمن تعريا المارتنكل الجزئي لو 
 نح ل عل  : (1-)ولكن عند ضرب المتراجحة بو 

-E{Xn+1|Fn} -Xn                                                
 وهكذا نستطيع برهان الاتجاا الثاني بناس الطريقة .

 Xمارتنكوول خوواص وجزئووي فووي ناووس الوقووت .نريوود أن نبوورهن  X.عذا كانووت 2
 مارتنكل .
والخوووووووووووووواص  E{Xn+1|Fn}Xn اووووووووووووووي المارتنكوووووووووووووول الجزئوووووووووووووويتعريموووووووووووووون 

E{Xn+1|Fn} Xn . 
E{Xn+1|Fn} Xn   E{Xn+1|Fn}Xn  وهذا يؤدإ ال  

E{Xn+1|Fn}  Xn E{Xn+1|Fn}  اذنXn=E{Xn+1|Fn}   
تكووووووون مارتنكوووووول عذا كووووووان كلاهموووووووا متحقوووووور المارتنكوووووول الجزئوووووووي  Xأن  اإ

 والخاص.
 برهن الطرا اأخر .نوبناس الطريقة نستطيع 

ومون خا وية المسواواة هوذا يعنوي   Xn=E{Xn+1|Fn}مارتنكول  Xعذا كانت 
 أن 

E{Xn+1|Fn}Xn E{Xn+1|Fn}   
 وباستخدام أدوات الربط :

E{Xn+1|Fn} Xn   E{Xn+1|Fn}Xn   
 مارتنكل خاص . وبهذا يكون لدينا مارتنكل جزئي و

 نقوم ببرهان هذا الاقرة . . باستخدام الاستقراء الرياضي3
   E{Xm+1|Fm} Xm فسوا نح ل عل : n=m+1نارض عن 

 وهي  حيحة من تعريا المارتنكل الجزئية .
 فسنح ل عل  : n=m+kتكون  حيحة عندما  عنهانارض 

E{Xm+k|Fm}Xm  نريووووووووووود أن نبووووووووووورهن أنهوووووووووووا  وووووووووووحيحة عنووووووووووودما الان
n=m+k+1  المتباينة فان من المارتنكل الجزئية ولكن: 

E{Xm+k+1|Ғm+k}         Xm+k حيحة لذلك فان  
E{E{Xm+k+1|Ғm+k}|Ғm}        Xm  لان Ғm+k  mҒ 

 .n=m+k+1 اذن  حيحة أيضا  لو
     E{Xn}=E{X0}مارتنكل لكي نبرهن أن  Xنارض أن .4

 وبأخذ التوقع اللرطي للطرفين :     X0=E{X1|F0}بما أن 

E{X0}=E{E{X1|F0}}                                        
E{X0}=E{E{X1|F1}}                                         

  E{X0}=E{X1}وبهذا سنح ل عل  F1 F0أن 

   F0⊆Fnلان   E{X0}=E{X1|Fn}يكون لدينا :سوبالتالي 

 . nلكل   E{X0}=E{Xn}وبالتالي نح ل عل  
   E{Xm}E{Xn}فإن      m<nو مارتنكل جزئي X.عذا كان 5

   E{Xn|Fm} Xmمن تعريا المارتنكل الجزئي 
 E{E{Xn|Fm}}E{Xm}وبأخذ التوقع لكلا الطرفين نح ل عل  :

E{Xn}  E{Xm}   
( بالضبط مع عكس العلاموة مون ا وغر علو  اكبور 5.برهانها ناس برهان )6
. 

تكووون مجموعووة  هووي أ ووغر مجموعووات السووكما فووإن     . بمووا أن7

  جزئية من حقل السكما  Ғn    
    E{Xn|Fm}Xmفهذا يعني : Fnح مارتنكل جزئي عل  المرل Xوبما أن 

 وبالتالي :

E{Xm| }=E{E{Xn|Fm}| }=Xm  E{Xm|  }=Xm 
 :(Jensen's Inequality)مبرهنة  متباينة زينسن( 

 اأعووودادهووي فتوورة ماتوحووة موون  I،حيووث  R علوو  Iموون دالووة محدبووة  gلووتكن 
 علووووائي علووو  هوووي متغيووور  X. ولوووتكن المقيووودة،المقيووودة أو ييووور الحقيقية

(Ω,F,P) 
IX(ω)  لكوووولω .  ناوووورضE(X)  تكووووون منتهيووووة . عذاμ  هووووي مجموعووووة

،وب وووووورة  g[E(X|μ)]E[g(X)|μ].فووووإن  Fجزئيووووة مووووون حقوووول السوووووكما 
 خا ة :

g[E(X)]  E[g(X)]  
 
 

    :2قضية
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هووي دالووة  Фهوي مارتنكوول و {...,Xn ,Ғn ,n=0,1,2}ناورض  .1
،  nقابلوة للتكامول لكول  Ф{Xn}فإنه عذا كانت  Rمحدبة عل  

{Ф(Xn),Ғn,n=0,1,2,...} . هي مارتنكل جزئية 
هوووي  Фهوووو مارتنكووول جزئوووي و {...,Xn,Ғn,n=0,1,2}ناووورض أن  .2

قابلوووووة  Ф(Xn)فإنوووووه عذا كانوووووت  Rدالوووووة متزايووووودة محدبوووووة علووووو  
هوووي مارتنكووول  n  ،{Ф(Xn),Ғn,n=0,1,2,...}لكووول للتكامووول 
 جزئية .

  البرهان:
 .من تعريا المارتنكل فإن:1

Xm=E{Xn|Fm}                                                  
   Rهي دالة محدبة عل   Фوبما أن 

(Xm)=Ф(E{Xn|Fm})                                          Ф  
 :نح ل عل  للتوقعات اللرطية  ننسمن متباينة جيو 

E{Ф(Xn)|Ғm}                    Ф(E{Xn|Ғm}) =Ф(Xm)   
 وهي مارتنكل جزئية .

 .من تعريا المارتنكل الجزئية :2
E{Xm|Ғm}                   Xm  

نووة جينسوون سوووا هووي دالووة محدبووة متزايوودة وباسووتخدام متباي Фوبمووا أن 
 :نح ل عل  

E{(Ф(Xn)|Ғm }  Ф(E{Xn|Ғm}) Ф(Xm)  وهوي مارتنكول
 جزئية .

 أمثلة: 
ة . عذا كانوووت المتتابعوووة متزايووودة  هوووي أعوووداد حقيقيووو ...,x0,x1,x2ناووورض  .1

ذا كانووت ثوابووت هووي مارتنكوول .  يوور كانووت ي اأمووا عذهووي مارتنكوول جزئيووة .وان
نحوووون نسوووتطيع أن نعوووورا ثوابووووت  رتنكووول ممتووووازة . بالحقيقوووةمتزايووودة فهووووي ما

يكووون ل Ғn  علوو  أإ فضوواء احتمالي.ونأخووذ  Xn≡xnلمتغيوورات علوووائية 
هوووذا العمليوووة الت وووادفية تسووواوإ لنضوووع  nلكووول   Ғn={Ф,Ω}تافوووه ح مرلووو
 . ار
 هي متتابعة لمتغيرات علوائية مستقلة مع …,Y1,Y2نارض  .2

0 E{Yn}  لكلn نثبت . X0= 0 ,                           





n

i

in YX
1

 . n>1لكل       

         .n حدلامولدة بواسطة  هي حقل سكما Ғn=σ{Y1,Y2,...,Yn}نارض 
 كووان عذا    ( (Ғnح بالنسووبة للمرلوو هووي مارتنكوول جزئيووة} 0 n ،Xn {فإنووه
Yn ا توقع  ار لكل لهn ، نكلفهي مارت. 
قابلوووووووووووووة للقيووووووووووووواس  Xn .وبموووووووووووووا أن E{Xn+1|Ғn}=E{Xn+Yn+1|Ғn}، لان

 مسووووتقلة مووووع  Yn+1 . ولكوووون Xn+E{yn+1|Ғn} . كووووذلك Ғn بالنسووووبة لووووو
Y1,Y2,...,Yn        وكذلك Ғn  وبالتالي: 

Xn                                                                              X n+ E{Yn+1}  
 هي مارتنكل جزئية . X وهذا يعني أن

نارض .3 
1nnY  مون المتغيورات العلووائية المسوتقلة فوي متتابعوة L 

ناوورض ان 


0k kYمقاربووة فووي Lلكوول وقووت و راهوون بوودولار واحوودYi 
موووون الموووورات ،نحوووون نوووور  أن اللعبووووة عادلووووة عذا  jهووووو الووووربح أو الخسووووارة ل 

E{Yi}=0  لكووولj  0.وناضوووله عذا كوووان E{Yi} لكووول  j  وهوووو ييووور .
       .  E{Yi}  0عذا كان عادل

رهوووان  n الوقووت فووي  الرهووان. ناوورض النموووذج الع وورإ أتوواي للمقووامر تغييووور
دولار يجوب أن يكوون  وحيح .)وهوو  knالمقامر يقرر المال المراهن عليوه ل 

يجب أن يكون علوائي( المقامر يبودل الرهوان طبقوا  للحالوة )هوذا الإسوتراتيجية 
فوي نظوام الوبلاك جواك( أو علو  طاورة علووائية. فوي وقوت الرهوان ،المقوامر لا 

يعووورا كووول النتوووائ  السوووابقة كن مووون مووورات الرهوووان.ول n ولووو Ynيعووورا النتيجوووة 
Y1,...,Yn-1 كوووذلك .k  يجوووب أن يكوووون قابووول للقيووواس فيموووا يتعلووور بҒn-1  .

  مون مورات المراهنوة  n.وبالتالي ثروة المقامر بعود  `Xتدع  العملية الجديدة

X`n=X`n-1+knY n          
  :قابلة للقياس للمتغيرات العلوائية الموجبة.فإن Ғn-1هي  knحيث 

E{X`n|Ғn-1}=X`n-1+knE{Yn|Ғn-1}                       
KnE{Xn}  =X`n-1 

هووووو مثبووووت  knلهووووا قابوووول للقيوووواس . أن  Ғn-1كلاهمووووا يكووووون  X`n-1،knأن 
سوووووا يكووووون مارتنكوووول )مارتنكوووول جزئووووي، مارتنكوووول خوووواص( عذا كانووووت  `Xو

 كوووووول )المارتنكوووووول الجزئيووووووة ،المارتنكوووووولهووووووي مارتن Xعمليووووووة الرهووووووان الثابتووووووة 
 .  الخا ة(

هووووذا يقودنووووا لعوووودم اسووووتطاعتنا لتغييوووور الطبيعووووة اأساسووووية للعبووووة بتغييوووور حجووووم 
 الرهانات .

أإ متغيوور علوووائي قابوول  Xوناوورض  حهووو مرلوو Ғnهنووا المثووال مهووم .ناوورض 
علاقوووة المارتنكووول {...,Xn,n=0,1,2}فوووإن  Xn≡E{X|Ғn}للتكامووول .نعووورا 

    (.بالحقيقة:(Ғnحبالمرل

E{Xn+1|Ғn}=E{E{X|Ғn+1}|Ғn}≡E{X|Ғn}=Xn                                     

 كاأتي Lفي Bو Aنعرا المسافة بين مجموعتين جزئيتين  :تعريف 




 XYYXBAD
AXBYBYAX

infsupinfsup),( 

LYXناوورض ان  :3قضللية  فووان  Fموون  ئووي جز  و  حقوول  ,


 YXYEXED ])\[],\[( . 

 نح وووول ]5[ بواسووووطة و  البرهووووان: نأخووووذ  
 عل 

 
 و

 للمجموعة و هذا يؤدإ ال 
  

   و  وان 
  

 بما ان  و
 و 

  

 وكذلك  للمجموعة 
 فان   

 

  
 وهذا يؤدإ ال  
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 والتالي 
 و بما ان  

و   

 
اذن 


 YXYEXED ])\[],\[(  

نارض ان  :4قضية  
0nnF  مرلح وLX و 

  
0nnX  مارتنكووووووووووول موووووووووووع nn FXEX \   لكووووووووووولn  .ذا ن كوووووووووووا وان
)(1 nn FLX 

   0فانlim  XX nn
. 

1)(البرهان:بما ان  nn FLX 

   اذن لكل 
0 يوجد)( nFLY   لبعضN   بحيث  ان 



YX  وبما ان

nN FF   لكلNn  اذن 
 )( nFLY   لكلNn   نح ل 3ومن امبرهنة 
 ])\[],\[( nn FYEFXED  لكوووووووووولNn   وهووووووووووذا يووووووووووؤدإ

  nFXEWYW \:sup 


 وهذا يعني 
 


XYYXXX nn

Nnو  . 
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Abstract 
In this work we study the properties and convergence Martingale model and its relationship with Submartingale and 

Supermartingale, and provide some examples and theorems on them. 

 


