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Derivation of  numerically  method for evaluating 

tripleintegrals with Continuous Integrands andForm of Error 
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 المستخلص
 

فً  اٌّسرّشج اٌّىاِلاخ راخ اٌصلاشٍح اٌرىاِـلاخ ٌذساب عذدٌح غشٌمح اشرماق ٘ٛ اٌثذس ٘زا ًِٓ اٌشئٍس اٌٙذف

 ٚتالاعرّاد, اٌصلاشٍح ٌٍرىاِلاخ تإٌسثح اٌرصذٍخ دذٚد لإٌجاد ٌثش٘اْ ِعا ِثشٕ٘ح لذِٕا إر ٌٙا اٌخطأ ِٕطمح اٌرىاًِ ٚصٍغح

 اٌطشٌمح إْ فٛجذٔا,  اٌّسرّشج اٌّىاِلاخ راخ اٌصلاشٍح اٌرىاِلاخ ٔرائج ترذسٍٓ لّٕا ٚجذٔا٘ا اٌرً اٌرصذٍخ دذٚد عٍى

 عذد عٕذِاx ,yٚzاٌصلاشحد الأتعا عٍى سّثسْٛ لاعذج ذطثٍك ِٓ إٌاذجح اٌمٍُ عٍى سِٚثشن ذعجًٍ غشٌمح ِٓ اٌّشوثح

اٌرىاًِ  فرشج إٌٍٙا ذجضأ اٌرً اٌجضئٍح اٌفرشاخ ٌعذد ِساٌٚح اٌذاخًٍ اٌرىاًِ عٍى اٌثعذ فرشج إٌٍٙا ذجضأ اٌرً اٌجضئٍح اٌفرشاخ

hإْ أي اٌخاسجً اٌرىاًِ عٍى اٌثعذ فرشج إٌٍٙا ذجضأ اٌرً اٌجضئٍح اٌفرشاخ ٌعذد ِٚساٌٚح الأٚسػ عٍى اٌثعذ h h دٍس

hاٌّذٛس عٍى الإدذاشٍاخ تٍٓ اٌّسافاخzٚhاٌّذٛس عٍى الإدذاشٍاخ تٍٓ اٌّسافاخyٚhالإدذاشٍاخ تٍٓ اٌّسافاخ 

فً اٌصلاشٍح راخ اٌّىاِلاخ اٌّسرّشج  اٌرىاِلاخ دساب فً عٍٍٙا الاعرّاد ٌّىٓ دٍسRSSSٚأسٍّٕا٘اxاٌّذٛس عٍى

 ظٍاء اٌثادصراْ ادراجرٗ ِّا الً ٚتٛلد ٔسثٍا لٍٍٍح جضئٍح تفرشاخ إٌرائج فً عاٌٍح دلح أعطد ِٕطمح اٌرىاًِ ار

 .[6]ٚعىاس[5]
 

Abstract 
 

The main aim of this search is to derivation numerically method to find the values of the 

triple  integrals, Its integrands continuous in region of the integrals and to find the  general  

form of  the errors (correction terms ) We have also introduced one theorem to find the 

correction errors bounds with respect to the triple integral , we applied the new formula to 

calculate the triple integral and found this method ( RSSS method , it is composition method 

of applying Romberg accelration method on the obtained values of applying Simpson’s rule 

on the three dimension  x , y and z when the number of subintervals of interval of interior 

integral equal to the number of subintervals of interval of middle integral and equal to the 

number of subintervals of exterior integral  h h h  when h is the distances between the 

coordinates on the z - axis , h  is the distances between the coordinates on the y - axis and  

h  is the distances between the coordinates on the x - axis ) , we can depend on it to calculate 

the triple integrals and give higher accuracy in the results by few subintervals and time less 

than the request timethat researchers Dayaa [5] and Eghaar[6] needed to it . 
 

 

 المقذمت.1
 

 اٌذجُ اٌّصاي سثًٍ عٍى ٌٍذجَٛ اٌزاذً اٌمصٛس ٚعضَ اٌّرٛسطح ٚاٌّشاوض اٌذجَٛ إٌجاد فً أٍّ٘ح اٌصلاشٍح ٌٍرىاِلاخ أْ

اٌّىافئ اٌمطع تٍٓ اٌٛالع
2 22z x y  ٚالاسطٛأح

24z y  ,ُ4 الاسطٛأح داخً اٌٛالع ٚاٌذجcos( ) اٌّذذد ِٓ 

تاٌىشج الأعٍى
2 2 16z  ِٓٚ ً0 تاٌّسرٛي الأسفz   ,ٚداخً اٌٛلع ٌٍذجُ اٌّرٛسػ اٌّشوض دساب 

2 2 9x y ٚفٛق 

0zاٌّسرٛي ٚ4اٌّسرٛي ذذدx z   ,سفٍعأ سٍه ِٓ لطعح ِصً اٌّرغٍشج اٌىصافح راخ اٌىرً إٌجاد فً أٍّ٘رٙا ذثشص ٚوزٌه 

 [ .7] آٌشص فشأه.اٌّعذْ ِٓ سلٍمح ٚصفٍذح
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ً٘ ِشوثح غشائك اسرخذِد 9002 عاَ فً[ 5] ظٍاء ُِٕٙ اٌصلاشٍح اٌرىاِلاخ ِجاي فً اٌثادصٍٓ ِٓ عذد عًّ ٚلذ

( )RMRM RS  ,( )RMRM RM ,( )RMRS RMٚ( )RMRS RS ٖنسِٚثش ذعجًٍ غشٌمح ِٓ ٔاذجح اٌطشائك ٚ٘ز 

اٌٛسطى إٌمطح ِع لاعذج RMاٌثعذ عٍى ( ًاٌخاسجzٚ )( ), ( ), ( ), ( )RS RS RS RM RM RM RM RSاٌثعذ عٍى 

 اٌثعذٌٓ عٍى سِٚثشن ذعجًٍ ِع سّثسِْٛرماعذج  اٌّشوثح اٌطشٌمح إْ إٌى ذٛصٍد لذٚ (x) اٌذاخًٍ ٌثعذٚا(  y) الأٚسػ

)اٌخاسجً اٌثعذ عٍى سِٚثشن ذعجًٍ ِع اٌٛسطى  إٌمطح ٚلاعذج ٚالأٚسػ اٌذاخًٍ )RMRS RSً٘ ًدساب عٕذ الأفع 

 .فً ِٕطمح اٌرىاًِ  ِسرّشج دٚاي ِىاِلاذٙا اٌرً شلاشٍح ذىاِلاخ

 اٌرىاِلاخ لٍُ ٌذساب [5]ٌٍطشٌمح اٌرً اسرخذِرٙا ظٍاء  ِغاٌشج جذٌذج عذدٌح غشٌمح [6] عىاس لذِد2010  عاَ ٚفً

 عٕذِاxٚyٚzالأتعاد عٍى اٌٛسطى إٌمطح لاعذج ذطثٍك ِٓ إٌاذجح اٌمٍُ عٍى سِٚثشن ذعجًٍ غشٌمح تاسرعّاي ٚرٌه اٌصلاشٍح

 الأٚسػ اٌثعذ فرشج إٌٍٙا ذجضأ اٌرً ئٍحاٌجض اٌفرشاخ ٌعذد ِساٌٚح اٌذاخًٍ اٌثعذ فرشج إٌٍٙا ذجضأ اٌرً ٍحاٌجضئ اٌفرشاخ عذد ذىْٛ

 اٌذلح دٍس ِٓ جٍذج ٔرائج عٍى ٚدصٍدRMMMٚأسّرٙا اٌخاسجً اٌثعذ فرشج إٌٍٙا ذجضأ اٌرً ئٍحاٌجض اٌفرشاخ ٌعذد ِٚساٌٚح

 .ٔسٍثا   لٍٍٍح جضئٍح ٚتفرشاخ

 ِىاِلاذٙا اٌرً اٌصلاشٍح ٌٍرىاِلاخ ذمشٌثٍح لٍُ ٌذساب جذٌذج عذدٌح غشٌمح شرماقلا اٌثش٘اْ ِع ِثشٕ٘ح الذِٕ اٌثذس ٘زا فً أِا

 لاعذج ِع سِٚثشن ذعجًٍ غشٌمح ِٓ ِشوثح محغشٌ عٓ عثاسج اٌطشٌمح ٚ٘زٖ ٌٙا اٌخطأ حٚصٍغفً ِٕطمح اٌرىاًِ  ِسرّشج دٚاي

 اٌرىاًِ فرشج إٌٍٙا ذجضأ اٌرً اٌجضئٍح اٌفرشاخ عذد ذىْٛ عٕذِا( ٚاٌخاسجً ٚالأٚسػ اٌذاخًٍ) اٌصلاشح الأتعاد عٍى اٌّطثمح سّثسْٛ

 اٌرً اٌجضئٍح اٌفرشاخ ٌعذد ِٚساٌٚح الأٚسػ عٍى اٌثعذ اٌرىاًِ فرشج إٌٍٙا ذجضأ اٌرً اٌجضئٍح اٌفرشاخ ٌعذد ِساٌٚح اٌذاخًٍعٍى اٌثعذ 

 عٍى الإدذاشٍاخ تٍٓ ٌٍّسافاخ ِساٌٚحxاٌّذٛس عٍى الإدذاشٍاخ تٍٓ ّسافحاٌ أْ أي اٌخاسجً عٍى اٌثعذ اٌرىاًِ فرشج إٌٍٙا ذجضأ

ٚجذٔا٘ا  اٌرً اٌرصذٍخ دذٚد اسرخذاَ ِع اٌطشٌمح ٘زٖ إْ ٚلادظٕا zاٌّذٛس عٍى الإدذاشٍاخ تٍٓ ٌٍّسافاخ ِٚساٌٚحyاٌّذٛس

 اٌرً اٌطشائك أفعً ِع ِماسٔح وثٍش ٚلد ٚلاذسرغشق ٔسثٍا   لٍٍٍح جضئٍح فرشاخ ٚتعذدِٓ دٍس اٌذلح  ٚسشٌعح جٍذج ٔرائج ذعطً

 .[6] عىاس ذٕاٌٚرٙا اٌرً محٌٚاٌطش, [ 5] ظٍاء ٔالشرٙا

 

 لها الخطأ توصيغ المستمرة المكاملاث راث الثلاثيت التكاملاث لحساب عذديت طريقت اشتقاق.9
 

ٌذساب لٍُ اٌرىاِلاخ اٌصلاشٍح )ذمذَ لأٚي ِشج (  غشٌمح عذدٌح جذٌذجاشرماق سٛف ٔمذَ ِثشٕ٘ح ِع اٌثش٘اْ ٔسرعشض فٍٙا 

1ذطثٍك غشٌمح ذعجًٍ سِٚثشن عٍى اٌمٍُ إٌاذجح ِٓ ذطثٍك لاعذج سّثسْٛ عٍى الأتعاد اٌصلاشح عٕذِا ٚ 2m n n (2n  عذد

اٌفرشاخ اٌجضئٍح اٌرً ذجضأ إٌٍٙا اٌفرشج  ,a b ٚ1n  عذد اٌفرشاخ اٌجضئٍح اٌرً ذجضأ إٌٍٙا اٌفرشج ,c d ٚm  عذد اٌفرشاخ

اٌجضئٍح اٌرً ذجضأ إٌٍٙا اٌفرشج  ,e g  ْأي إ ) h h h   ٔشِض ٌٙزٖ اٌطشٌمح تاٌشِضRSSS  دٍسR  ًٍغشٌمح ذعج

 .ً٘ ٚاٌّثشٕ٘ح اٌّطثمح عٍى الأتعاد اٌصلاشح  لاعذج سّثسْٛ SSSسِٚثشن ٚ
 

 :مبرهنت
 

)ٌرىٓ   , , )f x y z ِسرّشج ٚلاتٍح ٌلاشرماق فً وً ٔمطح ِٓ ٔماغ إٌّطمحداٌح[ , ] [ , ] [ , ]a b c d e g  ْاٌرمشٌثٍح اٌمٍّح فا

)ٌٍرىاًِ  , , )

g d b

e c a

I f x y z    تاسرخذاَ لاعذج سّثسْٛ عٍى الاتعاد اٌصلاشح, ,z y x ٓاَذٍحدساتٙا ِٓ اٌماعذج ٌّى 

3

( , , ) [ ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )
27

g d b

e c a

h
SSS f x y z dxdydz f a c e f a c g f a d e f a d g f b c e       

 

(2 1) (2 1) (2 1) (2 1)

1

( , , ) ( , , ) ( , , ) 4 [ ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )]
n

i i i i

i

f b c g f b d e f b d g f x c e f x c g f x d e f x d g   



      

 
1

2 2 2 2 (2 1) (2 1)

1 1

2 [ ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )] 4 [ ( , , ) ( , , )
n n

i i i i j j

i j

f x c e f x c g f x d e f x d g f a y e f a y g


 

 

      

 
1

(2 1) (2 1) (2 1) (2 1) (2 1) (2 1) 2 (2 1)

1 1

( , , ) ( , , ) 4 [ ( , , ) ( , , )] 2 [ ( , , )
n n

j j i j i j i j

i i

f b y e f b y g f x y e f x y g f x y e


      

 

     
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1

2 (2 1) 2 2 2 2 (2 1) 2

1 1

( , , )]] 2 [ ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) 4 [ ( , , )
n n

i j j j j j i j

j i

f x y g f a y e f a y g f b y e f b y g f x y e


 

 

      

 
1

(2 1) 2 2 2 2 2 (2 1) (2 1) (2 1)

1 1

( , , )] 2 [ ( , , ) ( , , )]] 4 [ ( , , ) ( , , ) ( , , )
n n

i j i j i j k k k

i k

f x y g f x y e f x y g f a c z f a d z f b c z


   

 

      
1

(2 1) (2 1) (2 1) (2 1) (2 1) 2 (2 1) 2 (2 1)

1 1

( , , ) 4 [ ( , , ) ( , , )] 2 [ ( , , ) ( , , )]
n n

k i k i k i k i k

i i

f b d z f x c z f x d z f x c z f x d z


      

 

     
1

(2 1) (2 1) (2 1) (2 1) (2 1) (2 1) (2 1) 2 (2 1) (2 1)

1 1 1

4 [ ( , , ) ( , , ) 4 ( , , ) 2 ( , , )]
n n n

j k j k i j k i j k

j i i

f a y z f b y z f x y z f x y z


        

  

     
1 1 1

2 (2 1) 2 (2 1) (2 1) 2 (2 1) 2 2 (2 1) 2

1 1 1 1

2 [ ( , , ) ( , , ) 4 ( , , ) 2 ( , , )]] 2 [ ( , , )
n n n n

j k j k i j k i j k k

j i i k

f a y z f b y z f x y z f x y z f a c z
  

    

   

       
1

2 2 2 (2 1) 2 (2 1) 2 2 2

1 1

( , , ) ( , , ) ( , , ) 4 [ ( , , ) ( , , )] 2 [ ( , , )
n n

k k k i k i k i k

i i

f a d z f b c z f b d z f x c z f x d z f x c z


 

 

      
1

2 2 (2 1) 2 (2 1) 2 (2 1) (2 1) 2 2 (2 1) 2

1 1 1

( , , )] 4 [ ( , , ) ( , , ) 4 ( , , ) 2 ( , , )]
n n n

i k j k j k i j k i j k

j i i

f x d z f a y z f b y z f x y z f x y z


    

  

      
1 1

2 2 2 2 (2 1) 2 2 2 2 2

1 1 1

2 [ ( , , ) ( , , ) 4 ( , , ) 2 ( , , )]]]
n n n

j k j k i j k i j k

j i i

f a y z f b y z f x y z f x y z
 



  

       

(2 1) (2 1)  ,   1,2, ,ix a i h i n                ٚ
(2 ) (2 )  ,   1,2, , -1ix a i h i n    

(2 1) (2 1)  ,   1,2, ,jy c j h j n       ٚ
(2 ) (2 )  ,   1,2, , -1jy c j h j n    

(2 1) (2 1)  ,   1,2, ,kz e k h k n        ٚ
(2 ) (2 )  ,   1,2, , -1kz e k h k n    

4-:ٚصٍغح دذٚد اٌرصذٍخ )صٍغح اٌخطأ( ً٘ 6 8( )I SSS h Ah Bh Ch     

,دٍس أْ  , ,A B C . شٛاتد 
 

 البرهان 
 

 تاٌصٛسج اَذٍح : Iٌّىٓ وراتح اٌرىاًِ 

     , ,

g d b

e c a

I f x y z dxdydz SSS h E h                                                                                ...(1) 

إر إْ  SSS h عٍى الأتعاد اٌصلاشح  ٌا  تاسرخذاَ لاعذج سّثسًْٛ٘ لٍّح اٌرىاًِ عذدx  ,y  ٚz  ْٚا . E h  سٍسٍح ً٘

دذٚد اٌرصذٍخ اٌّّىٓ إظافرٙا إٌى لٍُ SSS h  ْٚا ,
1 2

g e d c b a

m n n

  
   ْ1تفشض إ 2m n n . 

 راخ اٌّىاِلاخ اٌّسرّشج تاسرخذاَ لاعذج سّثسْٛ ً٘  الأدادٌحٌٍرىاِلاخ  اٌخطأصٍغح  أِْعٍَٛ ٌذٌٕا 

4 (3) (3) 6 (5) (5)

2 0 2 0

1 1
( ) ( ) ( )                                                              ...(2)

180 1512
S n nE h h f f h f f      
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 -:(  ٔذصً عٍى2) ٌٍصٍغح   Mean-value theorem for derivativesٚتاسرخذاَ ٔظشٌح اٌمٍّح اٌّرٛسطح فً اٌرفاظً
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دٍس  0 21,2,3,... , ,i ni x x   ٌّىٓ وراتح اٌرىاًِ .   [6].عىاسI  ًتالاذ 
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فثإٌسثح ٌٍرىاًِ الأدادي  , ,
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f x y z dz  ٌّىٓ دساتٗ عذدٌا  تماعذج سّثسْٛ عٍى اٌثعذz اٌرعاًِ ِع( ٚxٚyٍٓوصاتر )         ٗٚلٍّر 
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z


   

  
  
 

 
 

 

 

   
   

   
   

444
2 1 1 11 1 11 1 1

4 4 4

444
6 2 2 22 2 22 2 2

6 6 6
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( )     

180

, ,, ,, ,
             ( 7 )

1512

SSS

f nf nf nh
E h g e d c b a

x y z

f nf nf nh
g e d c b a

x y z

   

   

  

  

  
   

       
   

 
 

  
   

        
   

 
 
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                   

     

2 2 2 1 1 1 2 2 2 1 1 1

2 2 2 1 1 1

, , , , , , , , , ,    , , , , , , , , ,   

 , , , , , , , , ,

n n a b c d e g n n a b c d e g

n n a b c d e g

       

   
     

     

   
     

   
 

ح اٌرىاًِفً وً ٔمطح ِٓ ٔماغ ِٕطم Existٌزا إرا واْ اٌّىاًِ داٌح ِسرّشج ِٚشرماذٙا اٌجضئٍح ِٛجٛدج      , , ,a b c d e g  ٗٔفا

 واَذً : ٌٍماعذج اٌّزوٛسجٌّىٓ وراتح صٍغح اٌخطأ 

 

  4 6 8 ...I SSS h Ah Bh Ch      …(8) 

,دٍس  ,...A B اٌثش٘اْ .ٚتزٌه ٌٕرًٙ ٌجضئٍح ٌٍذاٌح فً ِٕطمح اٌرىاًِ شٛاتد ذعرّذ عٍى اٌّشرماخ ا 

1ٔثذأ تٛظع اٌرىاِلاخ اٌصلاشٍح فً دساب تشٕ٘ا٘اٚدذٚد اٌرصذٍخ اٌرً  SSSسرعّاي لاعذج فثأ 2 2m n n    فً اٌصٍغح

 ٚاٌرً ذساٚي ثٍح ٌٍرىاًِ اٌصلاشًٔذسة اٌمٍّح اٌرمشٌٚأعلاٖ 


3

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )
27

( , , ) ( , , ) 4( ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

g d b

e c a

h
f x y z dxdydz f a c e f a c g f a d e f a d g f b c e f b c g

f b d e f b d g f a h c e f a h c g f a h d e f a h d g f a c h e

f a c h g f b c h e b c h g f a c e h

     

           

        

  



( , , ) ( , , ) ( , , ))

16( ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

4( ( , , ))

f b c e h f a d e h f b d e h

f a h c h e f a h c h g f a c h e h f b c h e h f a h c e h f a h d e h

f a h c h e h

    

                

   

1ٚٔصثد فً جذإٌٚا ٘زٖ اٌمٍّح اٌرمشٌثٍح عٕذِا   2 2m n n    1شُ ٔعع 2 4m n n    ٔذسة ٚSSS ٔٙا ذساٚي دٍس إ 

  
3

, , ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )
27

g d b

e c a

h
f x y z dxdydz f a c e f a c g f a d e f a d g f b c e f b c g        

 2 2 2 2 2 2( , , ) ( , , ) 2 ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )f b d e f b d g f x c e f x c g f x d e f x d g f a y e f a y g        

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) 2 ( , , ) ( , , )f b y e f b y g f a c z f a d z f b c z f b d z f x y e f x y g       


2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 (2 1) 2 2

1

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) 2 ( , , ) 4 ( , , )i

i

f x c z f x d z f a y z f b y z f x y z f x y z



      

 
2

(2 1) 2 (2 1) 2 (2 1) 2 (2 1) 2

1
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i
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

   

  
2 2
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 

      

            
2

2 2 (2 1) (2 1)2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1
1

( , , ) ( , , ) 2( ( , , ) ( , , )) 4 ( , , ) ( , , )i ij j j j j j
i

f b y e f b y g f x y e f x y g f x y e f x y g      



      




           

2

2 22 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1
1

4 ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) 2( ( , , ) ( , , )
k k k k k k

k

f a c z f a d z f b c z f b d z f x c z f x d z
     



     


            

2 2

2 2 2 2 2 1 22 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1
1 1

( , , ) ( , , ) 2 ( , , ) 4 ( , , )) 4 ( , , )ik k k k j k
j j

f a y z f b y z f x y z f x y z f a y z     
 

     
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 دصٍٕا اٌٍرٍٓ اٌرمشٌثٍرٍٓ اٌمٍّرٍٓ ذذسٍٓ ٌّٚىٕٕا. Iاٌصلاشً ٌٍرىاًِ اٌرمشٌثٍح اٌمٍّح إٔٙا عٍى جذإٌٚا فً اٌمٍّح ٘زٖ ٔصثد أٌعا

 لاعذج عِ سِٚثشن ًٍذعج تطشٌمح اٌصلاشً ٌٍرىاًِ ذمشٌثٍح لٍّح عٍى ٔذصً ٚتزٌه عٍٍّٙا سِٚثشن ذعجًٍ غشٌمح ترطثٍك عٍٍّٙا

,xاٌصلاشح الأتعاد عٍى سّثسْٛ yٚz .لاعذج ترطثٍك ٔسرّش ٚ٘ىزاSSS 1 لٍُ ٌثمٍح تإٌسثح 2 2m n n  ُعٍٍٙا ٔطثك ش 

 .ٔخراس٘ا اٌرً اٌّشغٛتح تاٌذلح اٌمٍّح عٍى ٔذصً أْ إٌى ٌٍرىاًِ اٌّعثٛغح اٌمٍّح إٌى اٌمٍُ الرشاب ٌرعجًٍ سِٚثشن ذعجًٍ غشٌمح

 

 الأمثلت.3

 
2 2 2

1 1 1

ln 1I x y z dxdydz      ( .عششِشذثحعششٌح شلاز إٌى ِمشتح)7.7266099665657 ً٘ اٌرذٍٍٍٍح لٍّرٗ ْ إرإ 

 
3 2 1

2 1 0

2
x y z

I xe dxdydz
  

   (  عششٌح ِشذثح عششج اشٕرً إٌى ِمشتح) 0.005957677755 ً٘ اٌرذٍٍٍٍح لٍّرٗ إْ إر 

 
1 1 1

0 0 0

sin 3
2

I x y z dxdydz
 

    
 

  ِشذثح عشش شلاز إٌى ِمشتح)  0.5160245509312ً٘ اٌرذٍٍٍٍح لٍّرٗ إْ إر 

 (  .عششٌح

 

 النتائج.4

اٌرىاًِ ِىاًِ إْ 
2 2 2

1 1 1

lnI x y z dxdydz    ٌىً ِعشف       , , 1,2 1,2 1,2x y z   دذٚد صٍغح فاْ ٌزا 

 RSSSغشٌمح تاسرعّاي عذدٌا   أعلاٖ اٌرىاًِ دساب ٌثٍٓ( 7) ٚاٌجذٚي( 6) ٌٍصٍغح ِّاشٍح ذىْٛ ٌٍرىاًِ اٌرصذٍخ
 

1 2m n n   SSSلٍُ لاعذج k=4 k=6 k=8 

2 1.4977854692327    

4 1.4978012125274 1.4978022620804   

8 1.4978022209020 1.4978022881270 1.4978022885404  

16 1.4978022843391 1.4978022885682 1.4978022885752 1.4978022885754 

    1.4978022885754 

دساب اٌرىاًِ اٌصلاشً ( 7)اٌجذٚي  
2 2 2

1 1 1

lnI x y z dxdydz     

1 عٕذِا أٗ اٌجذٚي ِٓ ٔسرٕرج 2 16m n n   ْلاعذج تاسرخذاَ اٌرىاًِ لٍّح اSSSْٛعششٌح ِشاذة ٌصّاْ صذٍذح ذى 

 ِشذثح عشش ٌصلاز ِمشتح) اٌرذٍٍٍٍح ٌٍمٍّح ِطاتمح لٍّح عٍى ٕادصٍ اٌّزوٛسج اٌماعذج ِع سِٚثشن ذعجًٍ غشٌمح اسرعّاي ٚعٕذ

)  ٚتـ (عششٌح
12
 ( .جضئٍح فرشج 9

 ٚترطثٍك ٔفسٙا اٌجضئٍح تاٌفرشجMMMلاعذج تاسرخذاَ عششٌح ِشاذة لاستع صذٍذح لٍّح عٍى [6] عىاس دصٍد دٍٓ فً

 تاسرخذاَ ٌٚىٓ ٔفسٙا اٌمٍّح عٍى [5]ظٍاء دصٍد تٍّٕا اٌصذٍذح اٌعششٌح اٌّشاذة ِٓ ٔفسٗ ٌعذدا عٍى دصٍد نسِٚثش ذعجًٍ

2 دٍس اوثش جضئٍح فرشاخ 16n   ,1 32n ٚ16m  (9
77

 فً اٌّمذِح . إٌٍٙا اٌّشاس اٌطشائك جٍّع تاسرخذاَ( جضئٍح فرشج 

اٌرىاًِ ِىاًِ وزٌه 
3 2 1

2 1 0

x y z
I xe dxdydz

  
    ٌىً ِعشف       , , 0,1 1,2 2,3x y z   دذٚد صٍغح فاْ ٌزا 

 .RSSSغشٌمح تاسرعّاي عذدٌا   أعلاٖ اٌرىاًِ دساب ٌثٍٓ( 9) اٌجذٚيٚ (8) ٌٍصٍغح ِّاشٍح ذىْٛ اٌرىاًِ ٌٙزا اٌرصذٍخ

 

1 2m n n   SSSلٍُ اٌماعذج k=4 k=6 k=8 

2 0.005245338612    

4 0.005256003598 0.005256714598   

8 0.005256696770 0.005256742981 0.005256743432  

16 0.005256740530 0.005256743448 0.005256743455 0.005256743455 

    0.005256743455 

( دساب اٌرىاًِ اٌصلاشً 2اٌجذٚي ) 
3 2 1

2 1 0

x y z
I xe dxdydz

  
    
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 عٕذِا أٗ اٌجذٚي ِٓ ٔسرٕرج
 1 2 8m n n  ْتماعذج اٌرىاًِ لٍّح ا SSSْٛٚتاسرعّاي عششٌح ِشاذة ٌسثع صذٍذح ذى 

9) تـ ٚ عششٌح ِشاذة ٌعشش صذٍذح لٍّح عٍى دصٍٕا اٌّزوٛسج اٌماعذج ِع سِٚثشن ذعجًٍ غشٌمح
2

 (.فرشججضئٍح

1 عٕذِا دصٍٕا دٍٓ فً 2 16m n n   ِع سِٚثشن ذعجًٍ غشٌمح ٚتاسرعّاي, عششٌح ِشاذة ٌصّاْ صذٍذح لٍّح عٍى 

9 )ٚتـ( عششٌح ِشذثح عششج لاشٕرً ِمشتح) اٌرذٍٍٍٍح ٌٍمٍّح ِطاتمح لٍّح عٍى دصٍٕا اٌّزوٛسج اٌماعذج
79

 (. صئٍح فرشج

1 عٕذِا [6] عىاس دصٍد تٍّٕا 2 16m n n   عٍى لٍّح صذٍذح ٌخّس ِشاذة عششٌح تاسرخذاَ لاعذجMMM

عٕذِا اٌصذٍذح اٌّشاذة ِٓ ِساٚي عذد عٍى دصٍد MMMلاعذج ِع سِٚثشن ذعجًٍ غشٌمح اسرعّايٚت

1 2 16m n n   9)ٚتـ
79

 (.  جضئٍح فرشج 

اٌرىاًِ ِىاًِ ٚوزٌه 
1 1 1

0 0 0

sin
2

I x y z dxdydz
 

   
 

   ٌىً ِعشف       , , 0,1 0,1 0,1x y z   صٍغح فاْ ٌزا 

 .RSSSغشٌمح تاسرعّاي عذدٌا   أعلاٖ فً اٌرىاًِ دساب ٌثٍٓ( 7) اٌجذٚيٚ( 6) ٌٍصٍغح ِّاشٍح ذىْٛ اٌرىاًِ ٌٙزا اٌرصذٍخ دذٚد

 

1 2m n n   SSSلٍُ لاعذج k=4 K=6 k=8 K=10 

2 0.5195620219649     

4 0.5162329264255 0.5160109867229    

8 0.5160373931198 0.5160243575661 0.5160245698017   

16 0.5160253507976 0.5160245479761 0.5160245509985 0.5160245509247  

32 0.5160246008798 0.5160245508852 0.5160245509314 0.5160245509312 0.5160245509312 

     0.5160245509312 

دساب اٌرىاًِ اٌصلاشً ( 7)اٌجذٚي  
1 1 1

0 0 0

sin
2

I x y z dxdydz
 

   
 

   

عٕذِا أٗ اٌجذٚي ِٓ ٔسرٕرج
 1 2 16m n n  ْتماعذج اٌمٍّح اSSSْٛٚتاسرعّاي عششٌح ِشاذة ٌخّس صذٍذح ذى 

9)تـ عششٌح ِشاذة ٌعشش صذٍذح لٍّح عٍى دصٍٕا اٌّزوٛسج اٌماعذج ِع سِٚثشن ذعجًٍ غشٌمح
79 

 (.فرشججضئٍح

1 عٕذِا عششٌح ِشاذة ٌسد صذٍذح لٍّح عٍى اٌذصٛي اِىٓ دٍٓ فً 2 32m n n  ذعجًٍ غشٌمح ٚتاسرعّاي 

1عٕذِا( عششٌح ِشذثح عششج ٌصلاز ِمشتح) اٌرذٍٍٍٍح ٌٍمٍّح ِطاتمح لٍّح عٍى دصٍٕا سِٚثشن 2 32m n n   

9)ٚتـ
75

 (.فرشججضئٍح
 

 المناقشت .5
عٕذِاx ,yٚz اٌصلاشح الأتعاد عٍى سّثسْٛ تماعذج اٌصلاشٍح اٌرىاِلاخ دساب عٕذ أٗ جذاٚياٌ ٔرائج خلاي ِٓ ٔسرٕرج

1 2m n n (2دٍسnاٌفرشج إٌٍٙا ذجضأ اٌرً اٌجضئٍح اٌفرشاخ عذد  ,a bٚ1nاٌفرشج إٌٍٙا ذجضأ اٌرً اٌجضئٍح اٌفرشاخ عذد

 ,c dٚmاٌفرشج إٌٍٙا ذجضأ اٌرً اٌجضئٍح اٌفرشاخ عذد ,e g )ٚ h h h ْاٌماعذج ٘زٖ إ (لاعذجSSS )ًلٍّا   ذعط 

غشٌمح  اسرعّاي دْٚ ِٓ اٌجضئٍح اٌفرشاخ ِٓ عذد تاسرعّاي ٌٍرىاِلاخ اٌرذٍٍٍٍح اٌمٍُ ِع ِماسٔح(  عششٌح ِشاذة ٌعذج ) صذٍذح

 ٔماغ ِٓ ٔمطح وً فً اٌّسرّشج اٌّىاِلاخ راخ اٌصلاشٍح اٌرىاِلاخ دساب فً أوصش تٛظٛح ٌظٙش وّا.  عٍٍٙاذعجًٍ سِٚثشن 

عٕذِا عششٌح ِشاذة ٌصّاْ صذٍذح لٍّح عٍى دصٍٕا ٚاٌصأً الأٚي اٌرىاًِ فً اٌّصاي سثًٍ عٍى اٌرىاًِ ِٕطمح

1 2 16m n n  ً1 عٕذِا عششٌح ِشاذة ٌسد صذٍذح اٌمٍّح وأد اٌصاٌس اٌرىاًِ ٚف 2 32m n n  اٌجذاٚي إْ إلا 

 ِٓ لًٍٍ تعذد الالرشاب سشعح دٍس ِٓ أفعً ٔرائج أعطد اٌّزوٛسج ٌماعذجِع ا سِٚثشن ذعجًٍ غشٌمح خلاي ِٓ أٗ أٚظذد

عٕذِا ٚاٌصأً الأٚي اٌرىآٍٍٍِ فًاٌرذٍٍٍٍح  ٌمٍّح ِطاتمح وأد ار اٌرذٍٍٍٍح اٌرىاِلاخ لٍُ إٌى ٔسثٍا   اٌجضئٍح اٌفرشاخ

1 2 16m n n  ً1 عٕذِا اٌصاٌس اٌرىاًِ ٚف 2 32m n n   غشٌمح عٍى الاعرّاد ٌّىٓ ٚتزٌهRSSSًدساب ف 

 .اٌّسرّشج اٌّىاِلاخ راخ اٌصلاشٍح اٌرىاِلاخ
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