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NumericallyTripleDimension Method For Evaluation Values 

of Triple Integralsof ContinuousIntegrands( MTS ) 
 

 (MTS)التكاملاث الثلاثيت  راث المكاملاث المستمرة  قيم لحسابعذديت ثلاثيت البعذ طريقت 
 

 ػذٔاْ ٚعًٍ واظُ شثشّ                                           أ.ػًٍ حغٓ محمد

 ظاِؼح اٌىٛفح/وٍٍح اٌرشتٍح ٌٍثٕاخ/لغُ اٌشٌاظٍاخ        ظاِؼح اٌىٛفح/وٍٍح اٌرشتٍح ٌٍثٕاخ/لغُ اٌشٌاظٍاخ
 

 

 المستخلص
فً ِٕطمح ظذٌذج ٌحغاتاٌرىاِلاخ اٌصلاشٍح راخ اٌّىاِلاخ اٌّغرّشج اٌرٛصً اٌىطشٌمحاٌٙذف اٌشئٍظ ِٓ ٘زا اٌثحس ٘ٛ 

اٌٛعطى ػٍى ٚلاػذج إٌمطح yٚلاػذجشثٗ إٌّحشف ػٍى اٌثؼذ الأٚعػ xماػذج عّثغْٛ ػٍى اٌثؼذ اٌذاخًٌٍذىاٍِٙا تاعرؼّا

ٌرحغٍٓ ٔرائط  [5]ٌٙا، ٚاعرؼّاي غشٌمح ذؼعًٍ سٚ ِثشن (  صٍغح اٌخطؤ) ٚاشرماق حذٚد اٌرصحٍح zاٌثؼذ اٌخاسظً

 فرثٍٓ ٌٕاإٔاٌطشٌمح اٌّشوثح ِٓ غشٌمح ذؼعًٍ سٚ ِثشن ػٍى اٌمٍُ, اٌرىاِلاخ اٌصلاشٍح  تالاػرّاد ػٍىحذٚد اٌرصحٍح اٌرً ٚظذٔا٘ا

ػٕذِا ذىْٛ ػذد اٌفرشاخ اٌعضئٍح اٌرً ذعضأ اٌٍٙا فرشج اٌرىاًِ ػٍى اٌثؼذ اٌذاخًٍ ِغاٌٚح  ٌؼذد  MTSإٌاذعح ِٓ ذطثٍمماػذج

اٌفرشاخ اٌعضئٍح اٌرً ذعضأ اٌٍٙا فرشج اٌرىاًِ ػٍى اٌثؼذ الأٚعػ ِٚغاٌٚح ٌؼذد اٌفرشاخ اٌعضئٍح اٌرً ذعضأ اٌٍٙا فرشج اٌرىاًِ 

1ػٍى اٌثؼذ اٌخاسظً أي إْ  2( )h h h  حٍسhاٌّغافاخ تٍٓ الإحذاشٍاخ ػٍى اٌّحٛسXٚ1h اٌّغافاخ تٍٓ الإحذاشٍاخ

ٌّىٓ الاػرّاد ػٍٍٙا فً حغاب اٌرىاِلاخ RMTSٚأعٍّٕا٘ا Zاٌّغافاخ تٍٓ الإحذاشٍاخ ػٍى اٌّحٛسY ٚ2hػٍى اٌّحٛس

 . أػطد دلح ػاٌٍح فً إٌرائط تفرشاخ ظضئٍح لٍٍٍح ٔغثٍا   رإفً ِٕطمح ذىاٍِٙا  اٌصلاشٍح راخ اٌّىاِلاخ اٌّغرّشج 
 

Abstract 
The main aim of this search is to derivation numerically new rule to find the values of the 

triple  integrals, Its integrands continuous in region of the integration and derivation the errors 

(correction terms ) and to improve the results of the triple  integrals we used Romberg 

accelerating method by depending on these correction terms that we found, this method 

(composition method of applying Romberg  acceleration  method on the obtained values of 

applying Mid-point rule on the dimensionzand Trapezoidal Rule on the dimensionyand 

Simpson’sruleon the dimensionx, when the number of subintervals of interval of interior 

dimension equal to the number of subintervals of interval of middle dimension and equal to the 

number of subintervals of exterior dimension) such that  1 2h h h  , h  is the distances between 

the ordinates on the x– axis, 1h  is the distances between the ordinates on the y- axis and 2h  is the 

distances between the ordinates on the z– axis ,and we indicate this method by ( RMTS ) , we 

can depend on it to calculate the triple integrals when it integrands continuous on the region of  

integration and give higher accuracy in the results by few subintervals. 
 

 المقذمت.1
 

ذؼرّذ .  عٍٛب فؼايؤترىاس غشائك ِرٕٛػح لإٌعاد حٍٛي ذمشٌثٍح ٌّغائً سٌاظٍح ِؼٍٕح تاٌرٍّض ِٛظٛع اٌرحًٍٍ اٌؼذدي فً 

اٌٛاظٙح اٌؼذدٌح ٌٍّعاي اٌٛاعغ فاٌرحًٍٍ اٌؼذدي اٌحذٌصٙٛ .  وفاءج ٘زٖ اٌطشائك ػٍى وً ِٓ اٌذلح ٚاٌغٌٙٛح اٌرً ٌّىٓ تٙا أْ ذٕفز

إْ ٌٍرىاِلاخ اٌصلاشٍح أٍّ٘ح وثٍشج فً إٌعاد اٌحعَٛ  ٚاٌّشاوض اٌّرٛعطح ٚػضَ اٌمصٛس اٌزاذً ٌٍحعَٛ ٚإٌعاد . ٌٍرحًٍٍ اٌرطثٍمً

اٌىرً راخ اٌىصافح اٌّرغٍشج ػٍى عثًٍ اٌّصاي اٌحعُ اٌٛالغ داخً
2 2 4x y x   0ٚفٛقz ٚذحد

2 2 4x y z  ٚحغاب

اٌّشوض اٌّرٛعطٍٍحعُ اٌٛلغ داخً 
2 2 9x y 0ٚفٛق اٌّغرٛيz  4ٚذحد اٌّغرٛيx z  , ٚوزٌه إٌعاد اٌىرً راخ

, ِّا دفغ ػذد ِٓ اٌثاحصٍٓ ٌٍؼًّ فً ِعاي  [8] فشأىآٌشص .أٚ صفٍحح سلٍمح ِٓ اٌّؼذْ اٌىصافح اٌّرغٍشج ِصً لطؼح ِٓ عٍه سفٍغ

غشائك اٌرىاًِ الأحادي ٌرىٌٛٓ غشائك ٌحغاب اٌرىاًِ اٌصلاشً  ًٚ٘[  6] اعرخذِد ظٍاء2009ففً ػاَ.اٌرىاِلاخ اٌصلاشٍح

( )RMRM RM,( )RMRS RMٚ( )RMRS RS ِٓٚ٘زٖ اٌطشائك ٔاذعح( )RM RS,( )RM RM،( )RS RM ,

)ػٍى اٌثؼذ الأٚعػ )yًٍٚاٌثؼذ اٌذاخ( )xغشٌمح ذؼعًٍ سٚ ِثشن ِغ لاػذج إٌمطح اٌٛعطى ِٓٚ RMًػٍى اٌثؼذ اٌخاسظ

( )z  ٚلذ ذٛصٍد إٌى إْ اٌطشٌمح اٌّشوثح( )RMRS RS الأفعً ػٕذ حغاب اٌرىاِلاذاٌصلاشٍح اٌرً ِىاِلاذٙا دٚاي ِغرّشج ً٘

 غشٌمح ػذدٌح ٌحغاب لٍُ اٌرىاِلاخ اٌصلاشٍح ٚرٌه تاعرؼّاي [7]لذِد ػىاس 2010ٚفً ػاَ .  ِٓ حٍس اٌذلح ٚعشػح الالرشاب
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ػٕذِا ذىْٛ ػذد xٚyٚzإٌاذعح ِٓ ذؼعًٍ سٚ ِثشن ِغ لاػذج إٌمطح اٌٛعطى اٌّطثمحػٍى الأتؼاد RMMMغشٌمح 

اٌفرشاخ اٌعضئٍح اٌرً ذعضأ إٌٍٙا فرشج اٌرىاًِ ػٍى اٌثؼذ اٌذاخًٍ ِغاٌٚح ٌؼذد اٌفرشاخ اٌعضئٍح اٌرً ذعضأ اٌٍٙا فرشج اٌرىاًِ ػٍى 

اٌثؼذ الأٚعػ  ِٚغاٌٚح ٌؼذد اٌفرشاخ اٌعضئٍح اٌرً ذعضأ اٌٍٙا فرشج اٌرىاًِ ػٍى اٌثؼذ اٌخاسظٍٛحصٍد ػٍى ٔرائط ظٍذج ِٓ حٍس 

غشٌمح ػذدٌح ٌحغاب لٍُ اٌرىاِلاخ اٌصلاشٍح ٚرٌه   [9]لذِد ِٛعى   2011ٚفً .لرشاتٛتفرشاخ ظضئٍح لٍٍٍح ٔغٍثا  اٌذلح ٚعشػح الا

ٚلاػذج عّثغْٛ ػٍى  z، إٌاذعح ِٓ ذؼعًٍ سٚ ِثشن ِغ لاػذج إٌمطح اٌٛعطى ػٍى اٌثؼذ اٌخاسظRMSSًتاعرؼّاي غشٌمح 

ػٕذِا ذىْٛ ػذد اٌفرشاخ اٌعضئٍح اٌرً ذعضأ اٌٍٙا فرشج اٌرىاًِ ػٍى اٌثؼذ اٌذاخًٍ ِغاٌٚح ٌؼذد  xٚاٌذاخًٍ yاٌثؼذٌٓ الأٚعػ

اٌفرشاخ اٌعضئٍح اٌرً ذعضأ اٌٍٙا فرشج اٌرىاًِ ػٍى اٌثؼذ الأٚعػ ِٚغاٌٚح ٌؼذد اٌفرشاخ اٌعضئٍح اٌرً ذعضأ اٌٍٙا فرشج اٌرىاًِ ػٍى 

اٌذلح ٚعشػح الالرشاتٛتفرشاخ ظضئٍح لٍٍٍح ٔغٍثا . أِا فً ٘زا اٌثحس ٔمذَ ِثشٕ٘ح اٌثؼذ اٌخاسظٍٛحصٍد ػٍى ٔرائط ظٍذج ِٓ حٍس 

ِغ اٌثش٘ألاشرماق لاػذجظذٌذج ٌحغاب لٍُ ذمشٌثٍحٌٍرىاِلاخ اٌصلاشٍح اٌرً ِىاِلاذٙا دٚاي ِغرّشج ٚصٍغح اٌخطؤ ٌٙا ٚ٘زٖ 

عّثغْٛ ٚلاػذج  yػٍى اٌثؼذ الأٚعػشثٗ إٌّحشف ٚلاػذج zاٌماػذجٔاذعح ِٓ ذطثٍك لاػذجإٌمطح اٌٛعطى ػٍى اٌثؼذ اٌخاسظً 

1،ػٕذِا xػٍى اٌثؼذ اٌذاخًٍ 2n n n (n  ًٍػذد اٌفرشاخ اٌعضئٍح اٌرً ذعضأ إٌٍٙا فرشج اٌرىاًِ ػٍى اٌثؼذ اٌذاخ ,a bٚ1n

ػذد اٌفرشاخ اٌعضئٍح اٌرً ذعضأ إٌٍٙافرشج اٌرىاًِ ػٍى اٌثؼذ الأٚعػ  ,c d ٚ2n ًِػذد اٌفرشاخ اٌعضئٍح اٌرً ذعضأ إٌٍٙا فرشج اٌرىا

ػٍى اٌثؼذ اٌخاسظً  ,e g )  ِٓ ً1،ٌمذ اخرشٔا و 2, ,n n n أػذاد صٚظٍح لأْ لاػذج  عّثغْٛ ذحراض اٌى ػذد صٚظً ِٓ اٌفرشاخ

ٚفً اٌٛلد ٔفغٗ لا ذٛشش ػٍى ِٕالشرٕا ٌماػذج إٌمطح اٌٛعطى ٚلاػذجشثٙإٌّحشفٛعٕشِض ٌٙزٖ اٌطشٌمح تاٌشِض   [3]اٌعضئٍح

MTSٚلأظٍرحغٍٕإٌرائعٕغرخذِطشٌمح ذؼعًٍ سٚ ِثشن ، ػٕذ رٌه ٔشِض ٌٙزٖ اٌماػذج تاٌشِض،RMTS  ٚلذ حصٍٕا ػٍى ٔرائط

 .ظٍذج ِٓ حٍس اٌذلح ٚعشػح الالرشاب ٚتؼذد لًٍٍ ٔغثٍا ِٓ اٌفرشاخ اٌعضئٍح  
 

 المستمرة عذديا  . حساب التكاملاث الثلاثيت راث المكاملاث 2
 

)ٌرىٓ اٌذاٌح  -ِثشٕ٘ح: , , )f x y z  فً وً ٔمطح ِٓ ٔماغ  ٌلاشرماقِغرّشج ٚلاتٍح 

]إٌّطمح , ] [ , ] [ , ]a b c d e g ًفؤْ اٌمٍّح اٌرمشٌثٍح ٌٍرىاًِ اٌصلاش( , , )

g d b

e c a

I f x y z dxdydz     ٌّىٓ حغاتٙا ِٓ اٌماػذج

 -اَذٍح:
3 1

0

1

1

( , , ) [ ( , , ) ( , , )
6 2 2

( , , ) ( , , ) 2 ( ( , , ) ( , , )
2 2 2 2

g d b n

r r

re c a

n

r r j r j r

j

h h h
MTS f x y z dxdyd z f a c z f a d z

h h h h
f b c z f b d z f a y z f b y z









    

       

 



 

1
2 2

2 1 2

1 1

4 ( , , ) 2 ( ( , , ))
2 2

n n

i j r i j r

i i

h h
f x y z f x y z





 

     

1
2 2

2 1 2 1 2

1 1

4 ( ( , , ) ( , , )) 2 ( ( , , )
2 2 2

n n

i r i r i r

i i

h h h
f x c z f x d z f x c z



 

 

        

2( , , ))]
2

i r

h
f x d z   

2-ٚاْ صٍغح اٌخطؤ ً٘: 4 6( ) ...MTS MTS MTS MTSE I MTS h A h B h C h      

,حٍس , ,...MTS MTS MTSA B C شٛاتد ذؼرّذ ػٍى اٌّشرماخ اٌعضئٍح ٌٍذاٌح( , , )f x y zػٍى لٍّح ٚلاذؼرّذh. 

 -اٌثش٘اْ:

 -تشىً ػاَ تاٌصٛسج اَذٍح : Iٌّىٓ وراتح اٌرىاًِ اٌصلاشً 

     , , ...(1)

g d b

e c a

I f x y z dxdydz MST h E h     [،9 .]  [1] 

إر إْ  MST h لٍّح اٌرىاًِ ػذدٌا  تاعرخذاَ لاػذج إٌمطح اٌٛعطى ػٍى اٌثؼذ ً٘z لاػذج عّثغْٛ ػٍى اٌثؼذ ٚy  لاػذج ٚ

, ٚاْ xشثٗ إٌّحشف ػٍى اٌثؼذ MSTE h ٍُعٍغٍح حذٚد اٌرصحٍح اٌّّىٓ إظافرٙا إٌى ل ً٘ MST hٚ ,ْإ 
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1 2

1 2

, ,
b a d c g e

h h h
n n n

  
   1. )ٚعٕؤخز 2h h h  ّْ ( ، ٚتفشض أ

0 0 0[a,b]×[c,d]×[e,g] [ , ] [ , ] [ , ]n n nx x y y z z  ،  ْٛ0فٍىix x ih ,

0iy y ih ,0iz z ih . شثٗ إٌّحشفإر أْ صٍغح اٌخطؤ ٌٍرىاِلاخ الأحادٌح راخ اٌّىاِلاخ اٌّغرّشج  تاعرخذاَ لاػذج 

: ً٘- 
2 4 6

(3) (3) (5) (5)

0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ... ...(2)
12 720 30240

T n n n

h h h
E h f f f f f f          

  -رخذاَ لاػذج عّثغْٛ ً٘:ٚػٕذ اع

4 (3) (3) 6 (5) (5)

0 0

1 1
( ) ( ) ( ) ... ...(3)

180 1512
S n nE h h f f h f f       

 -اٌٛعطى فًٙ: لاػذجاِا ػٕذ اعرخذاَ إٌمطح 

2 4 (3) (3) 6 (5) (5)

0 0 0

1 7 31
( ) ( ) ( ) ( ) ... ...(4)

6 360 15120
M n n nE h h f f h f f h f f         

)، حٍس  [2]فٛوظ  )i if f x  ،ًٚتاعرخذاَ ٔظشٌح اٌمٍّح اٌّرٛعطح فً اٌرفاظMean-value theorem for derivatives 

 ٔحصً ػٍى :( (4ٚ (  3(، )2ٌٍصٍغ)

     
     2 40 02 4

1 2( ) ... ...(5)
12 720

n n

T

x x x x
E h h f h f 

  
  

     
     4 60 04 6

1 2( ) ... ...(6)
180 1512

n n

S

x x x x
E h h f h f 

  
  

     
     2 40 02 4

1 2

7
( ) ...   ...(7)

6 360

n n

M

x x x x
E h h f h f 

 
    

[، حٍس 8] فشأىآٌشص 01,2,3,... , , , ,i i i ni x x    . 

فثإٌغثح ٌٍرىاًِ الأحادي , ,

b

a

f x y z dx  ػٍى اٌثؼذ  عّثغٌّْٛىٓ حغاتٗ ػذدٌا  تماػذجx فً اٌفرشج[ , ]a bاٌرؼاًِ ِغ( ٚy

ٚz: ًوصاترٍٓ( واَذ- 

2 2
1

2 1 2

1 1

4 6
4 61 2

4 6

( , , )

[ ( , , ) ( , , ) 4 ( , , ) 2 ( , , )]
3

( , , ) ( , , )( ) ( )
[ ...] ...(8)

180 1512

n n

b

a

i i

i i

S f x y z dx

h
f a y z f b y z f x y z f x y z

f y z f y zb a b a
h h

x x

 





 



   

  
  

  



   

 

...,1,2حٍس  , ( , )ll a b  .ّػٍى اٌثؼذ الاٚعػ )8غشفً اٌّؼادٌح ) حىاٍِٚتy   فً اٌفرشج[ , ]c d  ٗتاعرخذاَ لاػذج  شث

 -إٌّحشف ٔحصً ػٍى:

 
2 1

1

1) ( , , ) ( , , ) ( , , ) 2 ( , , )
3 6

d n

j

jc

h h
f b y z dy f a c z f a d z f a y z





 
   

 
 

2 4
2 41 2

2 4

( , , ) ( , , )( ) ( )
... ...(9)

3 12 720

f b z f b zh d c d c
h h

y y

    
   

   
 

)حٍس  , )l c d ,1, 2,...l . 

2 1

1

2) ( , , ) ( , , ) ( , , ) 2 ( , , )
3 6

d n

j

jc

h h
f b y z dy f b c z f b d z f b y z
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2 4
22 41

2 4

( , , )( ) ( ) ( , , )
... ...(10)

3 12 720

f b zh d c d c f b z
h h

y y

    
   

   
   

)حٍس  , )l c d ,1, 2,...l  . 

2 12 2

2 1 2 1 2 1 2 1

1 1 1

4 2
3) ( , , )  [ ( , , ) ( , , ) 2 ( , , )]

3 3

n n
d n

i i i i j

i i jc

h h
f x y z dy f x c z f x d z f x y z



   

  

    

2 42
2 42 1 1 2 1 2

2 4
1

( , , ) ( , , )4 ( ) ( )
... ...(11)

3 12 720

n

i i i i

i

f x z f x zh d c d c
h h

y y

  



   
   

   
  

)حٍس  , )il c d , 2
1,2,... , 1,2,..., nl i . 

1 1
2 12 2

2 2 2 2

1 1 1

4
4) ( , , )  [ ( , , ) ( , , ) 2 ( , , )]

3 3

n n
d n

i i i i j

i i jc

h h
f x y z dy f x c z f x d z f x y z

 


  

      

1
2 42

2 42 1 2 2

2 4
1

( , , ) ( , , )2 ( ) ( )
... ...(12)

3 12 720

n

i i i i

i

f x z f x zh d c d c
h h

y y

 




   
   

   
  

 

)حٍس  , )il c d , 2
. 1,2,... , 1,2,..., nl i 

 

 

فً اٌفرشجyػٍى اٌثؼذ الاٚعػ (12)حذٚد اٌرصحٍح اٌٛاسدج فً فً ِىاٍِح  [4]ِثشٕ٘ح )اٌمٍّح اٌّرٛعطح ٌٍرىاًِ( ٚتاعرخذاَ

[ , ]c d:فٕحصً ػٍى-  
 

4 64 6

1 2

4 6

4 64 6

1 1 2 2

4 6

( , , ) ( , , )
( ) [ ...]

180 1512

( , , ) ( , , )
( )( )[ ...] ...(13)

180 1512

d

c

f y z f y zh h
b a dy

x x

f z f zh h
b a d c

x x

 

   

 
  

  

 
    

  


  

 

)حٍس  , )l c d ,1, 2,...l ٚ,ِٓ ( 9اٌّؼادلاخ, )ػٍى:ٔحصً  (13)(,(12(,11(( ,(10- 
 

2

1
1 2 2

2 1 2

1 1 1

2

2 1 2 1 2 2

1 1

[ ( , , ) ] [ ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )
6

2 ( ( , , ) ( , , ) 4 ( , , ) 2 ( , , ))

4 ( ( , , ) ( , , )) 2 ( ( , , ) ( , , ))]

d b

c a

n n

n

j j i j i j

j i i

n n

i i i i

i i

h
TS f x y z dx dy f a c z f a d z f b c z f b d z

f a y z f b y z f x y z f x y z

f x c z f x d z f x c z f x d z






  

 

 

    

   

   

 

  


1

2



2 4

2 41 2

2 4

( , , ) ( , , )( ) ( )
...

3 12 720

f a z f a zh d c d c
h h

y y

    
   

   
2 4

2 41 2

2 4

( , , ) ( , , )( ) ( )
...

3 12 720

f a z f a zh d c d c
h h

y y

    
   

   

2 2 4
2 42 1 1 2 1 2

2 4
1

( , , ) ( , , )4 ( ) ( )
...

3 12 720

n

i i i i

i

f x z f x zh d c d c
h h

y y
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2
1 2 4

2 42 1 2 2

2 4
1

( , , ) ( , , )2 ( ) ( )
...

3 12 720

n

i i i i

i

f x z f x zh d c d c
h h

y y

 




   
   

   


4 64 6

1 1 2 2

4 6

( , , ) ( , , )
( )( )[ ...]...(14)

180 1512

f z f zh h
b a d c

x x

    
    

  
 

 

اٌٛاسدج تطشٌمح إٌمطح اٌٛعطىٛاعرخذاَ ِثشٕ٘ح اٌمٍّح اٌّرٛعطح ٌٍرىاًِ فً ِىاٍِح حذٚد اٌرصحٍح  (14)ٚتّىاٍِح غشفً اٌّؼادٌح 

]فً اٌفرشج zػٍى اٌثؼذ اٌخاسظً(14)فً  , ]e g:ٔحصً ػٍى- 

3 1

2 2 2 2

1

( , , )

[ ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )
6

g d b

e c a

n

h h h h
r r r r

r

MTS f x y z dxdydz

h
f a c z f a d z f b c z f b d z







       

  



2

2 2

1

2 12 2 2

1 1

1

2 2 1 2 12 2 2
1 1

2 ( ( , , ) ( , , ) 4 ( , , )

2 ( , , )) 4 ( ( , , ) ( , , ))

n

n n

n

h h h
j r j r i j r

j i

h h h
i j r i r i r

i i

f a y z f b y z f x y z

f x y z f x c z f x d z





 



 

 

     

     

 

 

 

2
1

2 22 2
1

2 ( ( , , ) ( ( , , ))]

n

h h
i r i r

i

f x c z f x d z





    

2

2 42 4

1 1 2 2

2 4

2 42 4

1 1 2 2

2 4

2 42 4

2 1 1 1 2 1 2 2

2 4
1

( , , ) ( , , )
( )( )[ ...]

3 12 720

( , , ) ( , , )
( )( )[ ...]

3 12 720

( , , ) ( , , )4
( )( ) [ ...]

3 12 720

n

i i i i i i

i

f a f ah h h
d c g e

y y

f b f bh h h
d c g e

y y

f x f xh h h
d c g e

y y

   

   

    



 
    

  

 
    

  

 
    

  





2
1 2 42 4

2 1 1 2 2 2

2 4
1

( , , ) ( , , )2
( )( ) [ ...]

3 12 720

n

i i i i i i

i

f x f xh h h
d c g e

y y

   




 
   

  


4 64 6

1 1 1 2 2 2

4 6

2 42 2 4

1 2

2 4

2 42 2 4

1 2

2 4

22 2

1

2

( , , ) ( , , )
( )( )( )[ ...]

180 1512

( , , ) ( , , )7
( )[ ...]

2 6 360

( , , ) ( , , )7
( )[ ...]

2 6 360

( , , )
( )[

6 6

f fh h
b a d c g e

x x

f a c f a ch h h
g e

z z

f a d f a dh h h
g e

z z

f b ch h
g e

z

     

 

 



 
     

  

 
   

 

 
   

 


 



44

2

4

( , , )7
...]

360

f b ch
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2 42 4

2 1 2

2 4

( , , ) ( , , )7
( )[ ...]

6 360

f b d f b dh h
h g e
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2 42 41
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...,1,2حٍس , , , , , , , , , , , , , , , , , ( , )l l l l ijl l l il il jl jl jl ijl tl il ijl ill e g                 

2
1,2,..., , 1,2,..., 1ni j n   ٚتّا اْ اٌّشرماخ اٌعضئٍح ٌٍذاٌح ,( , , )f x y z  تإٌغثح ٌٍّرغٍشاخ, ,x y z  ًِغرّشج ف

 -ِٕطمح ذىاٍِٙا فٕحصً ػٍى:



3 1

0

1 2

2 1

1 1

1
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2 2 1
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( , , )

[ ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )
6 2 2 2 2

2 ( , , ) ( , , ) 4 ( , , )
2 2 2

2 ( ( , , )) 4 ( ( , , ) (
2 2
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n
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i
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...
MTS MTSMTSA B C    

 

,حٍس , ,...
MTS MTSMTSA B C شٛاتد ذؼرّذ ػٍى اٌّشرماخ اٌعضئٍح ٌٍذاٌح( , , )f x y z ٚلاذؼرّذ ػٍى لٍّحh. .ْٚتٙزا ذُ اٌثش٘ا 
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 الأمثلت3.

 
2 2 2

1 1 1

ln 1I x y z dxdydz      ( .ِمشتح إٌى أستغ ػششج ِشذثح ػششٌح) 1.49780228857537إر إْ لٍّرٗ اٌرحٍٍٍٍح 

 
3 2 1

2 1 0

2
x y z

I xe dxdydz
  

    ً٘ ( .ِمشتحإٌى خّظ ػششجِشذثح ػششٌح)0.005256743455022إر إْ لٍّرٗ اٌرحٍٍٍٍح 

3-

2 2 2

1 1 1

1
I dxdydz

x y z


 
   ً٘ 0.473640085114802اٌزي لٍّرٗ اٌرحٍٍٍٍح   

 .ِشذثح ػششٌح( جػشش خّظاٌى )ِمشتح  

 

فً ظٍّغ اٌرىاِلاخ أػلاٖ اٌّىاًِ ِؼشف ػٕذ وً ٔمطح ِٓ ٔماغ ِٕطمح اٌرىاًِ اٌخاصح  تٙا ٌزٌه ػٕذ اعرخذاَ  -: 1مـلاحـظـت 

 -:( ٌرحغٍٓ ٔرائط اٌرىاًِ ٔغرخذَ حذٚد اٌرصحٍح الاذٍحMTSاٌماػذج )
2 4 6

MTS MTS MTS MTSE A h B h C h    

 

فً ظٍّغ  الاِصٍح ٚظؼٕا اعفً وً ظذٚي اٌمٍّح اٌرحٍٍٍٍح )اٌذلٍمح( ٌٍرىاٍٍِغٌٙٛحاٌّماسٔح  تٍٕٙا ٚتٍٓ اٌمٍّح اٌرمشٌثٍح  -: 2مـلاحـظـت 

 .RMTSاٌرً حصٍٕا ػٍٍٙا تاٌطشٌمح

 

( فً وراتح اٌثشٔاِط اٌخاص تحغاب لٍُ اٌرىاِلاخ  Matlab Languageػٍّٕا ٘زا اعرؼٍّٕا ٌغح اٌّاذلاب ) فً -: 3مـلاحـظـت 

 .RMTSتاٌطشٌمحاٌصلاشٍح 

 غشٌمح ذؼعًٍ سٚ ِثشن. MTS( ِغرخذٍِٓ ِغ اٌماػذج(1دٚٔا إٌرائط تإٌغثح ٌٍرىاًِ الاٚي فً اٌعذٚي 
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n  MTS  k=2 k=4 k=6 k=8 

2 1.49726583089537     

4 1.49766852902032 1.49780276172864    

8 1.49776887170728 1.49780231926959 1.49780228977232   

16 1.49779393581076 1.49780229051192 1.49780228859475 1.49780228857606  

32 1.49780020047518 1.49780228869665 1.49780228857563 1.49780228857533 1.49780228857533 

RMTS حتاٌطشمٌ  
2 2 2

1 1 1

ln( )I x y z dxdydz     (1-3) ٌثٍٓ حغاب اٌمٍّح اٌرمشٌثٍح ٌٍرىاًِ اٌعذٚي   
1.49780228857537 

 

1( أٗ ػٕذِا (1ٔغرٕرط ِٓ اٌعذٚي  2 32n n n  اْ لٍّح اٌرىاًِ تاعرخذاَ اٌماػذجMTS  ذىْٛ صحٍحح ٌخّظ ِشاذة ػششٌح ٚػٕذ اعرؼّاي غشٌمح ذؼعًٍ سٚ ِثشن ِغ اٌماػذج

1ػٍى لٍّح صحٍحح ٌخّظ ِشاذة ػششٌح ػٕذِا  [9]أٌعا حصٍد ِٛعى  .(فرشج ظضئٍح152) اٌّزوٛسج حصٍٕا ػٍى لٍّح صحٍحح  ٌصلاز ػششج ِشذثح ػششٌحٚتـ 2 32n n n    َتاعرخذا

 ، ٚتؼذ اعرؼّاٌٙا ٌطشٌمح ذؼعًٍ سٚ ِثشن حصٍد ػٍى لٍّح صحٍحح ٌصلاز ػششج ِشذثح ػششٌح .MSSاٌماػذج 

 .غشٌمح ذؼعًٍ سٚ ِثشن MTSِغرخذٍِٓ ِغ اٌماػذج( دٚٔا إٌرائط تإٌغثح ٌٍرىاًِ اٌصأً (2فً اٌعذٚي 
 

n  MTS  k=2 k=4 k=6 k=8 

2 0.005295224139490     

4 0.005269389441373 0.005260777875335    

8 0.005260100180212 0.005257003759824 0.005256752152124   

16 0.005257594936088 0.005256759854714 0.005256743594373 0.005256743458536  

32 0.005256957095565 0.005256744482057 0.005256743457213 0.005256743455036 0.005256743455022 

RMTS تاطٌشمٌح

3 2 1

( )

2 1 0

x y zI xe dxdydz      (2) ٌثٍٓ حغاب اٌمٍّح اٌرمشٌثٍح ٌٍرىاًِ اٌعذٚي   
0.005256743455022 

 

1( أٗ ػٕذِا 2) اٌعذٚئغرٕرط ِٓ  2 32n n n    ًِاْ لٍّح اٌرىا
3 2 1

( )

2 1 0

x y zI xe dxdydz      اٌماػذج  تاعرخذاَ ذىْٛ صحٍحح ٌغد ِشاذة ػششٌحMTS  ٚػٕذ اعرؼّاي غشٌمح

) لٍّح ِطاتمح ٌٍمٍّح اٌرحٍٍٍٍح ِمشتح ٌخّظ ػششج ِشذثح ػششٌحٚتـ حصٍٕا ػٍىِغ اٌماػذج اٌّزوٛسج  ِٚثشسنذؼعًٍ 
لٍّح صحٍحح ٌخّظ ِشاذة ػششٌح [7]تٍّٕا حصٍد ػىاس .فرشج ظضئٍح(152

1ػٕذِا  2 16n n n  َاٌماػذج تاعرخذاMMM  ًٍِغ اٌماػذجاٌّزوٛسج حصٍد ػٍى لٍّح صحٍحح ٌصلاز ػششج ِشذثح ػششٌحٚتـ ِثشنسٚ ٚػٕذ اعرؼّاٌٙا ٌطشٌمح ذؼع (
فرشج ظضئٍح( ،ٚلذ 122

1ػٍى لٍّح صحٍحح ٌغد ِشاذة ػششٌح ػٕذِا  [9] حصٍد ِٛعى  2 32n n n  َاٌماػذج تاعرخذاMSS ًٍِغ اٌماػذج اٌّزوٛسج حصٍد ػٍى لٍّح  سٚ ِثشنٚػٕذ اعرؼّاٌٙا ٌطشٌمح ذؼع
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) صحٍحح ٌصلاز ػششج ِشذثح ػششٌحٚتـ
ػٍى  [ 9]ِٚٛعى  [ 7]اٌٍرٍٓ ذٛصٍرا إٌٍّٙا وً ِٓ ػىاس RMSS،RMMMػٍى اٌطشٌمرٍٓ RMTSفرشج ظضئٍح(. ِّا ٌذي ػٍى أفعٍٍح اٌطشٌمح152

 اٌرٛاًٌ.

 

 غشٌمح ذؼعًٍ سٚ ِثشن. MTSّغرخذٍِٓ ِغ اٌماػذجاٌص(  دٚٔا إٌرائط تإٌغثح ٌٍرىاًِ اٌص3(فً اٌعذٚي 
 

n  MTS  k=2 k=4 k=6 k=8 

2 0.473833488106753     

4 0.473688249415375 0.473639836518248    

8 0.473652113979703 0.473640068834479 0.473640084322228   

16 0.473643091558821 0.473640084085193 0.473640085101907 0.473640085114283  

32 0.473640836677383 0.473640085050237 0.473640085114573 0.473640085114774 0.473640085114776 

RMTS تاطٌشمٌح

2 2 2

1 1 1

1
I dxdydz

x y z


 
   (3) ٌثٍٓ حغاب اٌمٍّح اٌرمشٌثٍح ٌٍرىاًِ اٌعذٚي   

0.473640085114802 

 

1( أٗ ػٕذِا 3ٌرعح ِٓ اٌعذٚي ) 2 32n n n   ًِأْ اٌمٍّح اٌرمشٌثٍح ٌٍرىا

2 2 2

1 1 1

1
I dxdydz

x y z


 
   تماػذجMTS ذىْٛ صحٍحح  ٌغد ِشاذة ػششٌح ٚػٕذ اعرؼّاي غشٌمح

 .(فرشج ظضئٍح152) لٍّح صحٍحح  ٌصلاز ػششج ِشذثح ػششٌح ٚتـ ىحصٍٕا ػٍِغ اٌمٛاػذ اٌّزوٛسج  نسٚ ِثشذؼعًٍ 
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 -.المناقشت والاستنتاج :5
 

ٌرعح ِٓ خلاي ٔرائط ظذاٚي ٘زا اٌثحس أٗ ػٕذ حغاب اٌمٍُ اٌرمشٌثٍحٌٍرىاِلاخ اٌصلاشٍح راخ اٌّىاِلاخ اٌّغرّشج تاٌماػذج 

ػٕذِا ذىْٛ ػذد اٌفرشاخ xٚعّثغْٛ ػٍى اٌثؼذ yٚشثٗ إٌّحشف ػٍى اٌثؼذ zاٌّشوثح ِٓ اٌمٛاػذ إٌمطح اٌٛعطى ػٍى اٌثؼذ

ػٍى اٌثؼذ  اٌعضئٍح اٌرً ذعضأ إٌٍٙا فرشج اٌرىاًِ ػٍى اٌثؼذ اٌذاخٍٍّغاٌٚحٌؼذد اٌفرشاخ اٌعضئٍح اٌرً ذعضأ إٌٍٙا فرشج اٌرىاًِ

  ذؼطً لٍّا  صحٍحح( MTSلاػذج )الأٚعطِٛغاٌٚحٌؼذد اٌفرشاخ اٌعضئٍح اٌرً ذعضأ اٌٍٙا فرشج اٌرىاًِ ػٍى اٌثؼذ اٌخاسظٍإْ 

ِثشن  ِماسٔح ِغ اٌمٍُ اٌحمٍمٍح ٌٍرىاِلاخ ٚتاعرؼّاي ػذد ِٓ اٌفرشاخ اٌعضئٍح ِٓ دْٚ اعرؼّاي ذؼعًٍ سٚ( ٌؼذج ِشاذة ػششٌح)

              ٚػٍى عد ِشاذة فً اٌّصآٌٍ اٌصأً ٚاٌصاٌساٌّصاي الاٚي  ػششٌح فً،فمذحصٍٕا ػٍى لٍّح صحٍحح ٌخّظ ِشذة ػٍٍٙا

إلا إٔٗ ػٕذ اعرؼّاي غشٌمح ذؼعًٍ سٚ ِثشن ِغ اٌماػذجاٌّزوٛسج أػطد ٔرائط أفعً ِٓ حٍس عشػح .(فرشج ظضئٍح152) تـ

1تؼذد لًٍٍ ِٓ اٌفرشاخ اٌعضئٍح ٔغثٍا ففً اٌرىاًِ الاٚي ٚاٌصاٌس ػٕذِا  إٌى لٍُ اٌرىاِلاخ اٌحمٍمٍحالالرشات 2 32n n n    وأد

إٌرٍعح صحٍحح ٌصلاز ػششج ِشذثح ػششٌح ٚفً اٌرىاًِ اٌصأً حصٍٕا ػٍى لٍّح ِطاتمح ٌٍمٍّح 

1ػٕذِا  (ِمشتحٌخّغؼششجِشذثحػششٌح)اٌرحٍٍٍٍح 2 32n n n   ِّا ٌذي ػٍى إْ اٌطشٌمح،RMTSٍٓأفعً ِٓ اٌطشٌمر

RMMMRMSS،  ػٍى اٌرٛاًٌ .ٚتزٌه ٌّىٓ الاػرّاد ػٍىٙزٖ غشٌمحفً  [ 9]ِٚٛعى  [ 7]اٌٍرٍٓ ذٛصٍرا إٌٍّٙا وً ِٓ ػىاس

 حغاب اٌرىاِلاخ اٌصلاشٍحراخ اٌّىاِلاخ اٌّغرّشج.
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