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solving some kinds of  linear partical differential equations of 

second  order with variable coefficients which have three 

independent variables 
 

من الرتبت الثانيت راث المؼاملاث  المؼادلاث التفاضليت الجزئيت الخطيت  أنواعحل بؼض 

 المتغيرة والمتضمنت ثلاث متغيراث مستقلت
 

 ْذٖ َعٛى ْهٛة انجثاس٘                        عهٙ حسٍ محمدأ.

 قسى انشٚاظٛاخ  –كهٛح انرشتٛح نهثُاخ  -جايعح انكٕفح 
 

 

 المستخلص
انثحس ْٕ إٚجاد حم تعط إَٔاع انًعادلاخ انرفاظهٛح انجضئٛح انخطٛح يٍ انشذثح انصاَٛح راخ انٓذف انشئٛسٙ يٍ ْزا 

 انًعايلاخ انًرغٛشج ٔانًرعًُح شلاز يرغٛشاخ يسرقهح ٔانرٙ صٛغرٓا انعايح ْٙ :
( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) 0

x x y y t t x y x t

y t x y t

x y t Z B x y t Z C x y t Z D x y t Z E x y t Z

F x y t Z G x y t Z H x y t Z I x y t Z J Z

     

    
 

 زِ انفشظٛاخ ْٙ :ْٔزِ انًعادنح سٕف ذحم تاسرخذاو عذج فشظٛاخ اعرًادا عهٗ صٛغح انًعادنح ْٔ
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( ) ( ) ; 0

(1) ( , ) e

u x
 d x   v y  d y w t d t x

xZ x , y t
    
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u x  d x  d y  w t d t y
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Z x y t
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(3) ( , , )

w t
u x d x v y d y d t t

tZ x y t e
    
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(4) ( , , )

u x v y
d x d y w t d t x y

yxZ x y t e
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(5) ( , , ) ; , 0

w tu x
d x v y d y d t

x tZ x y t e x t
   
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( )( )
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(6) ( , , ) ; , 0

w tv y
u x d x d y d t

y tZ x y t e y t
   

  
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w tu x v y
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Abstract 
The main aim of this search is to solve some kinds of  linear partical differential equations of 

second order with variable cofficients which have three independent variables (x,y,t) its general 

form  : 

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) 0

x x y y t t x y x t

y t x y t

x y t Z B x y t Z C x y t Z D x y t Z E x y t Z

F x y t Z G x y t Z H x y t Z I x y t Z J Z

     

    
 

This equation will solve by using the following assumptions :  
( )
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  المقذمت :  1-1
 

ٔا غشائق حذٚصح نحم انًشكلاخ ذتانًعادلاخ انرفاظهٛح ٔحأنٕا ٔياصانٕا اٌ ٚجُْانك انعذٚذ يٍ انعهًاء انزٍٚ دسسٕا ٔاْرًٕا 

فٙ كصٛش يٍ حقٕل انعهى كانفٛضٚاء اًْٛح ٔدٔس كثٛش ٔانرخهص يٍ انصعٕتاخ انرٙ ذٕاجٓٓى فٙ حم ْزِ انًعادلاخ نًا نٓا يٍ 

 ٔغٛشْا يٍ انعهٕو الاخشٖ . ٔانُٓذسح ٔانكًٛٛاء

 :انًعادلاخ انرفاظهٛح انخطٛح راخ انشذثح انصاَٛح ٔانرٙ صٛغرٓا انعايح  َاقشد  , 2006 [1] خعٛش حٛس اٌ
0 )( )(  yxQyxPy 

اسرعًهد انفشظٛح ٔ
dxxZ

xy
 )(

e )(  ٍٛلاٚجاد انحم انعاو نٓا ْٔزا انحم ٚعرًذ عهٗ صٛغرٙ انذانرP(x),Q(x)   إر.

    x .   ٔانًسرقم  Zاٌ انفشظٛح ْزِ ذحٕل انًعادنح انٗ يعادنح اعرٛادٚح يٍ انشذثح الأنٗ تانًرغٛش انًعرًذ 

انًعادلاخ انرفاظهٛح انجضئٛح انخطٛح راخ انشذثح انصاَٛح ٔانًعايلاخ انصاترح َاقشد فقذ  2006 , [2انثاحصح عثذ انسادج ]ايا 

 ٔانرٙ صٛغرٓا انعايح
0 FZEZDZCZBZAZ yxyyxyxx                              

 . شٕاتد اخرٛاسٚح  A,…,Fإر اٌ 

ٔاسرخذيد انفشظٛح  
dyyv dx xu

yxZ
 )( )(

e  ),( لاٚجاد انحم انراو نٓا , ْٔزا انحم ٚعرًذ عهٗ قٛى انصٕاتد  A , 

B , C , D , E , F ,انفشظٛح ْزِ ذحٕل انًعادنح انٗ يعادنح اعرٛادٚح يٍ انشذثح الأنٗ تانذانرٍٛ  اٌ حٛسu ( x ) , v ( y )  ٔغانثا

 . ذكٌٕ قاتهح نهفصم يا

ذحرٕ٘ عهٗ شلاز يرغٛشاخ  انرٙ دسسد انًعادلاخ انرفاظهٛح انجضئٛح انخطٛح راخ انشذثح انصاَٛح  2008 [ ,3] انثاحصح ْاَٙٔ

  . انعايحٔانرٙ صٛغرٓا يسرقهح 
0JZIZHZGZ FZEZDZ CZBZAZ tyxttytyyxtxyxx  

 شٕاتد اخرٛاسٚح.  A , ... , Jار اٌ      

 ٔاسرعًهد انفشظٛح

  


dttwdyyvdxxu
etyxZ

)()()(
),,( 

. إر اٌ انفشظٛح ذحٕل انًعادنح انٗ يعادنح اعرٛادٚح يٍ انشذثح  A ,..., J, ْٔزا انحم ٚعرًذ عهٗ قٛى انصٕاتد  لاٚجاد انحم انراو نٓا

  . u ( x ) , v ( y ) , w ( t )الأنٗ تانذٔال 

انًعادلاخ انرفاظهٛح انجضئٛح انخطٛح يٍ انشذثح انصاَٛح راخ انًعايلاخ انًرغٛشج  حساذست  2009 [ ,4] انثاحصح حٌُٕقايد كزنك 

 . ٔانرٙ صٛغرٓا انعايح
0. y)ZF(x, y)ZE(x, y)ZD(x, y)ZC(x, y)ZB(x, y)ZA(x, yxyyxyxx  

 .يعا  x , yأ  yأٔ   x دٔال نـ A( x , y ) , B( x , y ) , C( x , y ) , D( x , y ), E( x , y ), F( x , y )حٛس

 :  ٔاسرعًهد انفشظٛاخ

 dy y
yv  dx x

xu

x,yZ

  dy
y

yv
 dxxu

x,y   ,   Z
 dyyv  dx x

xu
x,yZ




 
 



)()(

e)(                           

                      

     ,  

)(
  )(

e)(
)()(

e)( 

 : لاٚجاد انحم انراو نهًعادنح اعلاِ ْٔزا انحم ٚعرًذ عهٗ صٛغ انذٔال

A ( x , y ) , B ( x , y ) , C ( x , y ) , D ( x , y ) , E ( x , y ) , F ( x , y ) 
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َاقشد انًعادلاخ انرفاظهٛح انجضئٛح انلاخطٛح يٍ انشذثح انصاَٛح راخ انذسجح انصاَٛح انًرجاَسح فقذ  2010,  [5انثاحصح يحسٍ ] ٔايا

 . ٔانرٙ صٛغرٓا انعايح

   

   

   

A , , , , , , , B , , , , , , ,

C , , , , , , , D , , , , , , ,

E , , , , , , , F , , , , , , , 0

x y Z Z Z Z Z Z Z x y Z Z Z Z Z Z Zx y xx xy yy xx x y xx xy yy xy

x y Z Z Z Z Z Z Z x y Z Z Z Z Z Z Zx y xx xy yy yy x y xx xy yy x

x y Z Z Z Z Z Z Z x y Z Z Z Z Z Z Zx y xx xy yy y x y xx xy yy

 

 

 

 , A حٛس 

B , … , F   دٔال خطٛح نهًرغٛش انًعرًذZ  ٍٛٔاشرقاقاذّ انجضئٛح  تانُسثح نهًرغٛشٍٚ انًسرقه x , y. 

 ٔاسرعًهد انفشظٛاخ: 

 e dyyvdxxuyxZ   )()(),(     , e
dyyvdx

x
xu

yxZ  
)(

)(
),(    ,  

e
dy

y
yv

dxxu
yxZ  

)(
)(

),(     ,     
( ) ( )

( , )
u x v ydx dyx yZ x y e

   

. لاٚجاد انحم انراو لإَاع انًعادلاخ اعلاِ  

,  انحم انراو نثعط اصُاف انًعادلاخ انرفاظهٛح انجضئٛح انخطٛح يٍ انشذثح انصانصح عًم عهٗ اٚجاد 2011,  [6ٔاٌ انثاحس كراب ]

  : ٔانرٙ صٛغرٓا
0 JZIZHZGZFZEZDZCZBZAZ yxxyyyxxxyyxxyyyyxxx

 

 . شٕاتد اخرٛاسٚح A ,…, J إر  

eإر اٌ انفشظٛح  dyyvdxxuyxZ   حٕند انًعادنح اعلاِ انٗ يعادنح ذفاظهٛح اعرٛادٚح لاخطٛح يٍ انشذثح  ),()()(

  : ٔصٛغرٓا انعايحu ( x ) , v ( y )  انصاَٛح تانذانرٍٛ انًسرقهٍٛ 

0)()()()())(
2

)(())(
2

)(())(
2

)()()(())(
2

)()()((

))(
3

)()(3)(())(
3

)()(3)((







JyIvxHuyvxGuyvyvFxu

xuEyvxuyvxuDxuyvxuyvC

yvyvyvyvBxuxuxuxuA

 

 .A , … , J ٔانرٙ صُفٓا انٗ عذج اصُاف تالاعرًاد عهٗ قٛى انصٕاتد 

انحم انراو نثعط إَاع انًعادلاخ انرفاظهٛح انجضئٛح انلاخطٛح يٍ انشذثح انصاَٛح راخ   2012[ , 7حٕٚش ]َاقش انثاحس  كزنك

 :يعا ٔانرٙ صٛغرٓا انعايح   x , yانرٙ ٚظٓش فٛٓا انًرغٛشٍٚ انًسرقهٍٛ  انصانصح انذسجح انًرجاَسح
2 2

22

2 2 0

+  B ( x , y ,Z ,Z ,Z ,Z ,Z ,Z ) Z  +A ( x , y ,Z ,Z ,Z ,Z ,Z ,Z ) Zx y x x x y y y x y x x x y y y x yx x

 C ( x , y ,Z ,Z ,Z ,Z ,Z ,Z ) Z  + D ( x , y ,Z ,Z ,Z ,Z ,Z ,Z ) Z +
x y x x x y y y y y x y x x x y y y x

 E ( x , y ,Z ,Z ,Z ,Z ,Z ,Z ) Z  + F ( x , y ,Z ,Z ,Z ,Z ,Z , Z ) Z   =  
x y x x x y y y y x y x x x y y y

 

 . x , yٔيشرقاذّ انجضئٛح تانُسثح نهًرغٛشٍٚ انًسرقهٍٛ  Z دٔال خطٛح تانًرغٛشA , B , C , D , E , F  إر أٌ 

 انًرغٛشج ٔاَٛح راخ انًعايلاخ انًعادلاخ انرفاظهٛح انجضئٛح انخطٛح يٍ انشذثح انص إَٔاعانحم انراو نثعط  سُقٕو تاٚجاد ايا فٙ عًهُا

 ٔانرٙ صٛغرٓا انعايح ْٙ : شلاز يرغٛشاخ يسرقهح انًرعًُح

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) 0

x x y y t t x y x t

y t x y t

x y t Z B x y t Z C x y t Z D x y t Z E x y t Z

F x y t Z G x y t Z H x y t Z I x y t Z J Z

     

    
 

   ( x , y , t )دٔال نـ   A …. J ار اٌ 

 

)ٚعرًذ حم ْزا انًُػ يٍ انًعادلاخ عهٗ صٛغ انذٔال  ملاحظت : , , )I x y t,..., ( , , )x y t ٔتًا اٌ عذد ْزِ انًعادلاخ لا 

 -حصش نٓا نكصشذٓا سٕف َقرصش فٙ تحصُا عهٗ الاذٙ :
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 الحل التام لبؼض اصناف المؼادلاث التفاضليت الجزئيت الخطيت من الرتبت الثانيت راث المؼاملاث المتغيرة  1-2

 والمتضمنت ثلاث متغيراث مستقلت 
 : تانصٛغح ظاْشج فركٌٕ انًعادنح فقػ xرا كاَد أ:  أولا

2

1 1 0...(1)xx x yy tt yt y tx Z G xZ BZ CZ FZ HZ IZ JZ         

تفشض اٌ 
1 1,...., ,J G A شٕاتد 

 

 : انفشظٛح الأنٗ سرخذوَنحهٓا 
( )

( ) ( ) ; 0
( , , ) e

u x
 dx   v y  dy w t dt xxZ x y t

     

 :  عهٗ يٍ انفشظٛح اعلاِ َحصمٔ
( )

( ) ( )

( )2
( ) ( )

2

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )2

( )
( ) ( )

2

( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( )

( ( ) ( ))

( )

( (

u x
dx v y dy w t dt

x
x

u x
dx v y dy w t dt

x
xx

u x
dx v y dy w t dt

x
y

u x
dx v y dy w t dt

x
yy

u x
dx v y dy w t dt

x
t

tt

u x
Z e

x

xu x u x u x
Z e

x

Z v y e

Z v y v y e

Z w t e

Z w t

 

 

 

 

 

  

     

  

   

  


( )

( ) ( )

( )
( ) ( )

) ( ))

( ) ( )

u x
dx v y dy w t dt

x

u x
dx v y dy w t dt

x
yt

w t e

Z v y w t e

 

 

  

  

 

) كم يٍ ٔترعٕٚط , , , , , , )x xx y yy t tt ytZ Z Z Z Z Z Z َحصم  (1) فٙ انًعادنح: 

2
2

1 12

2 2

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ( ) ( ) ) ( ( ) ( ) ) 0

( ( ) ( ) ) ( ) ( )

u x
d x v y d y w t d t

x

x u x u x u x u x
A x G x

x x

B v y v y C w t w t

F v y w t H v y I w t J

e
 

  
 

 
       

 
   

  

  : ٌٔتًا ا  

                                 

( )
( ) ( ) 0

u x
dx v y dy w t dtxe

    
 

 نزنك فأٌ :

 

 2

1 1

2 2

( ) ( ) ( ) ( )

( ( ) ( ) ) ( ( ) ( ) ) 0 ..... (2)

( ( ) ( ) ) ( ) ( )

A x u x u x u x G u x

B v y v y C w t w t

F v y w t H v y I w t J

     
 
     
 

   
 

                                  

                     

 : فررحٕل انًعادنح انٗ  w = 1  غٛش قاتهح نهفصم نزا َفشض اٌ :ٔانًعادنح الاخٛشج اعرٛادٚح 
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 

 

2

1

2

1

2

1 1 1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) 0

A x u x u x u x

G u x B v y v y

C F v y H v y I J  

   

  

    

 

 يسرقهرٍٛ :  u , vتًا اٌ انذانرٍٛ 

 

 

 

 

 

2

1 1

2 2

1 1

2

1 2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) .... (3)

( )

A x u x u x u x G u x

B v y v y C F v y

H v y I J

 

 

     
 
     
 
   
 

 

 قاتهح نهفصم ارٌ :( 3)ٔتًا اٌ انًعادنح 

 2 2

1 1 2( ) ( ) ( ) ( )A x u x u x u x G u x       

                
2

2 1 2
1

1 1

( ) ( ) ( 1) ( ) 0 ; 0
G

x u x u x u x A
A A


                  

                                  2

2 3( ) ( ) ( ) 0x u x u x A u x A         

2

1 2
2 3

1 1

; 1 ,
G

A A
A A

   
     
   

                                                                                                                         

2 2

2 2
3( ) ( ) 0

2 4

A A
x u x u x A

 
      

 
         

              

2
2

2 2 2 2
4 4 3( ) ( ) 0 ;

2 4

A A
x u x u x A A A

 
       

 
 

2

22
4( ) 0

2

Ad u
x u x A

d x

 
     

 
 

 انراٌ :حُْٔانك 
2

2
3 4( ) ( 0)

4

A
I IF A A  

        
2

22
4

0

( )
2

d u dx

xA
u x A

  
 

  
 

 

2

1

1

4 4

( )
1 2tanh

A
u x

Lnc Lnx
A A



 
 

   
 
  

 

                                                                      2
4 4 1( ) tanh ( )

2

A
u x A A Lnc x                                                                                   

                         
2

2
3 4( ) ( 0)

4

A
II IF A A  

2

2

0

( )
2

d u d x

xA
u x

  
 

 
 
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             2
2

1

( )
2

Lnx Lnc
A

u x


   



 

                                                                                            2

2

1
( )

2

A
u x

Lnc x
        

  -: كزنك فأٌ 2 2 2

1 1 1 2( ) ( ) ( ) ( )B v y v y C F v y H v y I J          

 

                                                                  2

2 3( ) ( ) ( ) 0v y v y B v y B             

                                    
2 2

1 1 1 2
2 3,

F H C I J
B B

B B

        
    
   

                      

                                          

2 2

2 2
3( ) ( ) 0

2 4

B B
v y v y B

 
      

 
      

                                     

 

2 2
2 22 2
4 4 3( ) ( ) 0 ; ( )

2 4

B B
v y v y B B B

 
       

 
  

         ُْٔانك حانراٌ :
2

2
3 4( ) ( 0)

4

B
I IF B B                               

                                                                                              

2

22
4

0

( )
2

dv
dy

B
v y B

  
 

  
 

 

 
 

  
     (

 ( )  
  
 

  
)  3c    

   ( )         (  3c     )  
  
 

 

2

2
3 4( ) ( 0)

4

B
II IF B B  

2

2

0

( )
2

d v
d y

B
v y

  
 

 
  

4
2

1

( )
2

c y
B

v y


  



 

                                                                               
2

4

1
( )

2

B
v y

y c
  


           

 : تانشكم انرانٙ ٚكٌٕنزنك فإٌ انحم انراو 

4 4 1 2
4 4 3 4 1

A t a n h ( )
t a n ( )

2
( , , )( ) = e

A L n c x A
d x B B c B y d y d t

x x
z x y tI


 

     
 
  

 

         
  
 

 
                   

  
 

 
 

Z (x,y,t)    
        (    1c    )  

  
 
            (  3c      *  

  
 
         

  



 3102/ ػلمي /  الرابغ الؼذد -الحادي ػشر المجلذ –الؼلميت  كربلاء جامؼت مجلت
 

411 

   
   
 
      

     (    1c  )

 
  
 

   (  3c      )     
                 

     
   
  

   
 
          (    1c  ) (      3c    4B        3c       )    

    
   
  

   
 
          (    1c  )( 1d    4B   2d    4B  )            

                           حٛس اٌ :

         3c                    3c            

                 
   
  

   
 
      (   

       
   )( 1d     4B        4B  ) 

4 4

1 1
1 2

2 2

A A

a and a
c c 

 

    (     )    
   
  

   
 
      (   

√  
 

 
         

 √
  
 

 
   )(     √    

  
 

 
       √    

  
 

 
 ) 

 

2 2
1 2 1 21 2 2

1
1 1 1 1 11

1 11 ( ) ( 1) ( 1)( 1)
4 42 2

1 2

2 2 2 2 2 2

1 1 2 1 1 1 2 1

1 2

( , , )

( ) ( )
cos sin

4 4

G GG F H
y t A A A AA BZ x y t x e a x a x

C I J F H C I J F H
d y d y

B B B B

 




       

          
 
  
 
 
 

        
   
 
 

 

 

  . شٕاتد اخرٛاسٚح    ,    ,   ,    ,    ,       , 1    ,2حٛس اٌ 

2 2
4 4 3 4 1

2

1
( t a n ( ) )

2 2
( ) ( , , )

A B
d x B B c B y d y d t

x L n c x x
II z x y t e


 

      
 
  

  

*         
  
 

 
             

  
 

 
 +                                                                                                                                                                                  
2 2

2 4 3 4 1( ) cos( )
2 2( , , )

A B
L n L n c x L n x L n B c B y y t g

Z x y t e
     

  

4 3 42
1 2

2

2

1 1

c o s ( )

2

( , , ) ;

A

g

B c B yB
y t L n c x

xz x y t k e k e




 

   

2 2
1

2 2
1 4 2 4 2( cos si n )( )

A B
y t

x e d B y d B y L n c x


 


 
 

 

1 1 4 3 2 1 4 3; cos sind k B c and d k B c   

      

2 2
1

2 2

2 22 2
1 3 2 3 2( , , ) ( cos sin ( )

4 4

A B
y t B B

Z x y t x e d B y d B y Lnc x


 


   
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1
1

1
1

2 2 2
11 2 1

1
( 1) 1( )2

2
2 2 2

11 2 1
2

( )
cos

4
( , , ) ( )

( )
sin

4

G F H
y tA B

C I J F H
d y

B B
Z x y t x e L n c x

C I J F H
d y

B B




   

   

   

    
  
 

  
    

 
 

 

 

 شٕاتد اخرٛاسٚح    ,    ,    ,    ,   1    ,2 : حٛس اٌ

 (III)  

4 4 1 2 2
1

4

tanh( ln ) 1

2 2( , , )

A A c x A B
dx dy dt

x x y cZ x y t e


 
    

 
 

  

      
  
 

 
             

  
 

 
                                                                                               

 

  (     )    
       (       )  

  
 
     4( )Ln y c  

  
 
                                                 

 

     
   
 
     

4( )y c
    (       )

 
  
 

                
  

  
   
  

   
 
     

4( )y c (   
      

   )                        

4 4

1 1
1 2 2 2

2 2

A Ac c
a k and a k



 
 

 

 

  
   
  

   
 
     

4( )y c (   
√  

 

 
        

 √
  
 

 
     ) 

 

  (     )   
   
 
 
 (
  
  
    )

 
 (
     
  

)      4( )y c
(   

√ 
 
(
  
   
    )  

  
 

  
  

    
 √
 

 
(
  
   
    )    

  
 

  
) 

  

 شٕاتد اخرٛاسٚح       ,              ,   1    ,2اٌ  حٛس 

2 2
1

2 4

1 1
( ) ( )

2 2
( ) ( , , )

A B
d x d y d t

x L n c x x y c
V Z x y t e

   



  

 

       
  
 

 
                  

  
 

 
        

22
2 4 1( ) ( )

2 2( , , )

BA
Ln Ln c x Ln x Ln y c y t g

z x y t e
     

                                                 

2
1

2
3

42
2 3

2

( , , )
( )

;
B

t y
g

A
Z x y t k

y c
e Ln c x k e

x

 






 

2 2
1

2 2
3 4 2( , , ) ( )

A B
t y

Z x y t k x e y c Lnc x





 
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 (     )

1 1
1

1

1 ( )( 1)
2 2

3 4 2( )

G F H
t y

A Bk x e y c Lnc x



  

   

 

شٕاتد اخرٛاسٚح                         حٛس اٌ   

  ظاْشج فركٌٕ انًعادنح :- t , y , xثانيا : ارا كاَد كم يٍ 
2 2 2

1 1 1 1 1

1 1 1 1

....(4)
0

x x y y t t x y x t

y t x y t

A x Z B y Z C t Z D x y Z E x t Z

F y t Z G x Z H y Z I t Z J Z

    
 
       

     

تفشض اٌ 
1 1,...., ,J B A شٕاتد 

 -ٓزِ انًعادنح :ن َسرخذو انفشظٛح اٜذٛح نهحصٕل عهٗ انحم انراو
 

( ) ( ) ( )

( , , )

U x V y W t
dx dy dt

x y tZ x y t e
   

  

                                    :     تعذ انحصٕل عهٗ
   

, , , , , , , ,yt xt xy t y xx x yy ttZ Z Z Z Z Z Z Z Z          

                                    

  -انًعادنح : ذصثحيٍ انصٛغ اعلاِ 

   

 

2 2

1 1
( ) ( ) ( )

2

1 1 1

1 1 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0....(5)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

U x V y W t
d x d y d t

x y t

A x u x u x u x B y v y v y v y

C t w t w t w t D u x v y E u x w t e

F v y w t G u x H v y I w t J

 

      
 

         
 
     
 

 

                       :ٔتًا اٌ 

( ) ( ) ( )

0

U x V y W t
d x d y d t

x y te
   

 

   

 

2 2

1 1

2

1 1 1

1 1 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0......(6)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

A x u x u x u x B y v y v y v y

C t w t w t w t D u x v y E u x w t

F v y w t G u x H v y I w t J

      
 
       
 
     
 

 

                            نزا َفشض اٌ : يسرقهح w , v , uٔاٌ انذٔال  قاتهح نهفصمانًعادنح الاخٛشج ذفاظهٛح اعرٛادٚح غٛش 

2 1,w u   

 2 2 2

1 1 1 1 1 2 2 1 1 1 1 2

1 2 1 1 1 1 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

( ) ( )

A B y v y v y v y C D v y E

F v y G H v y I J

      

  

         
  

     

 

 2

1 1 1 1 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )B y v y v y v y D v y F v y H v y      

2 2

1 1 1 1 2 2( ) ( )A C         1 1 2 1 1 1 2 0E G I J        

 َفشض اٌ :
2 2

1 1 1 1 2 2( ) ( )A C       2

1 1 2 1 1 1 2 3E G I J         

 2 2

1 1 1 1 2 1 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )B y v y v y v y D v y F v y H v y           

 
2

2 31 1 2 1 1

1 1

( ) ( ) 1 ( ) 0
D F H

y v y v y v y
B B

  
     

 
 
 

 

2

2 3( ) ( ) ( ) 0y v y v y A v y A      

 
2

31 1 2 1 1
2 3

1 1

1
D F H

A a n d A
B B

     
     
   

 ; 
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2 2

2 2
3( ) ( ) 0

2 4

A A
y v y v y A

 
      

 
 

2 2
2 22 2
4 4 3( ) ( ) 0 ;

2 4

A A
y v y v y A A A

 
       

 
 

 : ُْانك حانرأٌ
2

2
3 4( ) ( 0)

4

A
I IF A A        

 

2

22
4

0

( )
2

dv dy

yA
v y A

  
 

  
 

 

 

2

1

1

4 4

( )
1 2tanh

A
v y

Lnc Lny
A A





  

 
 
 
 
 

 

                    

2
4 4 1

2

2
3 4

2

2

2
2

2

2

( ) tanh( )
2

( ) ( 0)
4

0

( )
2

1

( )
2

1
( )

2

A
v y A A Lnc y

A
II IF A A

dv dy

yA
v y

Lny Lnc
A

v y

A
v y

Lnc y

 

 

  
 

 
 


   



  

              

 : تــ نزنك فأٌ انحم انراو ٚعطٗ

1 4 4 1 2 2tanh( )

2
( ) ( , , )

A A Lnc y A
dx dy dt

x y y t
I Z x y t e

  
   

 
  

  
2

2
3

4

A
IFA                        

2
1 4 1 2cosh( )

2( , , )
A

Lnx Ln A Lnc y Lny Lnt g

Z x y t e
    

                    

1 2

2

4 1

2

cosh ( )
; g

A

A Lnc y
k x t k e

y

                      

2

1 2 4 42
1 2( )

A

A Ay x t a y a y 


                    

4 4

1 1
1 2

2 2

A Ac c
a k a n d a k



                    
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2 2
2 22

3 3
1 2 4 42

1 2( , , )

A AA
A A

Z x y t y x t a y a y 


   
  
 
   

 

             

2

1 1 2 11 1 2 1 1

11 2 1

( )11
( 1)( 1)

42

1
( , , ) (

D F HD F H

BB
Z x y t x t y a y

  

 

  
 

 

2

1 1 2 1

1

( )1
( 1)

4

2
)

D F H

B
a y

  
 

    

 

                   شٕاتد اخرٛاسٚح           ,   1    ,2    حٛس اٌ

2

2
3( )

4

A
II IFA                        

1 2 2

2

1
( )

2( , , )

A
d x d y d t

x y L nc y y tZ x y t e

 
    

  

2
1 2 2( )

2

A
L n x L n L n c y L n y L n t d

e
    

  

2

1 2 2
1 2 1( ) ;

A

dk x t y L n c y k e 


   

1 1 2 1 1

1 2 1

( 1 )
2

1 2 2( , , ) ( ); 0

D F H

BZ x y t k x t y Ln c y c y

 

 

 
 

   

 شٕاتد اخراسٚح .  1  ,2   ,1k  ,2cحٛس اٌ 

 

Example: 
To solve the following  2

nd
  order  P. D. E. with non constant coefficients .            

                                                                                                                       

 
2 2 22 3 6 2 3 2 3 0xx yy tt xt yt x y xy tx Z y Z t Z xtZ ytZ xZ yZ xyZ tZ Z               

 حٛس اٌ :

  1 1 1 1 1 1 1 1 11, 1, 2, 2, 3, 6, 2, 3, 1, 3A B C D E F G H I J              

 : تًا أٌ

 

2
2

31 1 2 1 1

1 1

1
1

4

D F H

B B

   
  

 
 

 :( يٍ انُٕع انصاَٙ Iانصٛغح )نزا سٕف َسرخذو 

 فٛكٌٕ انحم انراو ْٕ :

  
2 2( 2 6 4 ) ( 2 6 4 )1 2 1 22 2

3 34 4
1 2 1 2(2 6 4 )

1 2( , , )Z x y t x t y a y a y

   
 

   

   
 

   
 
  
 
 
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