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 الفوضوية الثنائية الثنائية الانظمة الديناميكية -حول شبه
 خولة علي مصطفى

 ، كلية العلوم ، جامعة كركوك ، كركوك ، العراق قسم الرياضيات
 ( 1122/  5 /  22  تاريخ القبول: ---- 1122/  3/  6  تاريخ الاستلام:) 

 الملخص
ميي   طيي تل  يائ  الم الموسيي  ا ال  ييائ  ال ظييام الييي اميك -شيي  و  الم تطي  الفوضييوا ال  ييائ  ائ اليييي اميك  ال  ي ال ظييام-شي  في  ذيياا ال نيد  تيييم  عرييي  

 .ط ت مال  ائ    ظام اليي اميك -ش  من  ط تالم  الجزئ  ال  ائ اليي اميك  ال ظام -ش   العلاقة  ين ال ظامين وكيفية النصول على
 .، المجموعة اللام غيرةاليوال الفوضوية،اليوال الموسعة مية لشروط ا  يائية، اسية لا  و ، ال ظام اليي اميك ، النساسية المع: الدليلة الكلمات
 المقدمة 

 Henriنيييياول العييييالم الفر سيييي  ذ ييييرا  و كارييييية  2013فيييي  العييييام 

Poincare  اليي لاد وال يي  كا ييت ال ييواة لعلييم جييييي  الأجسييامنييل مسيي لة
خيم مفهييييوم اسيييي  2095  العييييام وفيييي. Chaos سييييمى اليييييوم  الفوضييييى 

و عيييذا قييام عييية York [2. ]و  Liرياضيييا ميين ق ييل العالمييان  الفوضييى
لييالك ال عيياري  الضييرورية  اعلميياب  ييال نود علييى ذيياا الموضييو  وقيييمو 

XX:fااا كا يييييت  مييييي لاا   و مسييييي مرة ياليييييةX  فيييييان فضييييياب م يييييرا
)X,f( ن ال تطييية يتيييال ا سيييمى شييي  د ظام يي ييياميك  مفيييرق وXx 

x)x(f نيييد  nااا كا ييت ذ يياك  nيورييية  يييور  
n  نيييدn  اصييغر

كييون   RXااا كا ييت           و  [2,6] عيييي ط يعيي   نتييق الييك
)x()f(1طارية ااا كا يت  nيورية  يورة ال تطة 

n   ويوريية  ييورةn 

)x()f(1 ااا كا يييت  جاا ييية
n   يوريييية  عيييي نيييين ااا ليييم  كييين يوريييية و

x(f(  نيد  Nnولكن كا ت ذ اك 
n  .[7,4] تطة يورية  

Xy,xال تط يييييييييييييين  يتيييييييييييييال ان    مفصيييييييييييييول ان ااا كا يييييييييييييت لكيييييييييييييل
Nn 0ذ يييييييياك   نيييييييييد ان ))y(f),x(f(d

nn  وانf 
Xy,xلكييييل  سييييمى يالييييية موسييييعة ااا كا يييييت    وyx   ذ ييييياك

0 وNn  نييييد ))y(f),x(f(d
nn  [10] أا ان ااا .

Xy,xكا ييت ذ يياك    وyx   مفصييول ان فييانf ياليية موسييعة 
ع ييييذا  سيييمى  يالييية موسييي  ومسييي مرة fو فضييياب م يييرا  Xوااا كا يييت 

(f,X)   ااا كا يييييييييييييت   ظييييييييييييام يي ييييييييييييياميك  موسيييييييييييي -شيييييييييييي .Xx 
x()f(ln(و

n

1
lim

n

n




 fللياليية  [8,9] سييمى اسيييية لا  يييو  

 م ليك اسيية  fع ييذا يتيال ان  xعليى  لم  ع مي وااا   xع ي ال تطة 
 م لييك نساسييية مع مييية لشييروط ا  يائييية ااا كا ييت لكييل  f. وان لا  ييو  

Xyx ,  و)y,x(d  ذ ييييييييييياكNn  0و  نييييييييييييد 
))y(f),x(f(d

nn [5,3]. 
و كون اليالة فوضوية ااا كا ت  م ليك نساسيية مع ميية لشيروط ا  يائيية 
او كا ت  م لك اسيية لا  يو  موج ية لكيل ال تياط ال ي  ليسيت يوريية  عيي 

 X ظييام يي يياميك  فوضييوا نيييد -شيي    (f,X)نييين . ع يييذا  سييمى 
 . يالة فوضوية ومس مرة fو فضاب م را
XX:fااا كا يت    يالية وكا ييتXA  يتيال انA  مجموعيية

A)A(fااا كا ت  fلام غيرة مغلتة  نت    ير   . 

 النظام الديناميكي الثنائي -1
ال ظيييام الييييي اميك  ال  يييائ  -شييي  فييي  ذييياا ال  يييي  تييييم  عريييي  جيييييي ذيييو 

 . تط   المال ظام اليي اميك-مع ميين على  عري  ش    تط م
  تطيي  ظييام يي يياميك  م (g,X)و   (f,X)ليي كن كيل ميين  :1-1تعريفف 
ااا كا يييييييت  تطييييييي  مال سيييييييمى  ظيييييييام يي ييييييياميك    يييييييائ   (f,g,X)فيييييييان 

))x(f(g))x(g(f  [10 ]. 
f:]1,0[]1,0[ليي كن  :2-1مثففال    2ياليية معرفيية  ييي

x)x(f  
g:]1,0[]1,0[و  ليييييييييية معرفيييييييييية  ييييييييييي ياx)x(g   جييييييييييي ان 

x))x(f(g))x(g(f   ليييالك(f,g,[0,1])   كييييون  ظييييام 
 يي اميك    ائ  م تط  

 Xياليييية مسيييي مرة معرفيييية علييييى  f,gااا كا ييييت كييييل ميييين  :3-1تعريفففف 
 . تط مال ظام يي اميك    ائ  -ش   (f,g,X)فان الفضاب الم را 

 نييييييد  م تطيييييظام يي ييييياميك  شييييي  د   (T,Q,[0,1]) :4-1مثفففففال
]1,0[]1,0[T  معرفة يالة الخيمة 
 يييي 










15.05.0x22

5.0x0x2
)x(T

Q:]1,0[]1,0[ومسييي مرة ة يالييي    اليالييية

x1(x4)x(Q(المعرفة  ي ال ر يعية      [2,7]يالة مس مرة 
ا ييت وك تطيي م  ظييام يي يياميك    ييائ   (f,g,X)ااا كا ييت  :5-1تعريفف 

Xx  سمى x تطة يوريية   ائيية ااا كا يت يوريية  نيت  ي  ير fog  
. 

  (T,Q,[0,1])اا كا يييت لييييي ا شييي   ال ظيييام الييييي اميك  ا : 6-1مثفففال
]1,0[ ن( فييا4-2المعير  فيي  الم ييال )

16

7
,0    كييون يورييية   ائيييا 

]1,0[وان   2 يورة 
32

539


1ورية  يور   تطة ي 

وكا ييت  طيي ت ظييام يي يياميك    ييائ  م  (f,g,X)ااا كا ييت  :7-1قضففية
Xx  تطيية يورييية  نييت  يي  ير كييل ميين f,g   فييانx   تطيية يورييية 

 .  ائيا 
x)x(gفيي ن  g تطيية يورييية  نييت  يي  ير  xال رذييان : كييون 

n   أا
x(f))x(g(f(ان  

nnn    و هييا يورييية  نييت  يي  يروكf  ف   ييا
x))x(g(f نصل على 

nn  . 
 عكس الم رذ ة ليست  الضرورة صنينة . :ملانظة
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أا ان جميي   تاطي  يوريية   fog(x)=x(1-2:  في  الم يال )8-1مثال
 . 2ليست يورية  يورة   f(0.5)=0.25ولكن  2 يور  ائية 
وكا ييت  طيي ت  ييائ  م   ظييام يي يياميك  (f,g,X)ااا كا ييت  :9-1تعريفف 

x    1 تطيية يورييية   ائيييا  كييون جاا يية ااا كا ييت)x()ogf(
nn  

)x()ogf(1وطارية ااا كا ت 
nn  . 

 (  تاط يورية   ائيا طارية.6-2: ال تاط ف  الم ال)11-1مثال
 تطييية يوريييية  x تطييية يوريييية   ائييييا وكا يييت  xااا كا يييت  :11-1قضفففية
 xفيي ن  g نييت  يي  ير جاا يية ويورييية طييارية  fت  يي  ير  نييجاا يية طييارية 

  تطة يورية   ائيا طارية .
 :البرهان

1)()()()()())(()(

))())))(((()(()()(





xgxfxgxf

xgxgfxogf

nnnn

nnnnn 

 .ملانظة:   فس الطريتة   رذن نالة ال تطة الجاا ة
نييييييد كميييييا يوضييييين  ملانظييييية:عكس التضيييييية السيييييا تة  يييييير صيييييني  

 . (8-2)الم ال
 النظام الديناميكي الفوضوي ثنائيا-2

الفوضييوية ال  ائييية  ةعيي تطاا ال  ييي  تيييم  عرييي  الا ظميية ال  ائييية المفيي  ذيي
كمييا  تيييم  عرييي  المجموعيية اللام غيييرة  والموسيي  ال  ييائ  والعلاقيية  ي همييا

 .الجزئ  ل كوين ش   ال ظام ال  ائ  الم تط   ائياا 
فييي ن  يي ييياميك    يييائ  م تطييي  ظيييام  (f,g,X): ااا كا يييت 1-2تعريففف 

Xx  يورييية ولكيين كا ييت  عييي نييين ااا لييم  كيين   ائيييا  تطيية يورييية
)x()fog( نيد ان    Nkذ اك 

k تطة يورية   . 
 طيي ت ظييام يي يياميك    ييائ  م -شيي   (f,g,X): ااا كا ييت  2-2تعريفف 

 نيييد  Xxوكا ييت  ياليية  م لييك اسييية لا  ييو  f,gوكا ييت كييل ميين 
x()ogf(ln(ان 

n

1
lim)x(

nn

n




موجيييوية ع ييييذا يتييييال ان  

x  وااا ليم  ع ميي   م لك اسية لا  و عليى قيمية  x  ع ييذا يتيال ان
f  .  م لك اسية لا  و  

شيييييي   ال ظييييييام اليييييييي اميك  الم تطيييييي  فيييييي  ااا كييييييان ليييييييي ا  :3-2مثففففففال
 ln(2)اسيييية لا  يييو   سييياوا   م ليييكTيالةالخيمييية   ( ان4-2الم يييال)

 ln(2)  [2,7] م لك اسية لا  و   ساوا  Qواليالة ال ر يعية 

 ظيييام يي ييياميك    يييائ  م تطييي  -شييي   (f,g,X)ااا كا يييت  :4-2تعريففف 
كا ييت فوضييوا   ائيييا ااا   ييائ   ظييام يي يياميك  -شيي   (f,gX)يتييال ان 
 :م نتتةاني الشرطين ال اليين يالة فوضوية و  f,gكل من 

2- fog   اسية لا  و  اك ير مين الصيفر لل تياط ليسيت اليوريية م لك 
 . عي نين    ائيا
1- fog م لك نساسية مع مية لشروط ا  يائية . 

واليالييية ال ر يعيييية يالييية [ 2,7: يالييية الخيمييية يالييية فوضيييوية ] 5-2مثفففال
 انو [ 2,7فوضوية ]

)x()Q(ln))x(Q()T((ln
n

1
(lim)x()oQT(ln

n

1
lim

nnn

n

nn

n




)2ln()2ln(أا ان   ميييين الصييييفر و ال يييييال   وذيييي  قيميييية اك ييييير

  يائ  فوضيوا   ظيام يي ياميك -شي    (T,Q,[0,1])  نصيل عليى ان 
   ائ 

فوضيييوا    ييائ   ظييام يي ييياميك -شيي   (f,g,X)ااا كا يييت  :6-2قضففية
 . طارية   ائيا  كون  تطة يورية تطة يورية  Xx  ائياا فان لكل 

 تطييية يورييييية   ائييييا  ميييا ان ال ظيييام فوضييييوا  Xxلييي كن ال رذيييان : 
x()ogf(ln(0  نيييد Nn  ييائ  فييان ذ يياك 

n

1
lim

nn

n




 

)x()ogf(1وذييياا يعطي يييا 
nn  أا ان x ائييييا طيييارية  تطييية يوريييية   

 . fog نت    ير 
 ائ  م تطييي  ييي ظيييام يي ييياميك   -شييي   (f,g,X)ااا كا يييت  :6-2تعريففف 

   (f,g,X) ظيييام يي ييياميك  موسييي  فيييان  (g,X)و  (f,X)ل وكا يييت كييي
Xyx ااا كا يت لكيل   يائ  موسي    يائ   ظام يي اميك    ذ ياك

0  ذ اك نيد Nn  ف ن))y(ogf),x(ogf(d
nnnn.    

RR:f :7-2مثفففال  ي يالييية معرفييية  يييf(x)=2x و  يالييية موسيييعة
RR:g  يالية معرفية  ييg(x)=2x+1  اان (f,g,R)  شي    ظييام

 .يي اميك    ائ  موس    ائ 
ملانظيية : كييل  ظييام يي يياميك  موسيي    ائيييا يكييون فوضييوا   ائيييا لكيين 

وة الفيرس يالية فوضيوية لك هيا نييد  كيون يالية نيا العكس  يير صيني 
 .[2]ليست موسعة 

  ظيام يي ياميك    يائ  م تطي -شي    (f,g,X): ااا كا يت 8-2يف  تعر 
مجموعية لام غييرة   ائييا ااا كا يت لام غييرة  A سمى  XAوكا ت 

 ظييام يي يياميك  - سييمى شيي   (f,g,A)وان  gو f نييت  يي  ير كييل ميين  
   f(g(A))=A. ااا كا ت  ط ت   ائ  م
ظييام يي ييياميك    ييائ  فوضيييوا  -شيي   (f,g,X)ااا كا يييت  :9-2قضففية

 (f,g,A)مجموعييية لام غييييرة   ائييييا مغلتييية فييي ن  XA  يييائ  وكا يييت 
 . ظام يي اميك    ائ  فوضوا   ائ -ش  

 ظام يي اميك    يائ  فوضيوا فيان كيل  -ش    (f,g,x):  ما ان ال رذان
مغلتية يالة فوضيوية وان قصير اليالية الفوضيوية عليى مجموعية  f,gمن 

  Aيوال فوضييوية عييل f,gأا ان  [11]لام غيييرة  كييون ياليية فوضييوية 
 ظيام يي ياميك  -شي    (f,g,A)الفضاب الجزئ  وم هيا  نصيل عليى ان 

   ائ  جزئ  فوضوا   ائ  . 
 ظيييام يي ييياميك    يييائ  موسييي  -شييي   (f,g,X)ااا كا يييت  :11-2قضفففية

 (f,g,A)  ائييييا مغلتييية فييي ن  مجموعييية لام غييييرة XA  يييائ  وكا يييت 
 . ظام يي اميك    ائ  موس    ائ -ش  

Ay,xال رذييييييييان: ليييييييي كن    وانyx   مييييييييا ان XA  إان
Xy,x   0اان ذ ييييييييياك نييييييييييد ان ذ ييييييييياك  Nn  نييييييييييد 
))y(ogf),x(ogf(d

nnnn  مييييييا ان A  مغلتيييييية لام غيييييييرة فييييييان
(f,g,A)    ظييام يي يياميك    ييائ  موسيي    ييائ   سييمى شيي    ظييام -شيي 

 يي اميك  جزئ  موس .
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Abstract 
In this paper we introduce the definition of bi-chaotic bi-discrete semi-dynamical system and bi-expansive and 

how we can find the sub-bi-semi-dynamical system.  
Key words: dynamical system, sensitive on initial condition, Liapunov exponent, chaotically functions, 

expansively function, invariant set . 

 

 

 

 


