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Derivation of formulaes for evaluating double integrals and 

their error formulaes by using Trapezoidal rule. 
 

 اشتقاق قواعذ حساب التكاملاث الثنائيت وصيغ الخطا باستخذام قاعذة شبه المنحرف
 

 غٗٔذٜ اؽّذ محمد                                         أ.ػٍٟ ؽغٓ محمد

 عبِؼخ اٌىٛفخ /و١ٍخ اٌزشث١خ ٌٍجٕبد/لغُ اٌش٠بظ١بد  عبِؼخ اٌىٛفخ /و١ٍخ اٌزشث١خ ٌٍجٕبد/لغُ اٌش٠بظ١بد
 

 

 المستخلص
ِٓ ٘زا اٌجؾش ٘ٛ إ٠غبد ل١ُ اٌزىبِلاد اٌضٕبئ١خ اٌجؼذ ػذد٠بً, ِىبِلارٙب ِغزّشح أٚ ِؼزٍخ اٌّشزمبد اٌغضئ١خ  اٌٙذف اٌشئ١غٟ      

أٚ أوضشِٓ ٔمبغ ِٕطمخ اٌزىبًِ, ٚإ٠غبد ص١غخ ػبِخ ٌص١غ اٌخطأ )ؽذٚد اٌزصؾ١ؼ ( ؽغت عٍٛن أٚ ِؼزٍخ فٟ ٔمطخ ٚاؽذح 

. ٚثبلاػزّبد ػٍٝ  [12], ظ١بء  [9], اٌطبئٟ [14]اٌّىبًِ ٚثأعٍٛة عذ٠ذ ِغب٠ش ٌلأعٍٛة اٌزٞ ارخزٖٚ ثبؽضْٛ آخشْٚ  محمد

)ٟٚ٘ غش٠مخ   RTTاٌزٟ ؽصٍٕب ػ١ٍٙب, فٛعذٔب إْ اٌطش٠مخ ؽذٚد اٌزصؾ١ؼ اٌزٟ ٚعذٔب٘ب  لّٕب ثزؾغ١ٓ ل١ُ اٌزىبِلاد اٌضٕبئ١خ 

ِغ رطج١ك غش٠مخ رؼغ١ً سِٚجشن( ٠ّىٓ  yٚاٌخبسعٟ xِشوجخ ِٓ اعزخذاَ لبػذح شجٗ إٌّؾشف ػٍٝ اٌجؼذ٠ٓ اٌذاخٍٟ 

الاػزّبد ػ١ٍٙب ػٕذِب ػذد اٌفزشاد اٌغضئ١خ اٌزٟ رغضأ إ١ٌٙب فزشح اٌزىبًِ ػٍٝ اٌجؼذ اٌذاخٍٟ ِغب٠ٚخ ٌؼذد اٌفزشاد اٌغضئ١خ اٌزٟ 

رغضأ إ١ٌٙب فزشح اٌزىبًِ ػٍٝ اٌجؼذ اٌخبسعٟ أٞ اْ  h h  ْؽ١ش إh ٚ رؼٕٟ اٌّغبفبد ث١ٓ الإؽذاص١بد اٌغ١ٕ١خh ٟ٘

اٌّغبفبد ث١ٓ الإؽذاص١بد اٌصبد٠خ ؽ١ش أػطذ دلخ ػب١ٌخ فٟ إٌزبئظ ثفزشاد عضئ١خ ل١ٍٍخ ٔغج١بً ٚثٛلذ الً ِّب اؽزبعٗ اٌجبؽضْٛ 

 . اػلاٖ اٌز٠ٓ رؼبٍِٛا ِغ اٌّٛظٛع ٔفغٗ
 

Abstract 
       The main aim of this search is to evaluate double integrals numerically ,with continuous 

integrands or continuous but at least one of the partial derivatives is singular or with singular 

integrands at one point or more of the integral region and to find the general forms of correction 

terms (Errors) with respect to the behaviour of integrands by style different from style that 

Mohammed [4], Altaii[9], Dya’a[12] used it .By depending on that the correction terms that we 

found it we improved the results that we got it .And we found the method RTT(compouned 

method depends on Trapezoidal method for the two dimensions x and y ) and Romberg 

acceleration can be depend on it when the subintervals of interior dimension x equal to 

subintervals of exterior dimension y, that is ( )h h where as h means the distances between x 

ordinates and h means the distances between y ordinates. 

   This method gives high accuracy on the results with little subintervals and little time less than 

the others searchers needed it.    

  

 المقذمت  -1

اْ ٌٍزىبِلاد اٌضٕبئ١خ أ١ّ٘خ فٟ إ٠غبد ِغبؽخ اٌغطٛػ ٚإ٠غبد اٌّشاوض اٌّزٛعطخ ٚػضَٚ اٌمصٛساٌزار١خ ٌٍغطٛػ اٌّغز٠ٛخ       

ٚإ٠غبد اٌؾغُ اٌٛالغ رؾذ عطؼ اٌزىبًِ اٌضٕبئٟ , ٚوّضبي ػٍٝ رٌه اٌؾغُ إٌبرظ ِٓ دٚساْ ِٕؾٕٟ اٌمٍت  2 1 cos    ؽٛي

فعلا ػٓ أ١ّ٘زٗ فٟ إ٠غبد ِغبؽخ عطؼ ِٕؾٓ وإ٠غبد ِغبؽخ لطؼخ اٌغطؼ   اٌّؾٛس اٌمطجٟ,
2 2 2 4x y z    اٌٛالؼخ ِجبششح

فٛق ِٕؾٕٟ اٌمٍت  1 cos    أٚ ؽغبة ِغبؽخ لطؼخ اٌىشح
2 2 2 36x y z    اٌٛالؼخ داخً الاعطٛأخ

2 2 6y z y  ٚلذ ػًّ اٌىض١ش ِٓ اٌجبؽض١ٓ فٟ ِغبي اٌزىبِلاد اٌضٕبئ١خ, ِٚٓ اٌجبؽض١ٓ اٌز٠ٓ عٍطٛا اٌعٛء [13]أه آ٠شص. فش ,

ػٍٝ ؽغبة اٌزىبِلاد اٌضٕبئ١خ راد اٌّىبِلاد اٌّغزّشح ثبٌص١غخ     1 2,f x y f x f y [ ٓػبَ 3ّ٘ب ٘بٔظ عبس ٚعبوٛثغ ]

 .1975[ ػبَ 6ُِٕٚٙ ِٓ اشزغً  ثبٌزىبِلاد راد اٌّىبِلاد اٌّؼزٍخ ٌىُٕٙ وبٔٛا ٠ٍّْٙٛ الاػزلاي , داف١١ض ٚساث١ٕٛرض ] 1973

اٌزىبِلاد راد اٌّىبِلاد اٌّغزّشح أٚ اٌّؼزٍخ فٟ اٌّشزمخ أٚ اٌّؼزٍخ ٚوبْ دأثٗ اٌزخٍص ِٓ   [14ػبٌظ محمد ] 1984ٚفٟ ػبَ     

ِٓ اٌزىبًِ )عٛاء وبٔذ اٌّىبِلاد راد اػزلاي عزسٞ أَ ٌٛغبسرّٟ أَ و١ٍّٙب( ٚرٌه ثبعزخذاَ غشائك  الاػزلاي ػٍٝ اٌجؼذ اٌذاخٍٟ

ٚلبػذح   yِشوجخ ٚاؽذ٘ب سِٚجشن )وبٚط( اٌزٟ اعزخذَ ف١ٙب غش٠مخ رؼغ١ً سِٚجشن ِغ لبػذح إٌمطخ اٌٛعطٝ ػٍٝ اٌجؼذ اٌخبسعٟ

ٚ غش٠مخ رؼغ١ً  yٚأ٠عب ِٕٙب وبٚط )سِٚجشن( اٌزٟ اعزخذَ ف١ٙب لبػـذح وبٚط ػٍٝ اٌجؼذ اٌخبسعٟ xوبٚط ػٍٝ اٌجؼذ اٌذاخٍٟ 
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ِٕٚٙب أ٠عب وبٚط )وبٚط( اٌزٟ اعزخذَ ف١ٙب لبػـذح وبٚط ػٍٝ اٌجؼذ٠ٓ  xسِٚجشن ِغ لبػذح إٌمطخ اٌٛعطٝ ػٍٝ اٌجؼذ اٌذاخٍٟ 

ٚوزٌه غش٠مخ ِشوجخ اعّب٘ب سِٚجشن )سِٚجشن( اٌزٟ اعزخذَ ف١ٙب رؼغ١ً سِٚجشن ِغ لبػذح إٌمطخ  xٚاٌذاخٍٟ yاٌخبسعٟ 

ٚلذ اصجذ ِٓ خلاي اٌّمبسٔخ ث١ٓ اٌطشائك اٌّشوجخ أػلاٖ ٚػٍٝ رىبِلاد ِزؼذدح   xٚاٌذاخٍٟ yاٌٛعطٝ ػٍٝ اٌجؼذ٠ٓ اٌخبسعٟ 

ثبْ اٌطش٠مخ اٌّشوجخ ِٓ وبٚط )وبٚط( ٟ٘ الأفعً ِٓ ثم١خ اٌطشائك ثبٌٕغجخ ٌٍزىبِلاد اٌزٟ ِىبِلارٙب ِغزّشح ػٍٝ اٌجؼذ٠ٓ 

ة اٌزىبِلاد اٌزٟ ِىبِلارٙب ِؼزٍخ اٌّشزمخ أٚ ٚاصجذ ثٕفظ اٌٛلذ إْ اٌطش٠مخ اٌّشوجخ ِٓ سِٚجشن )وبٚط( ٟ٘ الأفعً فٟ ؽغب

ِٓ ؽ١ش اٌذلخ ٚعشػخ الالزشاة اٌٝ اٌم١ُ اٌؾم١م١خ ٌٍزىبِلاد ٚػذد اٌفزشاد  xِؼزٍخ ٚاٌزٟ ٠ّىٓ إٌغبء اػزلاٌٙب ػٍٝ اٌجؼذ اٌذاخٍٟ

 اٌغضئ١خ اٌّغزخذِخ  .

ف١ٗ غش٠مخ ِشوجخ ِٓ لبػذح إٌمطخ اٌٛعطٝ ِغ غش٠مخ رؼغ١ً سِٚجشن ٚػٍٝ اٌجؼذ٠ٓ ث١َٓ  2002[ ثؾضب فٟ ػبَ 4وّب لذَ محمد ]      

  x ٚyٌؾغبة اٌزىبِلاد اٌضٕبئ١خ راد اٌّىبِلاد اٌّؼزٍخ اٌزٟ لا ٠ّىٓ إٌغبء الاػزلاي ف١ٙب ٚػٍٝ اٌجؼذ٠ٓ  yٚاٌخبسعٟ xاٌذاخٍٟ 

ٚاعّب٘ب غش٠مخ سِٚجشن )سِٚجشن( ؽ١ش إْ  x ٚyِٓ دْٚ إّ٘بي الاػزلاي ػٍٝ اٌجؼذ٠ٓ E h  ؽذٚد اٌزصؾ١ؼ ٌٍجؼذ(

( رؼزّذ ػٍٝ عٍٛن اٌّىبًِ ٚلذ أػطذ ٔزبئظ ع١ذح ِٓ ؽ١ش اٌذلخ ٚعشػخ الالزشاة اٌٝ اٌم١ّخ اٌزؾ١ٍ١ٍخ ٚػذد اٌفزشاد  xاٌذاخٍٟ 

 اٌغضئ١خ اٌّغزخذِخ  .

لبػذح ٚ yلبػذح إٌمطخ اٌٛعطٝ ِغ رؼغ١ً سِٚجشن ػٍٝ اٌجؼذ اٌخبسعٟ  2005[ فمذ اعزخذِذ فٟ ػبَ 9أِب اٌطبئٟ ]      

ٚأػطذ ٔزبئظ ع١ذح ِٓ ؽ١ش اٌذلخ ٚعشػخ الالزشاة اٌٝ  xِغ إّ٘بي الاػزلاي ػٍٝ اٌجؼذ اٌذاخٍٟ  xعّجغْٛ ػٍٝ اٌجؼذ اٌذاخٍٟ 

 اٌم١ُ اٌؾم١م١خ ٌٍزىبِلاد ٚثؼذد ل١ًٍ ِٓ اٌفزشاد اٌغضئ١خ .  

[ ثؾضب فٟ إ٠غبد اٌم١ُ اٌؼذد٠خ ٌٍزىبِلاد اٌضٕبئ١خ راد اٌّىبِلاد اٌّؼزٍخ ٚرٕبٌٚٛا ف١ٗ 5وً ِٓ محمد ٚآخشْٚ ] لذَ 2009ٚفٟ ػبَ     

 صلاس غشائك ٟٚ٘ :

)غش٠مخ  )RS RS ( )RM RS,   , ( )RT RS ٍٝاٌجؼذ اٌذاخٍٟ  إر إْ ٘زٖ اٌطشائك اعزخذِذ لبػذح عّجغْٛ ػx   ِٓ ًٚو

ٚثبعزخذاَ رؼغ١ً سِٚجشن ػٍٝ ولا اٌجؼذ٠ٓ yلبػذح عّجغْٛ ٚلبػذح إٌمطخ اٌٛعطٝ ٚلبػذح شجٗ إٌّؾشف ػٍٝ اٌجؼذ اٌخبسعٟ

x ٚy  ِغ ػذَ إّ٘بي الاػزلاي فٟ ولا اٌجؼذ٠ٓ. ٚلذ اصجزٛا اْ غش٠مخ( )RM RS الأفعً ِٓ ؽ١ش اٌذلخ ٚعشػخ الالزشاة ٟ٘ 

 ٚ ػذد اٌفزشاد اٌغضئ١خ اٌّغزخذِخ .  اٌٝ اٌم١ُ اٌؾم١م١خ ٌٍزىبِلاد

أسثغ غشائك ػذد٠خ ِشوجخ ِٓ غش٠مخ رؼغ١ً سِٚجشن ِغ لبػذح إٌمطخ اٌٛعطٝ  2009فمذ اعزخذِذ فٟ ػبَ [12] أِب ظ١بء

ٚغش٠مخ رؼغ١ً سِٚجشن ِغ لبػذح عّجغْٛ ٌؾغبة ل١ُ اٌزىبِلاد اٌضٕبئ١خ عٛاء وبٔذ ِىبِلارٙب ِغزّشح أٚ ِغزّشح ٌٚىٓ ِشزمبرٙب 

ػزلاي ف١ٙب ٚ٘زٖ اٌطشائك ٟ٘ ِؼزٍخ أٚ ِؼزٍخ ِّٚىٓ إٌغبء الاػزلاي ف١ٙب أٚ اٌزٟ ِٓ غ١ش اٌّّىٓ إٌغبء الا RM RS , 

 RM RM ,  RS RM  ٚ RS RS  ٚلذ أػطذ ٔزبئظ ع١ذح ِٓ ؽ١ش اٌذلخ ٚػذداٌفزشاد اٌغضئ١خ اٌّغزخذِخ ٚثبلاظبفخ

اٌطش٠مخ  اٌٝ أٙب رٛصٍذ اٌٝ اْ RM RS  أفعً ٌٍزىبِلاد راد اٌّىبِلاد اٌّغزّشح أٚ اٌّغزّشح ٌىٓ ِؼزٍخ اٌّشزمخ ِغ  ٟ٘

 إٌغبء الاػزلاي ثبٌٕغجخ ٌٍزىبِلاد اٌزٟ ِشزمبد ِىبِلارٙب ِؼزٍخ اٚاٌزىبِلاد راد اٌّىبِلاد اٌّؼزٍخ اٌزٟ ٠ّىٓ إٌغبء الاػزلاي ف١ٙب.

ؼزٍخ اٌزٟ لا ٠ّىٓ إٌغبء الاػزلاي ف١ٙب , فٛعذد إْ أفعً اٌطشائك ٟ٘ غش٠مخ أِب فٟ ؽبٌخ اٌزىبِلاد راد اٌّىبِلاد اٌّ

 RM RM  . 

ٚلذ ٔبلشذ اٌؾبلاد ا٢ر١خ ػٕذ اعزخشاط ص١غ اٌخطأ  E h :- 

 .[14]إٌغبء الاػزلاي ػٍٝ اٌجؼذ اٌذاخٍٟ ثبعزخذاَ لبػذح إٌمطخ اٌٛعطٝ ِغ رؼغ١ً سِٚجشن ػٍٝ اٌجؼذ اٌخبسعٟ , محمد 1 -

yفشض -2 a  ِغ ػذَ إٌغبء الاػزلاي ؽ١شa .ْٚ[5]ٟ٘ ٔمطخ الاػزلاي محمد ٚآخش 

 [4]صبثذ ِغ الأخز ثٕظش الاػزجبس الاػزلاي ثبٌشغُ ِٓ إِىب١ٔخ إٌغبئٗ ػٍٝ اٌذاخً, محمد  yفشض 3 - 

 ل١ُ ٌؾغبة ػذد٠خ غش٠مخ  لذِذ آر اٌجبؽضْٛ فٟ أػلاٖ اعزؼٍّٗ ٌّب ِغب٠ش عذ٠ذ أعٍٛة [11] ػىبس لذِذ 2010 ػبَ ٚفٟ    

 x ٚy اٌجؼذ٠ٓ ػٍٝ اٌٛعطٝ إٌمطخ لبػذح رطج١ك ِٓ إٌبرغخ اٌم١ُ ػٍٝ سِٚجشن رؼغ١ً غش٠مخ ثبعزؼّبي ٚرٌه اٌضٕبئ١خ اٌزىبِلاد

 فزشح إ١ٌٙب رغضأ اٌزٟ اٌغضئ١خ اٌفزشاد ٌؼذد ِغب٠ٚخ اٌذاخٍٟ اٌزىبًِ ػٍٝ اٌجؼذ فزشح إ١ٌٙب رغضأ اٌزٟ اٌغضئ١خ اٌفزشاد ػذد رىْٛ ػٕذِب

h إْ إر اٌخبسعٟ اٌزىبًِ ػٍٝ اٌجؼذ h ٚأعّزٙب RMM  أْ ؽ١ش MM ولا ػٍٝ اٌّطجمخ اٌٛعطٝ إٌمطخ ٌمبػذح رشِض 

 وْٛ ؽبٌخ  فٟ اٌزصؾ١ؼ ٌؾذٚد اٌؼبِخ اٌص١غخ لإ٠غبد اٌجش٘بْ ِغ لذِذ ؽبٌخ ٚاؽذح ٚ سِٚجشن رؼغ١ً غش٠مخ Rٚ اٌجؼذ٠ٓ

 -: ٟ٘[11]  ػىبس اعزخذِزٙب اٌزٟ ٌٍمبػذح اٌؼبِخ ٚاٌص١غخ   اٌزىبًِ ِٕطمخ ٔمبغ ِٓ ٔمطخ وً فٟ ِغزّشح داٌخ  اٌّىبًِ

   2

1 1

( , ) ,

d b m n

i j
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MM h f x y dxdy h f x y
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ٚاٌّؼزٍخ ٚاٌّؼزٍخ  اٌّغزّشح ٌٍزىبِلاد اٌغضئ١خ اٌّغزخذِخ اٌفزشاد ِٓ ل١ًٍ ثؼذد ع١ذح ِٓ ؽ١ش اٌذلخ ٔزبئظ ػٍٝ ؽصٍذ ٚلذ

 .اٌّشزمبد اٌغضئ١خ



 2012العذد الرابع / علمي /  -المجلذ العاشر  –مجلت جامعت كربلاء العلميت 

227 

 ٌؾغبة ػذد٠خ لذِذ صلاس غشائك إر [ فٟ أػلاٖ 11ػىبس] اعزؼٍّزٗ ٌّب ِشبثٗ أعٍٛة [15] ِٛعٝ لذِذ 2011 ػبَ ٚفٟ         

اٌجؼذ اٌذاخٍٟ اٌٛعطٝ ػٍٝ إٌمطخ لبػذح رطج١ك ِٓ إٌبرغخ اٌم١ُ ػٍٝ سِٚجشن رؼغ١ً غش٠مخ ثبعزؼّبي ٚرٌه اٌضٕبئ١خ اٌزىبِلاد ل١ُ

x ٟٚلبػذح عّجغْٛ ػٍٝ اٌجؼذ اٌخبسعy ٍِٟشح ِٚٓ رطج١ك لبػذح عّجغْٛ ػٍٝ اٌجؼذ اٌذاخxٚ اٌٛعطٝ ػٍٝ إٌمطخ لبػذح 

 فزشح إ١ٌٙب رغضأ اٌزٟ اٌغضئ١خ اٌفزشاد ػذد رىْٛ ِشح اخشٜ ِٚٓ رطج١ك لبػذح عّجغْٛ ػٍٝ ولا اٌجؼذ٠ٓ ػٕذِب yاٌجؼذ اٌخبسعٟ 

h إْ إر اٌخبسعٟ اٌزىبًِ ػٍٝ اٌجؼذ فزشح إ١ٌٙب رغضأ اٌزٟ اٌغضئ١خ اٌفزشاد ٌؼذد ِغب٠ٚخ اٌذاخٍٟ اٌزىبًِ ػٍٝ اٌجؼذ h ٚأعّذ  

ٚلبػذح  xاٌجؼذ اٌذخٍٟ  ػٍٝ اٌٛعطٝ إٌمطخ ٌمبػذح رشِض SM أْ ؽ١ش ( ػٍٝ اٌزٛاٌٟ RSS,RMS,RSM٘زٖ اٌمٛاػذ ثـ )

اٌجؼذ   ػٍٝ اٌٛعطٝ إٌمطخ ٚ لبػذح xرشِضٌمبػذح عّجغْٛ ػٍٝ اٌجؼذ اٌذاخٍٟ MSفٟ ؽ١ٓ اْ  yعّجغْٛ ػٍٝ اٌجؼذ اٌخبسعٟ

سِٚجشن اٌّغزؼًّ ِغ وً  رش١شاٌٝ رؼغ١ً x ٚy ٚR رشِض ٌمبػذح عّجغْٛ اٌّطجمخ ػٍٝ ولا اٌجؼذ٠ٓ  SSث١ّٕب  yاٌخبسعٟ

  اٌّىبًِ وْٛ ؽبٌخ  فٟ اٌزصؾ١ؼ ٌؾذٚد اٌؼبِخ اٌص١غخ ٌىً لبػذح ِٓ اٌمٛاػذ ٚإ٠غبد لبػذح ِٓ اٌمٛاػذ اٌضلاس ٚلذ لذِذ اٌجش٘بْ

 -: ٟ٘[15]  ِٛعٝ  ؽصٍذ ػ١ٍٙب   اٌزٟ ٌٍمٛاػذ اٌؼبِخ ٚاٌص١غ   اٌزىبًِ ِٕطمخ ٔمبغ ِٓ ٔمطخ وً فٟ ِغزّشح داٌخ

                                                      

    

    

(2 1) (2 1)

1

1

2 2 (2 1) (2 1) (2 1) (2 1)

1 1 1

1

2 (2 1) 2

1

2

( , ) 4 , ,

2 , , 4 ( , ) ( , ) 4 ( , )

2 ( , ) 2 ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
9

b d n

i i

ia c

n n n

i i j j i j

i j i

n

i j j

i

f x y dydx f x c f x d

f x c f x d f a y f b y f x y

f x y f a y

h
SS f a c f a d f b c f b d  





   

  








  




    




 


   



 

  


1 1

2 (2 1) 2 2 2

1 1 1

( , ) 4 ( , ) 2 ( , )
n n n

j i j i j

j i i

f b y f x y f x y
 



  

 
   

 
  

 

         

   

  
2)ؽ١ش اْ                   1)1,2, ,  , (2 1)ii n x a i h   

    2,  1,2, , 1 , 2ii n x a ih           

                  (2 1)1,2,  , (2 1)jj n y c j h        
2,   1,2, , 1 , 2jj n y c jh     

 

 

                                        

 ؽ١ش اْ    

(2 1)
1,2, 2 ,

2
j

j
j n y c h


  

 

(2 1)1,2, ,  ,  (2 1)ii n x a i h       ,
 21,2, , 1 ,  2ii n x a ih     

2 2

1

1

(2 1) 2
1 1

( , ) (
3

, ) ( , ) 4 ( , ) 2 ( , )
b d n

i i

ia c

n n

i j i j
j j

h
SM f x y dydx f c dx f x f x y f x y






 

 
   

 
               

ؽ١ش اْ                                                                                                                                                              

(2 1)
1,2, , 2  ,   

2
i

i
i n x a h


     

(2 1)1,2,  ,  (2 1)jj n y c j h       ,    
21,2, , 1 ,   2jj n y c jh     

 : وب٢رٟ أػلاٖ اٌّزوٛسح فٟ اٌضلاس ٌٍمٛاػذ  اٌخطأ)ؽذٚد اٌزصؾ١ؼ( ص١غ ٚاْ
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غشائك ػذد٠خ ِشوجخ ثبعزخذاَ لبػذح إٌمطخ اٌٛعطٝ ٚعّجغْٛ ِغزخذِخ رؼغ١ٍٟ  [16]لذِذ اٌجبؽضخ ٔبصش 2011ٚفٟ ػبَ 

 سِٚجشن ٚ ا٠زىٓ ٚلذ اعّذ ٘زٖ اٌطشائك ثبلارٟ 

ٚا٠زىٓ ػٍٝ اٌجؼذ اٌخبسعٟ    xٟٚ٘ غش٠مخ ِشوجخ ِٓ إٌمطخ اٌٛعطٝ ِغ)رؼغ١ً سِٚجشن ػٍٝ اٌجؼذ اٌذاخٍٟ AM(RM)  غش٠مخ -1

(y. 

 مخ ِشوجخ ِٓ لبػذح إٌمطخ اٌٛعطٝ ِغ ) رؼغ١ً ا٠زىٓ ِىشسح ػٍٝ ولا اٌجؼذ٠ٓ (.ٟٚ٘ غش٠  AM(AM)غش٠مخ  - 2

ٚلبػذح عّجغْٛ ِغ رؼغ١ً    xٟٚ٘ غش٠مخ ِشوجخ ِٓ لبػذح عّجغْٛ ِغ ) رؼغ١ً ا٠زىٓ ػٍٝ اٌجؼذ اٌذاخٍٟ   RS(AS)غش٠مخ  - 3

 .y) سِٚجشن ػٍٝ اٌجؼذ اٌخبسعٟ  

ٚلبػذح عّجغْٛ ِغ رؼغ١ً    xذح عّجغْٛ ِغ ) رؼغ١ً سِٚجشن ػٍٝ اٌجؼذ اٌذاخٍٟ  ٟٚ٘ غش٠مخ ِشوجخ ِٓ لبػ AS(RS)غش٠مخ  - 4

 .y) ا٠زىٓ ػٍٝ اٌجؼذ اٌخبسعٟ 

 (.yٚٔفغٙبػٍٝ اٌجؼذاٌخبسعٟ  xٟٚ٘ غش٠مخ ِشوجخ ِٓ لبػذح عّجغْٛ ِغ) رؼغ١ً ا٠زىٓ ػٍٝ اٌجؼذ اٌذاخٍٟ  AS(AS)غش٠مخ  - 5

ّخ اٌزىبًِ ػٍٝ اٌجؼذ٠ٓ ثبعزخذاَ إٌمطخ اٌٛعطٝ ِٚٓ صُ اعزخذاَ رؼغ١ً ا٠زىٓ ٠ٚزُ فٟ ٘زٖ اٌطش٠مخ ؽغبة ل١ AMMغش٠مخ  - 6

 ٌزؾغ١ٓ إٌزبئظ. 

 فٟ اٌطش٠مخ الاٌٚٝ ٚاٌشاثؼٗ.  xِغ اٌغبء الاػزلاي ػٍٝ اٌجؼذ اٌذاخٍٟ 

 [ٌزٟ لذِٙب اٌجبؽش محمد ٌٚمذ لبِذ اٌجبؽضخ ثّمبسٔخ إٌزبئظ اٌزٟ ؽصٍذ ػ١ٍٙب ِٓ اٌطشائك اػلاٖ ِغ ثؼعٙب ِٚغ اٌطشائك ا          

[RM(AM),RM(RM)  ٚوزٌه اٌطشائك اٌزٟ اعزخذِزٙب اٌجبؽضخ ظ١بءRS(RS),RM(RM)] [ ٟٚوزٌه اٌطش٠مخ اٌز ,

ٚلذ ٚعذد  ِٓ خلاي اٌزىبِلاد اٌزٟ غشؽزٙب ثبْ افعً ٘زٖ اٌطشائك اٌّغزخذِخ ٌؾً . [RMM ]اعزخذِزٙب اٌجبؽضخ ػىبس 

ٚلذ وبْ اٌزمبسة عش٠غ ٌٍم١ُ اٌؾم١م١خ ٚثذلخ ػب١ٌخ ٚ  ] RMM ], RS(RS), RM(RM)اٌزىبِلاد اٌضٕبئ١خ اٌّغزّشح ٟ٘ اٌطشائك 

ٚاٌطش٠مخ  RM(RM)بِلاد اٌّؼزٍخ اٌّشزمخ فبْ اٌطش٠مخ اِب فٟ ؽبٌخ اٌزى.فزشاد عضئ١خ ل١ٍٍخ ٌٍذٚاي اٌّؼشفخ فٟ ِٕطمخ اٌزىبًِ  

RMM  وبٔزب افعً اٌطشائك اٌّغزؼٍّخ. اِب اٌطش٠مخRS(RS)  وبٔذ ٔزبئغٙب اثطأ ٚثؼذد ِشارت ػشش٠خ الً, اِب ارا وبٔذ اٌذاٌخ

فزشاد اٌغضئ١خ رؼط١بْ ٔزبئظ ع١ذح ِٓ ؽ١ش اٌذلخ ٚػذد اٌ RMMٚاٌطش٠مخ  RM(RM)ِؼزٍخ فٟ ِٕطمخ اٌزىبًِ فبْ اٌطش٠مخ

 وبٔذ ثط١ئخ عذا فٟ الالزشاة اٌٝ اٌم١ّخ اٌؾم١م١خ. RS(RS)اٌّغزخذِخ ث١ّٕب اٌطش٠مخ 

ٟ٘ الافعً ِٓ ؽ١ش عشػخالالزشاة اٌٝ RM(RM)اِب اٌطشائك الاخشٜ وبٔذ ٔٛػب ِب ع١ذح ِٓ ؽ١ش اٌذلخ ٌىٓ رجمٝ اٌطش٠مخ

 اٌم١ّخ اٌؾم١م١خ 

ٌؾغبة ل١ُ اٌزىبِلاد اٌضٕبئ١خ ٚرٌه ثزطج١ك غش٠مخ رؼغ١ً سِٚجشن ػٍٝ اٌم١ُ إٌبرغخ ِٓ  اِب فٟ ثؾضٕب ٘زا رٕبٌٕٚب غش٠مخ ػذد٠خ    

( , ػٕذِب رىْٛ ػذد اٌفزشاد اٌغضئ١خ yٚاٌخبسعٟ  xرطج١ك) اٌمبػذح اٌّشوجخ ِٓ لبػذح شجٗ إٌّؾشف ػٍٝ ولا اٌجؼذ٠ٓ اٌذاخٍٟ 

    اٌزٟ رغضأ إ١ٌٙب فزشح اٌزىبًِ ػٍٝ اٌجؼذ اٌذاخٍٟ ِغب٠ٚخ ٌؼذد اٌفزشاد اٌغضئ١خ اٌزٟ رغضأ إ١ٌٙب فزشح اٌزىبًِ ػٍٝ اٌجؼذ اٌخبسعٟ    

 (h h  ٚأع١ّٕب اٌمبػذح ثـ )TT  خ اٌؼبِخ ٌؾذٚد اٌزصؾ١ؼ )ص١غ اٌخطأ( ٌٍطش٠مخ اٌّشوجخ ٌىً ؽبٌخ ِٓ ؽبلاد ٚاشزممٕب اٌص١غ

اٌّىبًِ )ِغزّش فٟ وً ٔمطخ ِٓ ٔمبغ ِٕطمخ اٌزىبًِ أٚ ِغزّشٌٚىٓ ِؼزً اٌّشزمبد فٟ ٔمطخ ٚاؽذح اٚ اوضش ِٓ ِٕطمخ اٌزىبًِ أٚ 

  .ِؼزً فٟ ٔمطخ اٚ اوضش ِٓ ِٕطمخ اٌزىبًِ (
 

   .التكاملاث الثنائيت وصيغ الخطا باستخذام قاعذة شبه المنحرفاشتقاق قواعذ حساب  -2
ٔغزؼشض ا٢ْ غش٠مخ ػذد٠خ ٌؾغبة اٌزىبِلاد اٌضٕبئ١خ ِٚٓ صُ رطج١ك غش٠مخ رؼغ١ً سِٚجشن ػٍٝ اٌم١ُ إٌبرغخ ِٓ رطج١ك اٌمبػذح   

) ػذد اٌفزشاد اٌغضئ١خ اٌزٟ رغضأ إ١ٌٙب اٌفزشح  n( ػٕذِب yٚاٌخبسعٟ  xاٌّشوجخ )لبػذح شجٗ إٌّؾشف ػٍٝ ولا اٌجؼذ٠ٓ اٌذاخٍٟ 

 ,a b ٌِٝغب٠ٚخ إ )m ػذد اٌفزشاد اٌغضئ١خ اٌزٟ رغضأ إ١ٌٙب  اٌفزشح( ,c d ْثّؼٕٝ ا ) h h ٚعٕشِضٌٍطش٠مخ ثبٌشِض .

RTT  ْؽ١ش اRرش١ش ٌطش٠مخ رؼغ١ً سِٚجشن أِبTT  ٓرش١شٌٍمبػذح اٌّشوجخ ِٓ رطج١ك لبػذح شجٗ إٌّؾشف ػٍٝ ولا اٌجؼذ٠

 ٚ اٌص١غخ اٌؼبِخ  ٌٙزٖ اٌمبػذح ٟ٘: yٚاٌخبسعٟ  xاٌذاخٍٟ 
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,1,2ؽ١ش اْ  1 ii n x a ih             1,2, 1 jj n y c jh    

 :    Double Integrals With Continuous Integrandsأولاً : التكاملاث الثنائيت لمكاملاث مستمرة   

                                                                            -ِؼشف وب٢رٟ: Iٔفشض إْ اٌزىبًِ    ,

d b

c a

I f x y dxdy                                                                    

ؽ١ش إْ  ,f x y  ًِِىبًِ ِغزّش فٟ وً ٔمطخ ِٓ ٔمبغ ِٕطمخ اٌزىب   , ,a b c d  
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 ثبٌصٛسح ا٢ر١خ : Iثشىً ػبَ ٠ّىٓ وزبثخ اٌزىبًِ 

  

     , ...(1)

d b

c a

I f x y dxdy TT h E h    

ؽ١ش إْ  TT h  ْثبعزخذاَ لبػذح شجٗ إٌّؾشف ػٍٝ ولا اٌجؼذ٠ٓ, ٚا ً رّضً ل١ّخ اٌزىبًِ ػذد٠ب E h  عٍغٍخ ؽذٚد ٟ٘

اٌّّىٓ إظبفزٙب إٌٝ ل١ُ   correction termsاٌزصؾ١ؼ TT h  ْٚا ,
   b a d c

h
n m

 
 . 

 ِؼٍَٛ ٌذ٠ٕب اْ ل١ّخ اٌزىبًِ الاؽبدٞ   

0

( )
nx

x

f x dx                                                                                                         

 ثمبػذح شجٗ إٌّؾشف

                                                           
0

0 0 0( ) ( ) 2 ( ) 2 ( 2 ) ( )
2

nx

n

x

h
f x dx f x f x h f x h f x      

0nxؽ١ش اْ  x
h

n


 

ٚاْ ص١غخ اٌخطب ٌٍزىبِلاد الاؽبد٠خ راد اٌّىبِلاد اٌّغزّشح ثبعزخذاَ لبػذح شجٗ إٌّؾشف ٟ٘ 

2 (1) (1) 4 (3) (3)

0 0

1 1
( ) ( ) ( ) (2)

12 720
T n nE h h f f h f f     

   [1]فٛوظ  

 (  ٔؾصً ػٍٝ 2ٌٍص١غخ )   Mean-value theorem for derivativesٚثبعزخذاَ ٔظش٠خ اٌم١ّخ اٌّزٛعطخ فٟ اٌزفبظً

     
     2 40 02 4

1 2( ) ...  (3)
12 720

n n

T

x x x x
E h h f h f 

  
     

ؽ١ش  01,2,3,... , , ,i ni x x   . 

فجبٌٕغجخ ٌٍزىبًِ اٌذاخٍٟ ,

b

a

f x y dx ثمبػذح شجٗ إٌّؾشف ػٍٝ اٌجؼذ ً وضبثذ(  ِٓ yٚ)اٌزؼبًِ ِغ  ٠xّىٓ ؽغبثٗ ػذد٠ب

                         -اٌص١غخ :
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1
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,ؽ١ش اْ , , ( , )
1 2 3

a b    ثبٌٕغجخ اٌٝ (4).ٚثّىبٍِخ اٌص١غخy اٌزؼبًِ ِغ(ٚx ٍٝٔؾصً ػ ) وضبثذ 



 2012العذد الرابع / علمي /  -المجلذ العاشر  –مجلت جامعت كربلاء العلميت 

230 

2

1 1

11

62 4
2 4 6 31 2

2 4 6

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
4

2 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 2 ( , )

( , )( , ) ( , )( ) ( ) ( )

12 720 30240

d b

c a

n n

i i i i i j
ji

h
TT f x y dxdy f a c f a d f b c f b d

f a y f b y f x c f x d f x y

f yf y f yb a b a b a
h h h

x x x

 

 




       



 
    

 

    
    

    



62 4
2 4 6 1311 12

2 4 6

62 4
2 4 6 2321 22

2 4 6

2

22

( , )( , ) ( , )( ) ( ) ( )

2 12 720 30240

( , )( , ) ( , )( ) ( ) ( )

2 12 720 30240

( ,( )

12

d

c

i i

dy

f af a f ah d c d c d c
h h h

y y y

f bf b f bh d c d c d c
h h h

y y y

f xd c
h h

 

 

 



    
     

    

    
     

    





4 61
1 2 2 2 34 6

2 4 6
1

) ( , ) ( , )( ) ( )
(5)

720 30240

n
i i i i

i

f x f xd c d c
h h

y y y

 
 



   
    

    


 

,1,2ؽ١ش اْ  1 ii n x a ih             1,2, 1 jj n y c jh    

)ٚاْ  , )kl c d    ْ1ٚا, 2,3, , 1k n       1, 2,3,l   

 ػٍٝ ٚ ثأعزخذاَ ِجشٕ٘خ اٌم١ّخ اٌٛعطٝ ٌٍزىبًِ  ٔؾصً
2

1 1

1 1

62 42 4 6

3 31 1 2 2

2 4 6

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
4

2 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 2 ( , )

( , )( , ) ( , )
( )( ) (

12 720 30240

d b

c a

n n

i i i i i j
i j

h
TT f x y dxdy f a c f a d f b c f b d

f a y f b y f x c f x d f x y

ff fh h h
b a d c

x x x

    

 

 


       



 
      

 

  
       

    
2 2 2

1
2 11 21 2 1

2 2 2
1

4 4 4
1

4 12 22 2 2

4 4 4
1

( , ) ( , ) ( , )( ) ( ) ( )

2 12 2 12 12

( , ) ( , ) ( , )( ) ( ) ( )

2 720 2 720 720

n
i i

i

n
i i

i

f a f b f xh d c h d c d c
h h

y y y

f a f b f xh d c h d c d c
h h

y y y

  

  











     
   

      

     
   

   

 

ؽ١ش
i

  ل١ُ رٕزّٟ ٌٍفزشح( , )c d     1, 2,3,i       ٘زا ٠ؼٕٟ اْ ل١ّخTT رصجؼ 

2

1 1

11

2 4 6

( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , )
4

2 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 2 ( , )

(6)

d b

c a

n n

i i i i i j
ji

TT TT TT

h
TT f x y dxdy f a c f a d f b c f b d

f a y f b y f x c f x d f x y

A h B h C h

 




        



 
    

 

  

  

TTC .… ,  اْ ؽ١ش  , TTB , TTA ٌٍذاٌخ اٌغضئ١خ اٌّشزمبد ػٍٝ ل١ّٙب رؼزّذ صٛاثذ f اٌّزغ١ش٠ٓ اٌٝ ثبٌٕغجخ y ٚx رؼزّذ ٚلا 

 . h ػٍٝ
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 معتلت المشتقاث الجزئيت –ثانياً : التكاملاث الثنائيت لمكاملاث مستمرة 

Double Integrals For Continuous Integrands With  Singularity in Partial Derivatives 

الحالت الاولى:- ٌٕفشض أٗ ٌذ٠ٕب اٌزىبًِ                                                                                                       

0 0

( , ) (7)
n ny x

y x

J f x y dxdy    

ؽ١ش اْ اٌذاٌخ       f ِغزّشح فٟ ِٕطمخ اٌزىبًِ    0 0[ , ] [ , ]n nx x y y ٌىٕٙب ِؼزٍخ اٌّشزمخ ػٕذ إٌمطخ    0 0( , )x y . ٔغزط١غ 

وزبثخ اٌزىبًِ اػلاٖ ثبٌشىً الارٟ                                                                         

0 0

( , )
n ny x

y x

J f x y dxdy           

                                       

                                
1 1 1 1

0 0 1 0 0 1 1 1

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
n n n ny x y x y x y x

y x y x y x y x

f x y dxdy f x y dxdy f x y dxdy f x y dxdy          

1ثّب اْ اٌذاٌخ ِؼشفخ ػٕذ إٌمطخ    1( , )x yارْ ٔغزط١غ ٔشش( , )f x y  1ثبعزخذاَ ِزغٍغٍخ رب٠ٍشؽٛي إٌمطخ 1( , )x y ْٛٚثزٌه ٠ى

 ٌذ٠ٕب 
2 2

2 21 1
1 1 1 1

23 2 3
3 2 2 31 1 1 1 1 1

4 3 2 2
4 3 2 21 1 1 1 1

( ) ( )
( , ) 1 ( ) ( ) ( )( )

2! 2!

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

3! 2! 2! 3!

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

4! 3! 2!2!

x y x x y y

x x y x y y

x x y x y

x x y y
f x y x x D y y D D x x y y D D D

x x x x y y x x y y y y
D D D D D D

x x x x y y x x y y
D D D D D

  
         


     
    

    
  

3

1 1

4 5
3 4 51 1

1 1

( )( )

3!

( ) ( )
( , ) (8)

4! 5!
x y y x

x x y y

y y x x
D D D D f x y

 

 
   



           

فٟ إٌّطمخ (8)ٚثّىبٍِخ    0 1 0 1, ,x x y y         ٍٝٔؾصً ػ

1 1

0 0

2 2

0 1 1 0 1 0 0 1
1 0 1 0

3 2 2 3
2 20 1 1 0 0 1 0 1 1 0 0 1

4 3 2 2
3 20 1 1 0 0 1 0 1 0 1 0 1

( ) ( ) ( )( )
( , ) ( )( )

2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

6 4 6

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

24 12 1

y x

x y

y x

x x y y

x x y

x x y y x x y y
f x y dxdy x x y y D D

x x y y x x y y x x y y
D D D D

x x y y x x y y x x y y
D D D

    
     


     
  

     
 

 

3

2

4 5 4 2
3 4 31 0 0 1 0 1 1 0 0 1 0 1

3 3 2 4 5
2 2 3 40 1 0 1 0 1 0 1 1 0 0 1

6
50 1 1 0

1 1

2

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

24 120 48

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

36 48 120

( ) ( )
( , ) (9)

720

x y

y x x y

x y x y y

x

D D

x x y y x x y y x x y y
D D D D

x x y y x x y y x x y y
D D D D D

x x y y
D f x y
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1رؼٛض ػٓ  0( )y y ثـh ٓ1ٚػ 0( )x x ثـh ٓ0ٚوزٌه ػ 1( )x x ٓ0ٚػ 1( )y y  ثـh                ْٔغذ ا

1 1

0 0

53 3 4 4 4 5 5
2 2 2 3 2 2

5 6 6 6 6 6 7
3 4 3 2 2 3 4 5

1 1

( , )
2 2 6 4 6 24 12 12

( , ) (10)
24 120 48 36 48 120 720

y x

x y x x y y x x y x y

y x

y x x y x y x y y x

h h h h h h h h
f x y dxdy h D D D D D D D D D D D

h h h h h h h
D D D D D D D D D D f x y


        



        



 
 

  ٔؾصً ػٍٝ  (8)فٟ اٌص١غخ  0yثـyٚػٓ 0xثـ xالاْ ٔؼٛض ػٓ

2 2
2 20 1 0 1

0 0 0 1 0 1 0 1 0 1

23 2 3 4
3 2 2 30 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1

3 2
4 30 1 0 1 0 1 0 1

( ) ( )
( , ) 1 ( ) ( ) ( )( )

2 2

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

6 2 2 6 24

( ) ( ) ( ) ( )

6

x y x x y y

x x y x y y

x x y

x x y y
f x y x x D y y D D x x y y D D D

x x x x y y x x y y y y x x
D D D D D D

x x y y x x y y
D D D

  
         


      
    

   
 

32 4
2 2 30 1 0 1 0 1

5 4
4 5 40 1 0 1 0 1

1 1

( )( ) ( )

4 6 24

( ) ( ) ( )
( , ) (11)

120 24

x y x y

y x x y

x x y y y y
D D D D

x x x x y y
D D D D f x y

  
 

  
   



  

 

 ٔغذ اْ (8)فٟ اٌص١غخ   0yثـ   yٚػٓ  1xثـ  xٚوزٌه ٔؼٛض ػٓ 


2 3 4

2 3 40 1 0 1 0 1
1 0 0 1 1 1

( ) ( ) ( )
( , ) 1 ( ) ( , ) (12)

2! 3! 4!
y y y y

y y y y y y
f x y y y D D D D f x y

   
      


  

 ٔغزٕزظ اْ           (8)فٟ اٌص١غخ  1yثبٌم١ّخ   yٚػٓ  0xثبٌم١ّخ   xٚثبٌزؼ٠ٛط ػٓ

2 3 4
2 3 40 1 0 1 0 1

0 1 0 1 1 1

( ) ( ) ( )
( , ) 1 ( ) ( , ) (13)

2! 3! 4!
x x x x

x x x x x x
f x y x x D D D D f x y

   
       



  

0ٚثبٌزؼ٠ٛط ػٓ  1( )y y  ثـh  ٓ0ٚػ 1( )x x ثـh  (13),(12),(11)فٟ اٌّؼبدلاد  

 ػٍٝ (11)فٕؾصً ِٓ اٌّؼبدٌخ 
32 2 3 3 3

2 2 2 3 2 2 3

0 0

4 4 4 4 4 5 5
4 3 2 2 3 4 5 4

1 1

( , ) 1
2 2 6 2 2 6

( , ) (14)
24 6 4 6 24 120 24

x y x x y y x x y x y y

x x y x y x y y x x y

h h h h h h
f x y hD hD D h D D D D D D D D D

h h h h h h h
D D D D D D D D D D D f x y


         



        



  

 ػٍٝ                                          (12)ٚوزٌه ٔؾصً  ِٓ اٌّؼبدٌخ 
2 3 4 5

2 3 4 5

1 0 1 1( , ) 1 ( , ) (15)
2! 3! 4! 5!

y y y y y

h h h h
f x y hD D D D D f x y

 
       



  

 ػٍٝ(13)ا٠عب ٔؾصً  ِٓ اٌّؼبدٌخ 
3

2 3 4 5
2 4 5

0 1 1 1( , ) 1 ( , ) (16)
2! 3! 4! 5!

x x x x

x

h h h h
f x y hD D D D D f x y

 
       
 

   

 ثـ (16),(15),(14)ثعشة اٌّؼبدلاد 
2

4

h
  ٔؾصً ػٍٝ (10)ٚعّؼٙب ِغ اٌّؼبدٌخ

 

     

1 1

0 0

2

0 0 0 1 1 0 1 1

4 2 2 5 3 2 2 3 6 41 1 1 1 1 1 1
1 112 12 24 24 24 24 80

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
4

( , ) (17)

y x

y x

x x x x y x y y x

h
f x y dxdy f x y f x y f x y f x y

h D D h D D D D D D h D f x y 
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0فٟ إٌّطمخ x , yرّضً ل١ّخ اٌزىبًِ ثمبػذح شجٗ إٌّؾشف ػٍٝ اٌجؼذ٠ٓ (17)اٌّؼبدٌخ  1 0 1[ , ] [ , ]x x y y  ٚثعّٕٙب ص١غخ اٌخطأ

1)ؽذٚد اٌزصؾ١ؼ ( ؽٛي إٌمطخ  1( , )x y  اِب ثبٌٕغجخ ٌٍزىبِلاد اٌضلاس الاخشفأْ اٌّىبًِ ِغزّش اٌّشزمخ فٟ فزشاد رىبٍِٙب ٌزٌه.

 ب فٟ اٚلا ٚوبلارٟ لا رٛعذ ف١ٙب ا٠خ ِشىٍخ ثبٌٕغجخ ٌلاػزلاي ٚعزىْٛ ل١ّٙب وّب أعٍفٕ
1 1 1

1 0 0

21 1

0 0 1 1 1 1

1 1

2 4 6

1 1 1

( , ) ( , ) [ ( , ) ( , ) ( , ) ( , )]
4

(18)

n i

i

y x y xn n

i i i i

i iy x y x

h
f x y dxdy f x y dxdy f x y f x y f x y f x y

A h B h C h

 

 

 

    

   

    
 

1 1 1

0 1 0

21 1

0 1 1 0 1 1

1 1

2 4 6

2 2 2

( , ) ( , ) [ ( , ) ( , ) ( , ) ( , )]
4

(19)

n i

i

y x y xn n

i i i i

i iy x y x

h
f x y dxdy f x y dxdy f x y f x y f x y f x y

A h B h C h

 

 

 

    

   

    
 

1 1

2 1

1 1 1 1 1

1

1
2 4 6

1 3 3 3

2

( , ) [ ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 2 [ ( , ) ( , )
4

( , ) ( , ) 2 ( , )]] (20)

n ny x n

n n n n i n i

iy x

n

i i n i j

j

h
f x y dxdy f x y f x y f x y f x y f x y f x y

f x y f x y f x y A h B h C h









     

      

 



 

,ؽ١ش , ,i i iA B C   ( 1, 2,3, )i   ٓصٛاثذ رؼزّذ ػٍٝ ل١ُ اٌّشزمبد اٌغضئ١خ ثبٌٕغجخ ٌٍّزغ١ش٠x,y  

,1,2ؽ١ش اْ  1 ii n x a ih             1,2, 1 jj n y c jh    

 ٔؾصً ػٍٝ(20),(19),(18),(17)ٚثغّغ اٌّؼبدلاد

0 0

2 1

0 0 0 0 0

1

4 4 51
2 4 6 2 2 3

0

1

5 5
2

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , )
4

( , ) ( , ) 2 ( , )
12 12 24

24 24

n ny x n

n n n n i n i

iy x

n

i i n i j TT TT TT x y x

j

x y x y

h
f x y dxdy f x y f x y f x y f x y f x y f x y

h h h
f x y f x y f x y A h B h C h D D D

h h
D D D D









 
      



  
          

 



 



5 6 6
2 3 4 3

1 1( , ) (21)
24 80 48

y x x y

h h h
D D D D f x y


    



 

, ؽ١ش , ,TT TT TTA B C   ٓصٛاثذ رؼزّذ ػٍٝ ل١ّخ اٌّشزمبد اٌغضئ١خ ثبٌٕغجخ ٌٍّزغ١ش٠x,y  ٍٝٚلا رؼزّذ ػh :ٌزٌه.- 
 

 


0 0

2 1

0 0 0 0 0

1

1
2 4 4 2 2

0

1

5 3 2 2

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 2 [ ( , )
4

1 1
( , ) ( , ) ( , ) 2 ( , )]

12 12

1 1 1 1

24 24 24 24

n ny x n

n n n n i

iy x

n

n i i i n i j TT TT x y

j

x x y x y y

h
f x y dxdy f x y f x y f x y f x y f x y

f x y f x y f x y f x y A h B h h D D

h D D D D D D









     

   
        

 


  



 



3 6 4 3

1 1

1 1
( , ) (22)

80 48
x x yh D D D f x y

  
     
   

 

 

ِزعّٕخ ؽذٚد  yٚاٌخبسعٟ  xثبعزخذاَ لبػذح شجٗ إٌّؾشف ػٍٝ ولا اٌجؼذ٠ٓ  اٌذاخٍٟ  (7)رّضً ل١ّخ اٌزىبًِ  (22)اٌص١غخ 

0اٌزصؾ١ؼ ِٚمذاس اٌخطأ ثغجت الاػزلاي فٟ إٌمطخ  0( , )x y  1ؽٛي إٌمطخ 1( , )x y 

ٌٕفشض أٗ ٌذ٠ٕب اٌزىبًِ                                                                       الحالت الثانيت

0 0

( , )
n ny x

y x

J f x y dxdy                                                 

ِغزّشح فٟ ِٕطمخ اٌزىبًِ f(x,y)ٌٕٚفشض اْ اٌذاٌخ    0 0, n nx x y y ٌٚىٓ ِؼزٍخ اٌّشزمخ ػٕذ إٌمطخ  ,n nx y  ًِاٌزىب

اػلاٖ ٠ّىٓ وزبثزٗ ثبٌشىً الارٟ                                                                 

0 0

( , )
n ny x

y x

J f x y dxdy    
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1 1 1 1

0 0 1 0 0 1 1 1

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
n n n n n n n n

n n n n

y x y x y x y x

y x y x y x y x

f x y dxdy f x y dxdy f x y dxdy f x y dxdy
   

   

          

لا٠غبد ل١ّخ اٌزىبًِ الاخ١ش ٕٔشش اٌذاٌخ ثّزغٍغٍخ رب٠ٍش ؽٛي إٌمطخ      1 1,n nx y  

 

                

2
21

1 1 1 1

22 3 2
2 3 21 1 1 1 1 1

( )
( , ) 1 ( ) ( ) ( )( )

2!

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

2! 3! 2! 2!

n
n x n y x n n x y

n n n n n n
y x x y

x x
f x y x x D y y D D x x y y D D

y y x x x x y y x x y y
D D D D


   

     

 
        


     
   

 

3 4 3 2 2
2 3 4 31 1 1 1 1 1

3 4 5
2 2 3 4 51 1 1 1

1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3! 4! 3! 2!2!

( )( ) ( ) ( )
( , ) (23)

3! 4! 5!

n n n n n n
x y y x x y

n n n n
x y x y y x n n

y y x x x x y y x x y y
D D D D D D

x x y y y y x x
D D D D D D f x y

     

   
 

     
   

   
    



 

 

ٚاٌّؾذد ثبٌفزشحxثبخز اٌزىبًِ اٚلاً ثبٌٕغجخ ٌٍّزغ١ش  ٚ 1 ,n nx x  صُ ثبٌٕغجخ ٌٍّزغ١شy  ٚاٌّؾذد ثبٌفزشح 1,n ny y  ٌٍّؼبدٌخ

 فٕؾصً ػٍٝ  (23)

1 1

2

1 1
1 1

2 3 2 2
21 1 1 1 1 1

3 4
2 31 1 1 1 1

( ) ( )
( , ) ( )( )

2

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 6 4

( )( ) ( ) ( ) (

6 24

n n

n n

y x

n n n n
n n n n x

y x

n n n n n n n n n n n n
y x x y

n n n n n n n n n n
y x

x x y y
f x y dxdy x x y y D

x x y y x x y y x x y y
D D D D

x x y y x x y y x x
D D

 

 
 

     

    

  
    


     
 

    
  

 

3 2
21

32 4 5
2 3 41 1 1 1 1 1

4 2 3 3 2 4
3 2 21 1 1 1 1 1

3 1

) ( )

12

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

12 24 120

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

48 36 48

( )(

n n
x y

n n n n n n n n n n n n
x y y x

n n n n n n n n n n n n
x y x y

n n n n
x y

y y
D D

x x y y x x y y x x y y
D D D D

x x y y x x y y x x y y
D D D D

x x y y
D D



     

     

 



     
  

     
  

 


5 6
4 51 1 1

1 1

) ( ) ( )
( , ) (24)

120 720

n n n n
y x n n

x x y y
D D f x y 

 

 
  



 

)1ٚثبٌزؼ٠ٛط ػٓ وً ِٓ  )n nx x ٚ1( )n ny y ثـh ٍٝٔؾصً ػ 

 

1 1

3 3 4 4 4 5 5
2 2 2 3 2

5 5 6 6 6 6 6 7 7
2 3 4 3 2 2 3 4 5

7 7 7
4 3 2 2 3

( , )
2 2 6 4 6 24 12

12 24 120 48 36 48 120 720 240

144 144 240

n n

n n

y x

x y x x y y x x y

y x

x y y x x y x y x y y x

x y x y x y

h h h h h h h
f x y dxdy h D D D D D D D D D

h h h h h h h h h
D D D D D D D D D D D D

h h h
D D D D D D D

 


       


        

  

 

7
4 5

1 1( , ) (25)
720

x y y

h
D D f x y


  



 

 ٔؾصً ػٍٝ   (23)فٟ اٌّؼبدٌخ nyثـyٚػٓ nxثـ xالاْ ٔؼٛض ػٓ
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2
21

1 1 1 1

2 3 2
2 3 21 1 1 1

2 3 4
2 3 41 1 1 1

( )
( , ) 1 ( ) ( ) ( )( )

2!
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1nxثـ xٚثبٌزؼ٠ٛط ػٓ  ٓٚػyثـny  ٔؾصً ػٍٝ (23)فٟ اٌّؼبدٌخ 

2 3 4
2 3 41 1 1

1 1 1 1

( ) ( ) ( )
( , ) 1 ( ) ( , ) (27)

2! 3! 4!

n n n n n n
n n n n y y y y n n
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f x y y y D D D D f x y  

   

   
       



1nyثـ yٚػٓ  nxثـ xٚثبٌزؼ٠ٛط ػٓ   ٔؾصً ػٍٝ (23)فٟ اٌّؼبدٌخ 

2 3 4
2 3 41 1 1

1 1 1 1

( ) ( ) ( )
( , ) 1 ( ) ( , ) (28)

2! 3! 4!

n n n n n n
n n n n x x x x n n
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f x y x x D D D D f x y  

   

   
       
 

 

وزٌه ٔؼٛض ػٓ وً ِٓ 1n ny y ٚ 1n nx x  ثـh  (28),(27),(26)فٟ وً ِٓ اٌّؼبدلاد . 

 ػٍٝ (26)فٕؾصً ِٓ اٌّؼبدٌخ  
2 2 3 3 3

2 2 2 3 2 2

3 4 4 4 4 4 5 5 5
3 4 3 2 2 3 4 5 4

5
3 2 2 3

1 1

( , ) 1
2! 2! 3! 2! 2!

3! 4! 3! 2!2! 3! 4! 5! 4! 3!2!
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2!3!

n n x y x x y y x x y x y

y x x y x y x y y x x y

x y x y n n

h h h h h
f x y hD hD D h D D D D D D D D

h h h h h h h h h
D D D D D D D D D D D D

h
D D D D f x y 


        


        


  



 ػٍٝ(27)ِٚٓ اٌّؼبدٌخ
2 3 4 5

2 3 4 5

1 1 1( , ) 1 ( , ) (30)
2! 3! 4! 5!

n n y y y y y n n

h h h h
f x y hD D D D D f x y  

 
       



 ػٍٝ (28)ِٚٓ اٌّؼبدٌخ 
2 3 4 5

2 3 4 5

1 1 1( , ) 1 ( , ) (31)
2! 3! 4! 5!

n n x x x x x n n

h h h h
f x y hD D D D D f x y  

 
       
 

ثـ (29).(30),(31)ٚثعشة اٌّؼبدلاد
2

4

h
فٕؾصً ػٍٝ (25)ٚعّؼٙب ِغ اٌّؼبدٌخ  
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4 5
2 2 3 2 2 3

1 1

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
4

( , ) (32)
12 24
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h
f x y dxdy f x y f x y f x y f x y

h h
D D D D D D D D f x y

 

   

 

    

 
       
 

 
 

اِب ثبٌٕغجخ ٌٍزىبِلاد اٌضلاس الاخش فبْ ِىبٍِٙب ِغزّش اٌّشزمبد اٌغضئ١خ فٟ فزشاد رىبٍِٙب  ٌزٌه فبْ 
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,ؽ١ش , ,i i iA B C  ْ1ٚا, 2,3i   ٓصٛاثذ رؼزّذ ػٍٝ ل١ُ اٌّشزمبد اٌغضئ١خ ثبٌٕغجخ ٌٍّزغ١ش٠ ٟ٘x,y   

 ٔؾصً ػٍٝ(35),(34),(33),(32)ٚثغّغ اٌّؼبدلاد 
 

 

0 0
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0 0 0 0

41 1
2 2

0 0
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5

3 2 2 3 2 4 6

1 1( , ) (36)
24

x x y x y y n n TT TT TT

h
D D D D D D f x y A h B h C h 


        


 

  

,ؽ١ش , ,TT TT TTA B C  ٓصٛاثذ رؼزّذ ػٍٝ ل١ُ اٌّشزمبد اٌغضئ١خ ثبٌٕغجخ ٌٍّزغ١ش٠x , y رؼزّذ ػٍٝ  ٚلاh  رّضً  (36)اٌص١غخ

ٚ ِزعّٕخ ٌؾذٚد اٌزصؾ١ؼ ِعبفب  yٚاٌخبسعٟ  xِغزخذ١ِٓ لبػذح  شجٗ إٌّؾشف ػٍٝ ولا اٌجؼذ٠ٓ اٌذاخٍٟ (7) ل١ّخ اٌزىبًِ 

) ا١ٌٙب اٌخطأ ثغجت الاػزلاي فٟ اٌّشزمخ فٟ إٌمطخ , )n nx y  1ؽٛي إٌمطخ 1( , )n nx y . 

ٌٕفشض اْ ٌذ٠ٕب اٌزىبًِ                                                          الحالت الثالثت

0 0

( , )
n ny x

y x

J f x y dxdy            

ِغزّشح فٟ ِٕطمخ اٌزىبًِ f(x,y)ٌٕٚفشض اْ اٌذاٌخ    0 0, n nx x y y ٌٓٚىٓ ِؼزٍخ اٌّشزمخ ػٕذ إٌمطز١ ,n nx y 

ٚ 0 0,x y                                                  ٟاٌزىبًِ اػلاٖ ٠ّىٓ وزبثزٗ ثبٌشىً الار

0 0

( , )
n ny x

y x

J f x y dxdy   
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ثبٌٕغجخ ٌٍزىبًِ الاٚي لذ رّذ دساعخ و١ف١خ ا٠غبد ل١ّزٗ  فٟ اٌؾبٌخ الاٌٚٝ ٚوزٌه اٌزىبًِ الاخ١ش لذ رُ ؽغبثٗ  فٟ اٌؾبٌخ اٌضب١ٔخ      

ِلاد اٌضلاس الاخش فأْ ٌزٌه فٍغٕب ثؾبعخ اٌٝ اػبدح خطٛاد ا٠غبد ل١ّّٙب ٚعٛف ٔبخز إٌزبئظ دْٚ اػبدح الاشزمبق , اِب ثبٌٕغجخ ٌٍزىب

 -اٌّىبًِ ِغزّش اٌّشزمبد فٟ فزشح رىبٍِٙب. ٚل١ّٙب ثمبػذح شجٗ إٌّؾشف ػٍٝ ولا اٌجؼذ٠ٓ )اٌذاخٍٟ ٚاٌخبسعٟ(وبلارٟ :
1 1 1
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, ؽ١ش , ,i i iA B C  ْ1ٚا, 2,3i   ٓصٛاثذ رؼزّذ ػٍٝ ل١ُ اٌّشزمبد اٌغضئ١خ ثبٌٕغجخ ٌٍّزغ١ش٠x,y  ٍٝٚلارؼزّذ ػh . 

  -اِب اٌزىب١ٍِٓ الاٚي ٚ الاخ١شل١ّ١ّٙب ٟ٘ وّب اعٍفٕب وبلارٟ :
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 ٔؾصً ػٍٝ (41),(40),(39),(38),(37)ٚثغّغ اٌّؼبدلاد 
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, ؽ١ش  , ,TT TT TTA B C   ٓصٛاثذ رؼزّذ ػٍٝ ل١ّخ اٌّشزمبد اٌغضئ١خ ثبٌٕغجخ ٌٍّزغ١ش٠ ٟ٘x y,   ٍٝٚلارؼزّذ ػh اٌص١غخ. 

 ٚ ِزعّٕخ ٌؾذٚد yٚاٌخبسعٟ  xِغزخذ١ِٓ لبػذح  شجٗ إٌّؾشف ػٍٝ ولا اٌجؼذ٠ٓ اٌذاخٍٟ (7)رّضً ل١ّخ اٌزىبًِ  (42)

) اٌزصؾ١ؼ ِعبفب ا١ٌٙب اٌخطأ ثغجت الاػزلاي فٟ اٌّشزمخ فٟ إٌمطز١ٓ , )n nx y, 0 0( , )x yٓ1ٚؽٛي إٌمطز١ 1( , )n nx y ٚ        

1 1( , )x y . 
 

   Double Integrals With Singular Integrands                  ثالثا:التكاملاث الثنائيت لمكاملاث معتلت 

ِؼشف فٟ وً ٔمطخ ِٓ ٔمبغ ِٕطمخ اٌزىبًِ ػذا إٌمطخ  Iٌٕفشض إْ ِىبًِ اٌزىبًِ اٌضٕبئٟ        0 0,x y فلا ٠ّىٓ  رطج١ك .

لأٙب رغزؼًّ ل١ّخ اٌّىبًِ فٟ إٌمطخ   TTغش٠مخ  0 0,x y  (ٌٍؾصٛي 22ٚثزٌه ٠ىْٛ ِٓ غ١ش  اٌّّىٓ اعزؼّبي اٌص١غخ ٚ. )

ػٍٝ ل١ّخ اٌزىبًِ ثبعزخذاَ اٌمبػذح اٌّزوٛسح  عٛف ٔمَٛ ثإّ٘بي ل١ّخ  0 0,f x y ٚثزٌه  [6]ِٓ اٌمبػذح , داف١١ض ٚ ساث١ٕٛرض

 ٚؽغبة ص١غ اٌخطأ ِٓ خلاٌٙب  , ٚوزٌه اٌؾبي إرا وبٔذ  (22)٠ّىٓ اعزؼّبي اٌص١غ ,n nf x y غ١ش ِؼشفخ  فٕغزخذَ   

( ثؼذ اّ٘بي ل١ّخ 36اٌص١غخ) ,n nf x y. 
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    رابعا: الامثلت

1     .
2.5 2.5

2

2 2

cos( ( ))x y dxdy    ِمشثخ اٌٝ اسثغ ػششح ِشرجخ ػشش٠خ   .اٌزىبًِ ٕ٘ب  0.16787443368141ٚل١ّزٗ اٌزؾ١ٍ١ٍخ

 راد ِىبًِ ِغزّش 

.2   
1 1

1 1

0 0

sin ( ) sin ( )x y dxdy    ِمشثخ اٌٝ اؽذٜ ػششح ِشرجخ ػشش٠خ .اٌزىبًِ ٕ٘ب  1.14159265359ٚل١ّزٗ اٌزؾ١ٍ١ٍخ

                                                     (1,1)=(x,y)اٌّشزمبد اٌغضئ١ٗ ػٕذِب راد ِىبًِ ِغزّش ٌىٓ ِؼزً 

.3    
1 1

0 0

1 1

1
dxdy

xy x y

 
    

  ِمشثخ اٌٝ اصٕزٟ ػششح ِشرجخ ػشش٠خ .اٌزىبًِ   2.331980777422 ٚل١ّزٗ اٌزؾ١ٍ١ٍخ     

 (x,y) =(1,1) ٚ (x,y) (0,0)=راد ِىبًِ ِؼزً ػٕذِب 

.4  
2 3

1 2

ln( 2)xy dxdy غ١ش ِؼشٚف اٌم١ّخ اٌزؾ١ٍ١ٍخ ,اٌّىبًِ ِؼزً  ػٕذِب (x,y)= (2,1) . 

  النتائج :  

فٟ اٌزىبًِ الاٚي 

2.5 2.5

2

2 2

cos( ( ))x y dxdy   ًٚاٌزٞ ل١ّزخ اٌزؾ١ٍ١ٍخ  (1)اٌّىبًِ ِغزّش فٟ وً ِٕطمخ اٌزىبًِ اٌّج١ٓ فٟ اٌشى

ثزطج١ك اٌمبػذح   (1)ِمشثخ اٌٝ اسثؼخ ػشش ِشرجخ ػشش٠خ , وبٔذ اٌم١ّخ اٌؼذد٠خ وّب ِذٚٔخ فٟ اٌغذٚي  0.16787443368141

TT صؾ١ؾخ ٌضلاس ِشارت ػشش٠خ ػٕذِبn=16   ػٍٝ إٌزبئظ اٌّؾصً ػ١ٍٙب ثطش٠مخ [1]ٚ ثؼذ اعزؼّبي رؼغ١ً سِٚجشن

TT ثؼخ ػشش ِشرجخ ػشش٠خ صؾ١ؾخ ػٕذِب ؽصٍٕب ػٍٝ ل١ّخ صؾ١ؾخ لاس(6)ٚثبػزّبد ؽذٚد اٌزصؾ١ؼ فٟ اٌص١غخn=16  ٞأ ,

 ِطبثمخ ٌٍم١ّخ اٌزؾ١ٍ١ٍخ ِمشثخ اٌٝ اسثغ ػششح ِشرجخ ػشش٠خ.
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
             TT            k=2             k=4            k=6             k=8 

1 

0.15088834764

832         

2 

0.16357644604

101 

0.16780581217

191       

4 

0.16679679378

580 

0.16787024303

407 

0.16787453842

488     

8 

0.16760482839

724 

0.16787417326

772 

0.16787443528

330 

0.167874433646

13   

1

6 

0.16780702017

098 

0.16787441742

889 

0.16787443370

630 

0.167874433681

27 

0.16787443368

141 

٠ج١ٓ ل١ّخ اٌزىبًِ  (1)عذٚي        

2.5 2.5

2

2 2

cos(( ) )x y dxdy  ثبعزؼّبي اٌمبػذحRTT 
0.16787443368

141 

تمثيل هندسي يبين شكل الدالة 
2

cos( ( ))x y  (  .1) 
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ثبٌٕغجخ ٌٍزىبًِ اٌضبٟٔ  
1 1

1 1

0 0

sin ( ) sin ( )x y dxdy    ًِمشثخ  1.14159265359ٚل١ّزٗ اٌزؾ١ٍ١ٍخ (2)اٌّج١ٓ فٟ اٌشى

وبٔذ اٌم١ّخ اٌؼذد٠خ  ) x,y)=(1,1)لاؽذٜ ػششح ِشرجخ ػشش٠خ ,اٌزىبًِ ٕ٘ب راد ِىبًِ ِغزّشٌىٓ ِؼزً اٌّشزمبد اٌغضئ١ٗ ػٕذِب

ػٍٝ إٌزبئظ اٌّؾصٍخ  [1]ٚ ثؼذ اعزؼّبي رؼغ١ً سِٚجشن n=256,صؾ١ؾخ ٌضلاس ِشارت ػشش٠خ ػٕذِب TTثزطج١ك اٌمبػذح 

  (36)خ ٚثبػزّبد ؽذٚد اٌزصؾ١ؼ فٟ اٌص١غ
1.5 2 2.5 3.5 4 4.5 5.5 6 6.5

1 2 3 4 5 6 7 8 9( )TTE h h h h h h h h h h                  

1ؽ١ش  2 3, , ,   صٛاثذ . ؽصٍٕب ػٍٝ اؽذٜ ػششِشرجخ ػشش٠خ صؾ١ؾخ ػٕذِبn= 256  (2)وّب فٟ اٌغذٚي . 

 

    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

             

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

تمثيل هندسي يبين شكل الدالة 
1 1sin ( ) sin ( )x y  (  .2) 
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    n            TT           k=1.5            k=2            k=2.5            k=3.5           k=4            k=4.5            k=5.5            k=6 

1 1.96349540849               

2 1.40717170942 1.10290817518             

4 1.22941332917 1.13219404279 1.14195599866           

8 1.17114373021 1.13927502832 1.14163535684 1.14156650310         

16 1.15166883332 1.14101765854 1.14159853528 1.14159062832 1.14159296746       

32 1.14506264783 1.14144960501 1.14159358717 1.14159252463 1.14159270849 1.14159269122     

64 1.14279644055 1.14155701063 1.14159281250 1.14159264615 1.14159265793 1.14159265456 1.14159265286   

128 1.14201250969 1.14158376367 1.14159268136 1.14159265320 1.14159265388 1.14159265361 1.14159265357 1.14159265358  

256 1.14173966080 1.14159043478 1.14159265848 1.14159265357 1.14159265361 1.14159265359 1.14159265359 1.14159265359 1.14159265359 

٠ج١ٓ ل١ّخ اٌزىبًِ اٌضٕبئٟ (2)عذٚي
1 1

1 1

0 0

sin ( ) sin ( )x y dxdy    ثبعزؼّبي اٌمبػذحRTT. 1.14159265359 
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ثبٌٕغجخ ٌٍزىبًِ اٌضبٌش
1 1

0 0

1 1

1
dxdy

xy x y

 
    

    ًٚل١ّزٗ اٌزؾ١ٍ١ٍخ (3)اٌّج١ٓ فٟ اٌشى . 

وبٔذ اٌم١ّخ (0,0)=(x,y),ٚ (1,1)=(x,y),اٌزىبًِ ٕ٘ب راد ِىبًِ ِغزّشفٟ ِٕطمخ اٌزىبًِ ػذا ػٕذِب2.331980777422

ػٍٝ إٌزبئظ اٌّؾصٍخ [1]ٚثؼذ اعزؼّبي رؼغ١ً سِٚجشن  n=512صؾ١ؾخ ٌضلاس ِشارت ػشش٠خ ػٕذِب  TTاٌؼذد٠خ ثزطج١ك اٌمبػذح 

 ٚاٌزٟ ص١غزٙب اٌؼبِخ (42), ٚثبػزّبد ؽذٚد اٌزصؾ١ؼ فٟ اٌص١غخ 

                       1.5 2 2.5 3.5 4 4.5 5 5.5 6 6.5

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10( )TTE h h h h h h h h h h h                    

1ؽ١ش  2 3, , ,    صٛاثذ .ؽصٍٕب ػٍٝ ل١ّخ صؾ١ؾخ لاصٕزٟ ػششح ِشرجخ ػشش٠خ ػٕذِبn=512  ٟوّب ف 

 . (3)اٌغذٚي 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

تمثيل هندسي يبين شكل الدالة 
1 1

1 xy x y

 
    

 (  .3) 
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n               TT   

             

k=1.5 

              

k=2 

              

k=2.5 

              

k=3.5 

              

k=4 

              

k=4.5 

              

k=5 

              

k=5.5 

              

k=6 

1 

1.00000000

0000           

    

2 

1.94990606

1013 

2.46942693

6720         

    

4 

2.21998208

4953 

2.36769156

7210 

2.33377977

7373       

    

8 

2.29835426

0484 

2.34121742

6573 

2.33239271

3028 

2.33209485

8667     

    

16 

2.32162577

2566 

2.33435338

5151 

2.33206537

1343 

2.33199507

8896 

2.33198540

4415   

    

32 

2.32871100

8533 

2.33258605

2756 

2.33199694

1958 

2.33198224

7621 

2.33198100

3522 

2.33198071

0129 

    

64 

2.33092400

2562 

2.33213432

9185 

2.33198375

4662 

2.33198092

2858 

2.33198079

4411 

2.33198078

0471 

2.33198078

3723       

12

8 

2.33163222

7653 

2.33201956

8818 

2.33198131

5362 

2.33198079

1554 

2.33198077

8823 

2.33198077

7784 

2.33198077

7660 

2.33198077

7464     

25

6 

2.33186386

2255 

2.33199054

7425 

2.33198087

3627 

2.33198077

8770 

2.33198077

7530 

2.33198077

7444 

2.33198077

7428 

2.33198077

7421 

2.33198077

7420   

51

2 

2.33194102

8910 

2.33198323

2756 

2.33198079

4533 

2.33198077

7548 

2.33198077

7430 

2.33198077

7423 

2.33198077

7422 

2.33198077

7422 

2.33198077

7422 

2.33198077

7422 

٠ج١ٓ ل١ّخ إٌىبًِ (3) عذٚي
1 1

0 0

1 1

1
dxdy

xy x y

 
    

   ثبعزؼّبي اٌمبػذحRTT 

 

2.33198077

7422 
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 ثبٌٕغجخ ٌٍزىبًِ اٌشاثغ
2 3

1 2

ln( 2)xy dxdy   ًاٌزىبًِ ٕ٘ب راد ِىبًِ ِغزّش (4)غ١ش ِؼشٚف اٌم١ّخ اٌزؾ١ٍ١ٍخ,ٚاٌّج١ٓ فٟ اٌشى,

رمزشة ِٓ ِمذاس ِؼ١ٓ )رٕبلصب(, ٚلاؽظٕب  TT,ٚوبٔذ اٌم١ّخ اٌؼذد٠خ ثزطج١ك اٌمبػذح  (2,1)=(x,y)لٟ ِٕطمخ اٌزىبًِ ػذا ػٕذِب 

ٚثؼذ اعزؼّبي رؼغ١ً  n=256 ٚn=512 ٚn=1024 ٚn=2048ػٕذِب    (0.40552)اْ اٌم١ّخ رّبصٍذ ٌخّظ ِشارت ػشش٠خ

 ٚاٌزٟ وبٔذ  (22)ػٍٝ إٌزبئظ اٌّؾصٍخ ٚثبػزّبد ؽذٚد اٌزصؾ١ؼ فٟ اٌص١غخ [1]سِٚجشن 

                                                                   2 4 5 6 7 8

1 2 3 4 5 6( )TTE h h h h h h h            

1ؽ١ش  2 3, , ,    صٛاثذ . ؽصٍٕب ػٍٝ الالً رغغ ِشارت ػشش٠خ صؾ١ؾخ ػٕذِبn=2048    ٟٚرٌه ثبؽزغبة اٌخطأ إٌغج

2 1

1

( ) ( )

( )

RTT h RTT h

RTT h


10)11ثـ ) 2ٚرٌه ثّمبسٔخ اٌم١ّخ اٌزب١ٌخ( )RTT h  ِغ اٌم١ّخ اٌزٟ رغجمٙب فٟ اٌصف ٔفغٗ ِٓ عذٚي

ٌزّبصً  (0.405519329)سِٚجشن .ِٚٓ رٌه ٔؼشف اْ ل١ّخ اٌزىبًِ فٟ اػلاٖ ٟ٘ صؾ١ؾخ ػٍٝ الالً ٌزغغ ِشارت ػشش٠خ

 .(4)ٌٚزغغ اػّذح . وّب فٟ اٌغذٚي   n=1024الاػذاد الاخ١شح ٌزغغ ِشارت ػشش٠خ فٟ اٌصف الاخ١ش ػٕذِب 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

)lnهندسي يبين شكل الدالةتمثيل  2)xy   (  .4) 
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    n       TT      k=2      k=4      k=5       k=6       k=7      k=8      k=9      k=10      k=11      k=12      k=13 

1 

0.51986038

5                       

2 

0.43508852

3 

0.40683123

6                     

4 

0.41368321

7 

0.40654811

5 

0.40652924

0                   

8 

0.40786094

5 

0.40592018

8 

0.40587832

6 

0.40585732

9                 

16 

0.40619745

9 

0.40564296

3 

0.40562448

2 

0.40561629

3 

0.40561246

7               

32 

0.40571449

8 

0.40555351

1 

0.40554754

8 

0.40554506

6 

0.40554393

6 

0.40554339

6             

64 

0.40557484

6 

0.40552829

6 

0.40552661

4 

0.40552593

9 

0.40552563

6 

0.40552549

1 

0.40552542

1           

128 

0.40553492

6 

0.40552161

9 

0.40552117

4 

0.40552099

9 

0.40552092

1 

0.40552088

3 

0.40552086

5 

0.40552085

6         

256 

0.40552365

9 

0.40551990

4 

0.40551978

9 

0.40551974

4 

0.40551972

5 

0.40551971

5 

0.40551971

1 

0.40551970

8 

0.40551970

7       

512 

0.40552051

6 

0.40551946

9 

0.40551944

0 

0.40551942

8 

0.40551942

3 

0.40551942

1 

0.40551942

0 

0.40551941

9 

0.40551941

9 

0.40551941

9     

1024 

0.40551964

8 

0.40551935

9 

0.40551935

2 

0.40551934

9 

0.40551934

8 

0.40551934

7 

0.40551934

7 

0.40551934

7 

0.40551934

7 

0.40551934

7 

0.40551934

7   

2048 

0.40551941

1 

0.40551933

2 

0.40551933

0 

0.40551932

9 

0.40551932

9 

0.40551932

9 

0.40551932

9 

0.40551932

9 

0.40551932

9 

0.40551932

9 

0.40551932

9 

0.40551932

9 

٠ج١ٓ ل١ّخ اٌزىبًِ اٌضٕبئٟ  (4)عذٚي 

2 3

1 2

ln( 2)xy dxdy   ثطش٠مخRTT 
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 المناقشت

 ٔغزٕزظ ِٓ خلاي ٔزبئظ عذاٚي ٘زا اٌجؾش أٗ ػٕذ ؽغبة اٌزىبِلاد اٌضٕبئ١خ ثبٌمبػذح اٌّزوٛسح        TT  ٟإْ ٘زٖ اٌمبػذح رؼط

اٌطش٠مخ   ل١ّبً صؾ١ؾخ )ٌؼذح ِشارت ػشش٠خ( ِمبسٔخ ِغ اٌم١ُ اٌؾم١م١خ ٌٍزىبِلاد ثبعزؼّبي ػذد ِٓ اٌفزشاد اٌغضئ١خ ثذْٚ اعزؼّبي

 اٌزؼغ١ٍ١خ ػ١ٍٙب  وّب ٠ظٙش رٌه ثٛظٛػ أوضش فٟ ؽغبة اٌزىبِلاد اٌضٕبئ١خ راد اٌّىبِلاد اٌّغزّشح فٟ وً ٔمطخ ِٓ ٔمبغ ِٕطمخ

 اٌزىبًِ.

فٟ ٔمطخ أٚ أوضش ِٓ ِٕطمخ اٌزىبًِ ,ػٍٝ عج١ً اٌّضبي ,فٟ اٌزىبًِ الأٚي  ؽصٍٕب  ٚوزٌه راد اٌّىبِلاد اٌّؼزٍخ اٌّشزمبد اٌغضئ١خ

,16ػٍٝ ل١ّخ صؾ١ؾخ ٌضلاس ِشارت ػشش٠خ  ػٕذِب  8m n m n     ثمبػذحTT ٚفٟ اٌزىبًِ اٌضبٟٔ اٌّؼزً اٌّشزمبد,

,128ؽصٍٕب ػٍٝ صلاس ِشارت ػشش٠خ صؾ١ؾخ ػٕذِب(1,1)ٕمطخاٌغضئ١خ ػٕذ اٌ 256m n m n    ثبعزخذاَ اٌمبػذحTT . 

اٚ اوضش  ِٓ ِٕطمخ اٌزىبًِ وّب  فٟ اٌزىبًِ اٌضبٌش  اٌصؾ١ؾخ فٟ ؽبٌخ اٌزىبِلاد اٌّؼزٍخ فٟ ٔمطخ  ٚوزٌه  ؽصٍٕب ػذد ِٓ اٌّشارت 

128,256,512mؽصٍٕب ػٕذِب  n   ػٍٝ صلاس ِشارت ػشش٠خ صؾ١ؾخ  ػٕذ اعزؼّبي اٌمبػذحTT ٚفٟ اٌزىبًِ اٌشاثغ .

256,512,1024,2048mؽصٍٕب ػٕذِب  n    ػٍٝ خّظ  ِشارت ػشش٠خ  صؾ١ؾخ ا٠عب ػٕذ اعزؼّبي اٌمبػذحTT. 

فعً ِٓ ؽ١ش عشػخ الالزشاة ِغ اٌمبػذح اٌّزوٛسح أػطذ ٔزبئظ أ إلا إْ اٌغذاٚي أٚظؾذ أٗ ِٓ خلاي اعزخذاَ  رؼغ١ً سِٚجشن

ثبٌٕغجخ ٌٍزىبًِ RTTثطش٠مخ  اٌٝ اٌم١ُ اٌزؾ١ٍ١ٍخ ثؼذد ل١ًٍ ِٓ اٌفزشاد اٌغضئ١خ ٔغج١بً,.إر وبٔذ صؾ١ؾخ لاسثؼخ ػشش ِشرجخ ػشش٠خ 

ٌزىبًِ اٌضبٟٔ الاٚي  . ٚوزٌه فٟ ؽبٌخ اٌزىبِلاد راد اٌّىبِلاد اٌّغزّشح ٌىٓ  ِؼزٍخ اٌّشزمبد اٌغضئ١خ اٚ اٌّىبِلاد اٌّؼزٍخ ففٟ ا

ػٍٝ اؽذٜ ػشش ِشرجخ ػشش٠خ  صؾ١ؾخ , ٚفٟ اٌزىبًِ اٌضبٌش ؽ١ش اٌّىبًِ ِؼزً ؽصٍٕب  ػٍٝ  RTTؽصٍٕب ثبعزخذاَ غش٠مخ 

512mاصٕزٟ ػشش ِشرجخ ػشش٠خ صؾ١ؾخ ػٕذِب  n   ثبعزؼّبي اٌمبػذح اٌّزوٛسح,ٚفٟ اٌزىبًِ اٌشاثغ غ١ش اٌّؼشٚف اٌم١ّخ

اٌزؾ١ٍ١ٍخ ٚاٌّؼزً ؽصٍٕب ػٍٝ ل١ّخ رمش٠ج١خ ٌٍزىبًِ صؾ١ؾخ ػٍٝ الالً ٌزغغ ِشارت ػشش٠خ. ٚلذ أٚظؾذ اٌغذاٚي إْ غش٠مخ 

فٟ  RTTثزٌه ٠ّىٓ الاػزّبد ػٍٝ اٌطش٠مخ رؼغ١ً سِٚجشن راد أ١ّ٘خ وج١شح فٟ رؼغ١ً الزشاة اٌم١ُ إٌٝ اٌم١ُ اٌؾم١م١خ ٌٍزىبِلاد ٚ

 ؽغبة اٌزىبِلاد اٌضٕبئ١خ ِّٙب وبْ عٍٛن اٌّىبًِ فٟ ِٕطمخ اٌزىبًِ .
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 1984[  محمد , ػٍٟ ؽغٓ , " إ٠غبد ل١ُ رىبِلاد ِؼزٍخ اٌّىبًِ " سعبٌخ ِبعغز١ش غ١ش ِٕشٛسح ِمذِخ  إٌٝ عبِؼخ اٌجصشح , 14 [

,صفبء ِٙذٞ  , " رؾغ١ٓ إٌزبئظ ٌؾغبة اٌزىبِلاد اٌضٕبئ١خ ػذد٠ب ِٓ خلاي اعزخذاَ غش٠مخ رؼغ١ً سِٚجشن ِغ لبػذرٟ إٌمطخ ِٛعٝ  [15]
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 ملاحظة
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