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 Lammتحليل الاستقرارية للحلول اللازمنية لمعادلة 
 بدران جاسم سالم ، عدي احمد جاسم ، رنا عبد الله احمد 

 قسم الرياضيات ، كلية التربية الاساس ، جامعة الموصل ، الموصل ، العراق  
 ( 0228/  0/  02  تاريخ القبول: ---- 0222/  8/ 02  تاريخ الاستلام:) 

 الملخص
 Fourier  (Fourier mode Stabilityباستخدام طريقة تحليل الاستقرارية من  النطمط  Lammالبحث دراسة تحليل الاستقرارية لمعادلة  تم في هذا

analysis في حالتي ،الأولى في حالة كو  السعة ثابتة والثاطية فني حالنة كنو  السنعة مت ينرت باسنتخدام الحنل التحليلني وقند تبني  اطنك فني حنالتي كنو ) 
 دائماّ تحت أي ظروف. ا"عة ثابتة و حالة كو  السعة مت يرت فا  الحل يكو  مستقر الس
  المقدمة -1
أي طظنننام م منننا كاطنننت طبيعتنننك اذا وجننند فننني حالنننة منننا يقنننال أ  الحالنننة  

اذا كاطننننت اجاتاجننننات أو التننننجثيرات الخارجيننننة التنننني  (stable)مسننننتقرت 
الشمسنني تلننى سننبيل . الطظننام Sيتعننرل ل ننا الطظننام لا تننلثر فنني الحالننة 

ذلننأ أ  الكواكنن  ، المثننال موجننود حالينناّ فنني حالننة معتمنندت تلننى الننام  
تنننندور حننننول الشننننمس صننننورت مطتظمننننة وفنننني حالننننة دخننننول جسننننم سننننماوي 
أضافي ص ير الى الطظام الشمسي فا  هنذا الطظنام لا يتنجثر اذ لا تتنجثر 
الحالنننننة الأصنننننلية ل ننننننذا الطظنننننام باجاتاجننننننات الصننننن يرت، أي أ  الطظننننننام 

 .[5]شمسي مستقرال
ومنن  الأمثلننة الم مننة الأخننره تلننى مر ننوم الاسننتقرارية التطننويري، حركننة 

والاطجنننذا  الكيمينننائي اذ أ   Diffusionالأمبينننا تحنننت تنننجثير الاطتشنننار 
هنننذا الأخينننر هنننو تبنننارت تننن  الحركنننة الطاتجنننة تننن  الت ينننرات فننني تركينننا 

يكنننو   ينننر  التننني ترراهنننا الاميبنننا طرسنن ا، هنننذا الطمنننوذ  ةالمننواد الكيميائيننن
أو معننننننندل التحليننننننننل  (Motility)مسنننننننتقر اذا كاطننننننننت قابلينننننننة الحركننننننننة 

(Decay Rate)  للمنننادت الجاذبنننة صننن يري  أو اذا كنننا  معننندل اجفنننراا
(Secretion Rate) كبيري .ول نذ  الظناهرت  يأو قوت الاطجنذا  الكيمينائ

طرسنننك يططبنننق تلنننى  مأهمينننة كبينننرت فننني تلنننم الأحينننام التطنننويري، والمر نننو 
 .[5]لظواهر الطبيعية الأخره جميع ا

 : النموذج الرياضي-2 
 ينننننر  Lammمعادلنننننة  التراتنننننل المعروفنننننة-الاطتشنننننارمننننن  معنننننادلات  

 [9]الخطية آلاتية:
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 مع الشروط الأولية والحدودية:
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),(حيث tru طرد المركايداخل طابذت ال معي  تمثل تركيا سائل ، 
معامل  Sمعامل الاطتشار،  D، الطابذت طصف قطر rالام ،  tوا  

 . [1] طابذتالسائل داخل ال سرتة الدورا  wالترسي ، 

استقرارية الحلول اللاامطية ل ذا  (1978)في تام  Maginuدرس 
 Liapunovالاطتشار باستخدام طريقة –الطوع م  معادلات التراتل 

شروط الاستقرارية وبي  أ  هذ  الشروط مرتبطة  الثاطية اذ حصل تلى
 .[4]تلى طحو وثيق بشروط الوجود ل ذ  الحدود

بتوضنننني   (1980)فنننني تننننام  Conleyو Smallerكمننننا قننننام كننننل منننن  
ودراسنننة كيرينننة اسنننتخدام تننندد مننن  المرننناهيم التبولوجينننة للحصنننول تلنننى 

 .[2]معلومات أدق بشج  الحلول اللاامطية لمعادلات التراتل والاطتشار
اسننننتقرارية الحلننننول الثابتننننة لمعننننادلات  1986فنننني تننننام  Howesاختبننننر 

الت يننر الحننراري والاطتشننار للتننجثيرات فنني البياطننات الأوليننة وقنند اسننتخدمت 
بشنننكل خنننا  شنننروط تلنننى حننندود التراتنننل والاطتشنننار جثبنننات اسنننتقرارية 

وهننذ  الشننروط هنني معامننل اطتشننار الحننرارت  يكننو  اكبننر  الطبقننة اللاامطيننة
  [0,1]لصنرر وكنذلأ اطتشنار الحنرارت ضنم  فتنرت امطينة معيطنة هنيم  ا
[3]. 

سننرتة  2000فنني تننام  Weiming  and Borries وجنند كننلا منن  
بواسنننننطة تحلينننننل حجنننننم التواينننننع المسنننننتمر   Lammالترسننننني  لمعادلنننننة 

 .[8]والمتقطع لجايئات تيطة ص يرت.باستخدام طريقنة العطاصنر المطت ينة
الحنندود  Yun Wang, Chao   كننلا منن اسننتخدام 2006وفنني تننام 

جيجنننناد سننننرتة الترسنننني  ووجنننندا أ   Lammالكاملننننة لمعادلننننة  ةالتقريبينننن
 .[9] ت  القيم الحقيقية 1%الاختلاف بمقدار الاطحراف هو اص ر م 

وفنننني هننننذ  الدراسننننة تمننننت دراسننننة مرصننننلة لاسننننتقرارية الحلننننول اللاامطيننننة 
 Fourierة طمننط باسننتخدام تحليننل الاسننتقراري لمعادلننة الحمننل والاطنننتشار

فنني حننالتي  الأولننى فنني حالننة كننو  السننعة ثابتننة والثاطيننة فنني حالننة كننو  
 السعة مت يرت.

 تحليل الاستقرارية: -3
أ  هذا الطوع م  دراسة الاستقرارية يوض  كثيراّ م  خنوا  الاسنتقرارية 
الشنائعة فني ميكاطينأ الموائنع والرياينام وتلنم الأحينام اذ يوضن  كيننف أ  

)ظنننروف خارجينننة قننند تنننوثر تلنننى الاسنننتقرارية ا صننن يراّ ت ينننر أو ااتاجننن
فنني الطظننام الريايننائي ( تليننك وتجعننل الطظننام  يننر مسننتقر أو قنند لا تننلثر

يمك  أ  يلدي فني الط اينة النى طتنائي بعيندت كمنا يسناتدطا هنذا الطنوع من  
دراسننة تحليننل الاسننتقرارية فنني دراسننة السننلوأ المسننتقبلي للطظننام الريايننائي 

 [5].ر تدم الاستقرارية في الطظامويبي  كذلأ تجثي
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 :  Lammالتحويلات اللابعدية لمعادلة  -4
النننى الحالنننة اللابعدينننة  (1)المتمثلنننة بالمعادلنننة  Lammلتحوينننل معادلنننة 

فجططننا  r, tفنني )وهنني الحالننة التنني تجعننل المعادلننة خاليننة منن  الوحنندات( 
 [7] طحتا  الى التحويلات آلاتية:
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ثوابت بندو  وحندات وهني طصنف القطنر   L,T,W,Rث أ  كلا م  حي
وباسنتخدام هنذا التحوينل طحصنل ، والسرتة والام  والطول تلنى التنوالي 
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 يطتي: (1)وبعد تعويل الكميات أتلا  في المعادلة 
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 تصبح: (1)حدودية في المعادلة والشروط الأولية وال
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 .Lammتمثل الصي ة اللابعدية لمعادلة  (3)حيث المعادلة 
لمعادلللللة  (Fourier) فللللورير تحليللللل الاسللللتقرارية مللللن الللللنمط -5

Lamm: 

 تحليل الاستقرارية في حالة السعة ثابتة: -5-1
   [5]ى الشكل الأتي:الركرت الأساسية ل ذ  الطريقة هي افترال الحل تل

)4(),()(),( 21 TRuRutru  
1)(اذ تمثنننننننل  Ru  فننننننني حننننننني  تمثنننننننل  (3)الحنننننننل اللاامطننننننني للمعادلنننننننة

),(2 TRu  :اجاتا  الذي يعاطيك الطظام المعتمد تلى الام  حيث 
)5(),( )(

2

cTRikAeTRu  
1i    ،21 iccc     ،0k    ،0A 

تندد  وهنو :التنردد (يمثنل العندد ألمنوجي  k يمثل سعة الموجة،  A حيث
الذبننذبات التنني تحنندث فنني امنن  معنني  فنني الرتننرت   , ( ،c  هنني

سننرتة الموجننة وهنني ذات قيمننة معقنندت، وا  القيمننة الموجبننة أو السننالبة لننن 

2c   هننننني التننننني تحننننندد حالنننننة الاسنننننتقرار أو تدمنننننك، فرننننني حالنننننة كنننننو
02 c  ياداد اجاتا  بمرور الام ، وا  الحنل يكنو   ينر مسنتقر

02فننني هنننذ  الحالنننة. أمنننا فننني حالنننة كنننو   c  فنننا  اجاتنننا  يتلاشنننى
الحالنننننة. أمنننننا تطننننندما بمنننننرور النننننام  ويكنننننو  الحنننننل مسنننننتقر فننننني هنننننذ  

02 c  ف ننني تعطننني مطحطننني الاسنننتقرارية المتعادلنننة وهنننو المطحطننني
 الذي يرصل بي  المططقة المستقرت و ير المستقرت.

 طحصل تلى: (3)في المعادلة  (4)وبتعويل المعادلة 
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 اللاامطية طحصل تلى: وبرصل الحالتي  الامطية و
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تمثنل   (7)تمثل الحالة الامطية في حني  المعادلنة  (6) حيث أ  المعادلة

 [6] الحالة اللاامطية ، والتي يكو  الحل ل ا بالشكل التالي:
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 طحصل تلى: (6)في المعادلة  (5)وبتعويل المعادلة 
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21بنالتعويل تنن  قيمننة  iccc   ومسنناوات الجننام الحقيقنني والجننام
 الخيالي يطتي:
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 1cوب ذا طحصل تلى قيمة 
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هننننننني التننننننني تحننننننندد وجنننننننود الاسنننننننتقرارية مننننننن  تننننننندم ا  2cوبمنننننننا أ  
WSkDوا  02موجبنننة دائمننناّ فنننا   ,,, c  وبنننذلأ فنننا  الطظنننام

 في هذ  الحالة يكو  مستقر دائماّ تحت أي ظرف م  ظروف.
 تحليل الاستقرارية في حالة السعة متغيرة: -5-2

 [5]تتحول الى:  (4)حالة كو  السعة مت يرت فا  المعادلة في 
)8()(),( )(

2

cTRikeRATRu  
 يطتي: (6)في المعادلة  (8)وبتعويل المعادلة 

)9(0)()()(  RARARA  
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  [5]تكو :  (9)وا  المعادلة المميات للمعادلة 
)10(02  mm 

 هما:(10) جذري المعادلة 
)11(4

2

1

2

1 2  m 

042اذا كننا  المقنندار المميننا    فننا  الحننل العننام للمعادلننة
فقنننننننننننط، أمنننننننننننا اذا كننننننننننننا   ()الحل الصننننننننننننرريهنننننننننننو الحنننننننننننل التافنننننننننننك (9)

042    منع الشنروط الحدودينة فني  (9)فالحل العنام للمعادلنة
  [5] هو: (2)المعادلة 
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24حيث أ 
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1
   وأ ،A, B  .ثوابت اختيارية 

   وباستخدام الشروط الحدودية طحصل تلى:
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 يطتي: (14)في المعادلة  (13)وبتعويل المعادلة 
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هننننننني التننننننني تحننننننندد وجنننننننود الاسنننننننتقرارية مننننننن  تننننننندم ا  2cوبمنننننننا أ  
),,,,,,(وا  nRWSkD   02موجبة دائماّ فا c   وبنذلأ فنا

 " تحت أي ظروف.الطظام في هذ  الحالة يكو  مستقر دائماّ أيضا
 الاستنتاجات: -6

طستطتي م  خلال دراسة الاستقرارية في حالتي كو  السعة ثابتنة والسنعة 
والشنروط الحدودينة  (1)المتمثلة بالمعادلة  Lamm مت يرت أ    معادلة 

وهنننذا يعنننود النننى كنننو  السنننرتة فرضنننت تكنننو  مسنننتقرت  (2)فننني المعادلنننة 
وذلننأ لا  السننرتة قيمننة  t ثابتننة بالطسننبة الننى ظننرف امطنني معنني  وهننو

 . Rتربيعية أي سوف تكو  موجبة دائما وكذلأ بالطسبة لطصف القطر 
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Abstract 
The Stability Analysis of Lamm equation by using Fourier mode Stability analysis in two cases has been 

considered, the first one when the amplitude is constant and the second one when the amplitude is variable. In 

both cases, the solution is always stable 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


