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Derivation Numerical Method by Using Mid Point Rule to 

Evaluate Triple Integrations with Singular Partial  

Derivative Integrands 
 

التكاملاث الثلاثيت راث اشتقاق طريقت عذديت باستخذام قاعذة النقطت الوسطى لحساب 

 المكاملاث المستمرة لكنها معتلت المشتقاث الجزئيت
 

 ػٍٟ ؼّضٖ ػثاط      محمد سصاق عٍّاْ         أ.ػٍٟ ؼغٓ محمد

 ظاِؼح اٌىٛفح/و١ٍح اٌرشت١ح ٌٍثٕاخ/لغُ اٌش٠اظ١اخ

 تؽـــــس ِغرـــــً
 

 

           المستخلص               
اْ اٌٙذف الاعاعٟ ِٓ ٘زا اٌثؽس ٘ٛ اشرماق لاػذج ٌؽغاب ل١ُ اٌرىاِلاخ اٌصلاش١ح ػذد٠ا راخ اٌّىاِلاخ اٌّغرّشج ٌىٕٙا        

,ِؼرٍح اٌّشرماخ اٌعضئ١ح فٟ غ١ش اؼذٜ ٔٙا٠رٟ ِٕطمح اٌرىاًِ تاعرخذاَ لاػذج إٌمطح اٌٛعطٝ ػٍٝ الاتؼاد اٌصلاشح  ,X Y Z 

ِٓ خلاي  [4], [1]ٚو١ف١ح ا٠عاد ؼذٚد اٌرصؽ١ػ ٌٙا )ص١غح اٌخطأ ( ٚذؽغ١ٓ ٘زٖ إٌرائط  تاعرخذاَ غش٠مح  ذؼع١ً سِٚثشن 

ِغا٠ٚح   X , ػٕذِا ٠ىْٛ ػذد اٌفرشاخ اٌعضئ١ح اٌرٟ ذعضأ ا١ٌٙا فرشج اٌرىاًِ ػٍٝ اٌثؼذ اٌذاخٍٟ ؼذٚد اٌرصؽ١ػ اٌرٟ ٚظذٔا٘ا 

ِٚغا٠ٚح اٌٝ ػذد اٌفرشاخ اٌعضئ١ح اٌرٟ ذعضأ ا١ٌٙا   Yذعضأ ا١ٌٙا فرشج اٌرىاًِ ػٍٝ اٌثؼذ الاٚعػ   اٌٝ ػذد اٌفرشاخ اٌعضئ١ح اٌرٟ

   . Zفرشج اٌرىاًِ ػٍٝ اٌثؼذ اٌخاسظٟ 

٠ّٚىٓ الاػرّاد ػ١ٍٙا  وٛٔٙا لذ أػطد  دلح ػا١ٌح ِٓ خلاي اٌرىاِلاخ اٌرٟ  RMMM ٚعٛف ٔشِض ٌٙزٖ اٌطش٠مح تاٌشِض

 .ط ِماسٔح ِغ اٌم١ُ اٌرؽ١ٍ١ٍح ٌٍرىاِلاخ تؼذد فرشاخ ظضئ١ح ل١ٍٍحاعرؼشظٕا٘ا فٟ إٌرائ
 

Abstract 
The main aim of this research is to derive rule to find values of triple  integrals, numerically its 

integrands have singular partial derivatires not on the end of the region of  integration  by  using 

the mid point rule with the three direction  X,Y and  Z . And to derive the correction error terms 

and we used Romberg acceleration to improve the results when the number of subintervals on 

the three  dimensions are equal . We used the symbole RMMM to indicate this method and we 

can depend on this method because it gave high accuracy on the results  with respect to the 

analytical values of integrations and with little subintervals.                                                                                   
 

 المقذمت .1
ذىّٓ فٟ اترىاس غشائك ِؼ١ٕح  ذغاُ٘ فٟ ا٠عاد ؼٍٛي ذمش٠ث١ح ٌّغائً فٟ اٌش٠اظ١اخ ِٕٚٙا  ِٛظٛع اٌرؽ١ًٍ اٌؼذدٞ اْ ا١ّ٘ح        

ذشىً ظضءاً ِّٙا ِٓ ٘زا اٌّٛظٛع , إر إْ ٘زٖ الأ١ّ٘ح ذىْٛ ٚاظؽح أوصش فٟ اٌرطث١ماخ اٌؼ١ٍّح اٌرٟ ٠ّاسعٙا اٌرٟ ٌرىاِلاخ ا

 ًِ ظاء ٔر١عح صؼٛتاخ ِٕٙا :إْ إ٠عاد اٌم١ّح اٌرمش٠ث١ح ٌٍرىاٚ ,إٌّٙذعْٛ ٚاٌف١ض٠ائ١ْٛ 

 . ٍرىاًِاٌرؽ١ٍ١ٍح ٌ م١ّحاٌاعرؽاٌح إ٠عاد  .1

 .صِٓ غ٠ًٛ ذؽراضٍٚرىاًِ ِّىٕح ٌٚىٓ تّشمح ٌ اٌرؽ١ٍ١ٍح  م١ّحاٌ ػٕذِا ذىْٛ ػ١ٍّح إ٠عاد .2

                                                                                                           .لذ ذىْٛ ل١ّح اٌرىاًِ اٌرؽ١ٍ١ٍح ذمش٠ث١ح أعاعا لاؼرٛائٙا ػٍٝ ؼذٚد ذأخز ل١ّٙا ِٓ اٌعذاٚي)ِصً اٌٍٛغاسذُ اٚ ِؼىٛط اٌظً(  .3

ّا وِؼذٚدج فٟ فرشج اٌرىاًِ(  اٌذاٌح ِؼشفح فٟ ٔماغ  أْأٞ  د ِٕؽٓ ِؼشّف تعذٚي ل١ُ )ٟ٘ إ٠عاد ِغاؼح ذؽ حّغأٌاٌلذ ذىْٛ  .4

 .ٟ٘ اٌؽاي ػٕذ ذؽ١ًٍ ٔرائط اٌرعاسب 

اٌّىاًِ  وْٛاٌصٕائٟ  ِٚٓ ِشىٍح إ٠عاد ل١ّح اٌرىاًِ الأؼادٞ  وصش ذؼم١ذاذشىً ِغأٌح ا اٌصلاشٌٍٟرىاًِ ػذد٠ح ػ١ٍّح إ٠عاد ل١ّح  ْأ

ذشىً  ٚالاػرلاي فٟ اٌّشرماخ اٌعضئ١ح ٌٍّىاًِأٚالاػرلاي فٟ اٌّىاًِ أ ٚاْ ِغاٌح الاعرّشاس٠ح  ز ِرغ١شاخشلإ٘ا ٠ؼرّذ ػٍٝ 

  رىاًِ وّااٌ ( ١ٌٚظ ِغ فرشاخSurfaces( أٚ عطٛغ )Regionsصؼٛتاخ وث١شج ٚوزٌه فإٕٔا ٕ٘ا عٕرؼاًِ ِغ ِٕاغك اٌرىاًِ )

  فٟ ؼاٌح اٌرىاًِ الأؼادٞ .

ٍِؽح لإ٠عاد ل١ُ ذمش٠ث١ح ٌٙزٖ  أصثؽد اٌؽاظح ٚػ١ٍٗؽالاخ اٌ ٌثؼطاٌرىاِلاخ ِٓ ٘زا إٌٛع ١ٌظ تالأِش اٌغًٙ إْ إ٠عاد ل١ُ ٌٙزا ف 

 اٌّصاي عث١ً ػٍٝ, ٌٍؽعَٛ اٌزاذٟ اٌمصٛس ٚػضَ اٌّرٛعطح ٚاٌّشاوض اٌؽعَٛ إ٠عاد فٟ اٌصلاش١حاٌرىاِلاخ ٚذىّٓ أ١ّ٘ح اٌرىاِلاخ 

  اٌّىافئ اٌمطغ ت١ٓ اٌٛالغ اٌؽعُ,
2 22z x y  ٚالاعطٛأح 

24z y   ,ُ4 الاعطٛأح داخً اٌٛالغ ٚاٌؽعcos( )  

 تاٌىشج الأػٍٝ ِٓ اٌّؽذد
2 2 16z   ِٓٚ ً0تاٌّغرٛٞ الأعفz   ,داخً لغااٌٛ ٌٍؽعُ  اٌّرٛعػ اٌّشوض ٚؼغاب 
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2 2 9x y  0  اٌّغرٛٞ ٚفٛقz  4 اٌّغرٛٞ ٚذؽدx z     ,اٌىصافح راخ اٌىرً إ٠عاد فٟ أ١ّ٘رٙا ذثشص ٚوزٌه 

  [7] آ٠شص  فشأه .اٌّؼذْ ِٓ سل١مح صف١ؽح أٚ سف١غ عٍه ِٓ لطؼح ِصً اٌّرغ١شج

ِٚٓ اٌثاؼص١ٓ اٌز٠ٓ عٍطٛا اٌعٛء ػٍٝ ؼغاب اٌرىاِلاخ راخ  اٌصلاش١حِّا دػا وص١ش ِٓ اٌثاؼص١ٓ إٌٝ اٌؼًّ فٟ ِعاي اٌرىاِلاخ 

                                                                   :  اٌّىاِلاخ اٌّغرّشج تاٌص١غح       1 2 3, ,f x y z f x f y f z 

غش٠مح ذؼع١ً سِٚثشن ِغ لاػذج إٌمطح اٌٛعطٝ ػٍٝ اٌرىاًِ  اعرخذِد غشائك ِشوثح ِٓ 2009[ فٟ ػاَ 6ظ١اء ] اٌثاؼصح

)( ٚوً ِٓ اٌطشائك zاٌخاسظٟ )اٌثؼذ  )RM RS  ,( )RM RM  ٚ( )RS RM ٌٝغش٠مح  اظافح ا( )RS RS  ٍٝػ

 2010ٚفٟ ػاَ ,   Y  ٚXِغ إٌغاء الاػرلاي ػٍٝ اٌثؼذ٠ٓ الأٚعػ ٚاٌذاخٍٟ (Xٚاٌرىاًِ اٌذاخٍٟ )اٌثؼذ (  Yاٌرىاًِ الأٚعػ )اٌثؼذ

ه تاعرؼّاي ٚرٌ لاش١حلذِد  غش٠مح ػذد٠ح ٌؽغاب ل١ُ اٌرىاِلاخ اٌص إر ح ظ١اءاٌثاؼص خذِرٌّٗا اعر شاِغا٠ أعٍٛتا [5]لذِد ػىاس 

 اٌفرشاخ ػذد٠ىْٛ ػٕذِا  X ,Y  ٚZ ادتؼغش٠مح ذؼع١ً سِٚثشن ػٍٝ اٌم١ُ إٌاذعح ِٓ ذطث١ك لاػذج إٌمطح اٌٛعطٝ ػٍٝ الا

h)إْ  اٞ غا٠ٚحرِ ٚالاٚعػ ٚاٌخاسظٟ ػٍٝ اٌثؼذ اٌذاخٍٟ اٌرىاًِ فرشج إ١ٌٙا ذعضأ اٌرٟ اٌعضئ١ح h h   ) ٚأعّرٙاRMMM 

ِغ  ؼاٌر١ٓٚ لذِد  , غش٠مح ذؼع١ً سِٚثشن Rٚ الاتؼاد اٌصلاشح ذشِض ٌماػذج إٌمطح اٌٛعطٝ اٌّطثمح ػٍٝ  MMM أْؼ١س 

 أِٚغرّش ٌىٓ ِؼرً اٌّشرماخ اٌعضئ١ح  أٚ ِغرّش )   اٌثش٘اْ لإ٠عاد اٌص١غح اٌؼاِح ٌؽذٚد اٌرصؽ١ػ  ٌىً ؼاٌح ِٓ ؼالاخ اٌّىاًِ

 .رخذِحٚلذ ؼصٍد ػٍٝ ٔرائط ظ١ذج ٚتؼذد ل١ًٍ ِٓ اٌفرشاخ اٌعضئ١ح اٌّغ ٔٙا٠رٟ ِٕطمح اٌرىاًِ ( فٟ اؼذٜ اٚ وٍرٟ ِؼرً

 . 1975[ ػاَ 2] سات١ٕٛذض ٚ ً تاٌرىاِلاخ راخ اٌّىاِلاخ اٌّؼرٍح ٌىُٕٙ وأٛا ٠ٍّْٙٛ الاػرلاي , داف١١ضػُِّٕٙ ِٓ ٚ

  f(x,y,z)ػٕذِا ذىْٛ داٌح اٌرىاًِ   اٌصلاش١ح ٌٍرىاِلاخ  ذمش٠ث١ح ل١ُ ٌؽغابػذد٠ح  ٠محغش أ٠عادػٍٝ عٛف ٔؼًّ ٘زا تؽصٕا فٟ 

الاػرلاي ؼصشاً فٟ  ػٕذِا ٠ىْٛ ٌٙا اٌخطأ ٚص١غحِغرّشج ٌٚىٕٙا ِؼرٍح اٌّشرماخ اٌعضئ١ح فٟ غ١شاؼذٜ ٔٙا٠رٟ ِٕطمح اٌرىاًِ 

إٌمطح 0 , ,n nx y z ٚإٌمطح أ  0 0, ,nx y z ٖػٍٝ اٌّطثمح إٌمطح اٌٛعطٝ لاػذج ِٓ ِشوثح غش٠مح ػٓ ػثاسج اٌطش٠مح ٚ٘ز 

 ػٍٝ اٌثؼذ اٌذاخٍٟ اٌرىاًِ فرشج إ١ٌٙا ذعضأ اٌرٟ اٌعضئ١ح اٌفرشاخ ػذد ذىْٛ ػٕذِا( ٚاٌخاسظٟ ٚالأٚعػ اٌذاخٍٟ) اٌصلاشح الأتؼاد

 ٔرائط ٚظذٔا٘ا ذؼطٟا اٌرٟ اٌرصؽ١ػ ؼذٚد اعرخذاَذؼع١ً سِٚثشن ت ِغ اٌطش٠مح ٘زٖ إْ ٚلاؼظٕا غا٠ٚحرِ ٚالاٚعػ ٚاٌخاسظٟ

ً  ل١ٍٍح ظضئ١ح فرشاخ ٚعش٠ؼح ِٓ ؼ١س اٌذلح ٚتؼذد ظ١ذج      . غ٠ًٛ ٚلد ذغرغشق ٚلا ٔغث١ا
 

 :الجزئيت: التكاملاث الثلاثيت لمكاملاث مستمرة لكنها معتلت المشتقاث 2
Triple Integrals For Continuous Integrands With 

Singular Partial Derivatives 

 تاٌص١غح : ٠ّىٓ وراترٗ  Iاٌرىاًِ اٌصلاشٟ  

     
0 0 0

, ,
n n nz y x

z y x

I f x y z dxdydz MMM h E h      

ؼ١س  , ,f x y z  ًِِؼشفح فٟ وً ٔمطح ِٓ ٔماغ ِٕطمح اٌرىا     0 0 0, , ,n n nx x y y z z    ٓ١ٌٚظ ٌٙا اػرلاي ٌٚى

                                      ِشرماذٙا اٌعضئ١ح غ١ش ِؼشفح فٟ ٔمطح أٚ أوصش ِٓ ِٕطمح اٌرىاًِ .
 

داٌتح اٌرىاِتً  ٌترى1ٓ: مبرهنةت  , ,f x y z  ًِؼشفتح فتٟ وتً ٔمطتح ِتٓ ٔمتاغ ِٕطمتح اٌرىاِت     0 0 0, , ,n n nx x y y z z   

ٌٚىٓ ِشرماذٙا اٌعضئ١ح غ١ش ِؼشفح ػٕذ إٌمطح  0 , ,n nx y z  ًِفاْ اٌم١ّح اٌرمش٠ث١ح ٌٍرىاI :٠ّىٓ ؼغاتٙا ِٓ اٌماػذج اٌرا١ٌح 
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1ؼ١س  2, ,...A A . شٛاتد ذؼرّذ فمػ ػٍٝ اٌّشرماخ اٌعضئ١ح ٌٍذاٌح 

 ٠ّىٓ وراترٗ تاٌصٛسج الاذ١ح : I اٌرىاًِ اٌصلاشٟ       : البرهان
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1 1

1 0 1 0 1 1 1 1 1

, , , , ( , , ) ...(1)
n n n n n n n n n

n n n n

z y x z y x z y x

z y x z y x z y x

f x y z dxdydz f x y z dxdydz f x y z dxdy
 

   

               

)4اٌشاتغ اٌرىاًِ  ِاػذاٖ اٌرىاِلاخ اٌصّا١ٔح اػلا ٔلاؼظ اْ )I اٌذاٌح( ِىاِلاذٙاظ١ّغ f(x,y,z) (  ٚغ١ش ِؼرٍح اٌّشرماخ ِغرّشج

1٘زٖ اٌرىاِلاخ  اٌعضئ١ح فٟ وً ٔمطح ِٓ ٔماغ ِٕاغك ذىاِلاذٙا ٌزا ٠ّىٓ ؼغاب ل١ُ 2 3 5 6 7 8( , , , , , , )I I I I I I I  خلاي ِٓ

ِغرّشج ٌٚىٓ ِشرماذٙا اٌعضئ١ح غ١ش ِؼشفح ػٕذ إٌمطح  f(x,y,z)اِا اٌرىاًِ اٌشاتغ فأْ  اٌذاٌح  [5]اٌص١غح اٌرٟ اشرمرٙا ػىاس

 0 , ,n nx y z ٘ٚاخ اٌصلاز ِرغ١شاخرا ٠ؼٕٟ إْ ِرغٍغٍح ذا٠ٍش ٌٍذٚاي ز Taylor's series for a functions of three 

variables , ِٛظٛدج فٟ وً ٔمطح ِٓ ٔماغ ِٕطمح اٌرىاًِ ػذا إٌمطح  0 , ,n nx y z  ٞ3[عغرش [ .                                  

    :                                                                         عٕؽغة ل١ُ ٘زٖ اٌرىاِلاخ تشىً ِرغٍغًٚ

 

 

1 1 1 1

0 0 0 1 1 0

1 1

1

1 1

1 1
3

0 1 1

1 1

2 4

1 2

( , , ) , ,

0.5 , 0.5 , 0.5

... ...(2)

t sn n

t s

z yz y x xn n

t sz y x z y x

n n

s t

t s

I f x y z dxdydz f x y z dxdydz

h f x h y h z h

a h a h

 

 

 

 

 

 

 

 

   

  

      



 

 

1 1 1

1 0 0 1 1 0

1

2

1

1
3

0 1 1

1

2 4

1 2

( , , ) , ,

0.5 , 0.5 , 0.5

... ...(3)

sn n n

n n s

yz y x z xn

sz y x z y x

n

s n

s

I f x y z dxdydz f x y z dxdydz

h f x h y h z h

b h b h



  







 



 

   

  

     



 

 

1 1 1

0 1 0 1 1 0

1

3

1

1
3

0 1 1

1

2 4

1 2

( , , ) , ,

0.5 , 0.5 , 0.5

... ...(4)

tn n n

n t n

zz y x y xn

tz y x z y x

n

n t

t

I f x y z f x y z dxdydz

h f x h y h z h

c h c h



  







 



 

   

  

     

 

ف١ٗ اٌذاٌح ِؼشفح ٌٚىٕٙا ِؼرٍح اٌّشرماخ اٌعضئ١ح فٟ إٌمطح ٚاٌزٞ  4Iاٌرىاًِ اٌشاتغ لا٠عاد ل١ّح اِا  0 , ,n nx y z  ٌٚؽغاب

ل١ّرٗ ٔغرخذَ ِرغٍغٍح ذا٠ٍش ؼٛي إٌمطح 1 1 1, ,n nx y z  : 
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ػٍٝ فشض إْ ظ١ّغ اٌّشرماخ اٌعضئ١ح ٌـ  , ,f x y z  ِٛظٛدج ػٕذ إٌمطح 1 1 1, ,n nx y z  ,   وْٛ اٌذاٌح فٟ ٘زٖ إٌمطح(

                                            .( (5 )ِؼشفح ٚلا٠ٛظذ ف١ٙا اػرلاي فؼ١ٍٗ ٠ّىٓ اعرخذاَ ِرغٍغٍح ذا٠ٍش ٌٙا اٌّزوٛسج فٟ اٌص١غح

                                                                                                                                                             

فٟ إٌّطمح )ِرغٍغٍح ذا٠ٍش( ( 5اٌرىاًِ اٌصلاشٟ ٌٍص١غح ) زٚتأخ     0 1 1 1, , ,n n n nx x y y z z   : ٍٝٔؽصً ػ 
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h تـ  (7)( تؼذ ظشب اٌص١غح 7( , )6ِٚٓ اٌص١غر١ٓ )
3

 ٔؽصً ػٍٝ :  
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,ؼ١س  , , , , ,i i i i i i ia b c d e g h  ٚ 1شٛاتد, 2,...i   . 
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1ؼ١س   2, ,...A A ْشٛاتد ذؼرّذ فمػ ػٍٝ اٌّشرماخ اٌعضئ١ح ٌٍذاٌح .أرٙٝ اٌثش٘ا. 
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تٕفظ اٌطش٠مح ٠ّىٓ اشرماق اٌماػذج ػٕذِا ذىْٛ داٌح اٌرىاًِ ِؼشفح ٌٚىٕٙا ِؼرٍح اٌّشرماخ اٌعضئ١ح فٟ إٌمطح ملاحظت :

 0, ,n nx y z إٌمطح ٚا  0, ,n nx y z
.
   

 

داٌح اٌرىاًِ  ٌرىٓ  مبرهنت  , ,f x y z  ًِِؼشفح فٟ وً ٔمطح ِٓ ٔماغ ِٕطمح اٌرىا     0 0 0, , ,n n nx x y y z z    ٌٓٚى

ِشرماذٙا اٌعضئ١ح غ١ش ِؼشفح ػٕذ إٌمطح  0 0, ,nx y z  ًِفاْ اٌم١ّح اٌرمش٠ث١ح ٌٍرىاI :٠ّىٓ ؼغاتٙا ِٓ اٌماػذج اٌرا١ٌح 
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1ؼ١س  2, ,...B B . شٛاتد ذؼرّذ فمػ ػٍٝ اٌّشرماخ اٌعضئ١ح ٌٍذاٌح 

 

 :٠ّىٓ وراترٗ تاٌصٛسج الاذ١ح I: اٌرىاًِ  البرهان
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 (14....) 

)5ٖ تاعرصٕاء اٌرىاًِ اٌخاِظ ٔلاؼظ اْ اٌرىاِلاخ اٌصّا١ٔح اػلا )Iاٌذاٌح (ِىاِلاذٙا  ظ١ّغf(x,y,z) ( ٚغ١ش ِؼرٍتح اٌّشترماخ ِغرّشج

1 ٘تتزٖ اٌرىتتاِلاخ اٌعضئ١تتح فتتٟ وتتً ٔمطتتح ِتتٓ ٔمتتاغ ِٕتتاغك ذىاِلاذٙتتا ٌتتزا ٠ّىتتٓ ؼغتتاب لتت١ُ 2 3 4 6 7 8( , , , , , , )I I I I I I I  ِتتٓ ختتلاي

ِغترّشج ٌٚىتٓ ِشترماذٙا اٌعضئ١تح غ١تش ِؼشفتح ػٕتذ إٌمطتح  f(x,y,z)اِا اٌرىاِتً اٌختاِظ فتأْ  اٌذاٌتح  [5]اٌص١غح اٌرٟ اشرمرٙا ػىاس

 0 0, ,nx y z اخ اٌتصلاز ِرغ١تشاخرا ٠ؼٕتٟ إْ ِرغٍغتٍح ذتا٠ٍش ٌٍتذٚاي زٚ٘ت Taylor's series for a functions of three 

variables , ِٛظتتتتتتٛدج فتتتتتتٟ وتتتتتتً ٔمطتتتتتتح ِتتتتتتٓ ٔمتتتتتتاغ ِٕطمتتتتتتح اٌرىاِتتتتتتً ػتتتتتتذا إٌمطتتتتتتح  0 0, ,nx y z  ٞ3[عغتتتتتترش .[                                    

:           عٕؽغتتتتتتتة لتتتتتتت١ُ ٘تتتتتتتزٖ اٌرىتتتتتتتاِلاخ تشتتتتتتتىً ِرغٍغتتتتتتتًٚ
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فتتٟ إٌّطمتتح اٌعضئ١تتح  5Iاٌرىاِتتً اٌختتاِظ  لا٠عتتاد ل١ّتتحاِتتا      1 0 1 0 1, , ,n nx x y y z z    ٔغتترخذَ ِرغٍغتتٍح ذتتا٠ٍش ٌٍذاٌتتح

 , ,f x y z  ؼٛي إٌمطح 1 1 1, ,nx y z . 
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ػٍتتٝ فتتشض إْ ظ١ّتتغ اٌّشتترماخ اٌعضئ١تتح ٌتتـ  , ,f x y z  ِٛظتتٛدج ػٕتتذ إٌمطتتح 1 1 1, ,nx y z , فتتٟ ٘تتزٖ إٌمطتتح  )وتتْٛ اٌذاٌتتح

                                               .( 5ِؼشفح ٚلا٠ٛظذ ف١ٙا اػرلاي فؼ١ٍٗ ٠ّىٓ اعرخذاَ ِرغٍغٍح ذا٠ٍش ٌٙا اٌّزوٛسج فٟ اٌص١غح 

                                                                                                                                                          

طمح فٟ إٌّ)ِرغٍغٍح ذا٠ٍش( ( 19اٌرىاًِ اٌصلاشٟ ٌٍص١غح ) زٚتأخ     1 0 1 0 1, , ,n nx x y y z z   : ٍٝٔؽصً ػ 
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ٔؼٛض ػٓ , ,x y z تـ  0 00.5 , 0.5 , 0.5nx h y h z h  ( ٔؽصً ػٍٝ :19فٟ اٌص١غح )          
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h تـ ( 21)ٚتؼذ ظشب اٌص١غح  ( 21( , )20ِٚٓ اٌص١غر١ٓ )
3

 ٔؽصً ػٍٝ : 

   

     

1 1

0 0 1

3

5 0 0

5

1 1 1 1 1 1 1 1 1

, , 0.5 , 0.5 , , 0.5

, , , , , ,
24

n

n

z y x

n

z y x

xx n yy n zz n

I f x y z dxdydz h f x h y h z h

h
f x y z f x y z f x y z



  

    

    

  

 

 

 

6

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

[ , , ( , , ) ( , , )
48

, , ( , , ) ( , , )

, , ( , , ) ( , , )] ...

...(22)

xxx n yyy n zzz n

xxy n xxz n yyz n

yzz n xyy n xzz n

h
f x y z f x y z f x y z

f x y z f x y z f x y z

f x y z f x y z f x y z

  

  

  

  

  

   

 

 

11 1

1 0 1 0 1

1

6

1

1
3 2 4

1 0 1 2

1

( , , ) , ,

0.5 , 0.5 , 0.5 ... ...(23)

tn n n

n t n

zz y x y xn

tz y x z y x

n

n t

t

I f x y z f x y z dxdydz

h f x h y h z h e h e h



 











 

      

     





 2014العذد الثالث/ علمي /  -المجلذ الثاني عشر –مجلت جامعت كربلاء العلميت 
 

263 

 

 

11 1

0 1 1 0 1

1

7

1

1
3 2 4

1 0 1 2

1

( , , ) , ,

0.5 , 0.5 , 0.5 ... ...(24)

sn n n

n s n

yz y x z xn

sz y x z y x

n

n s

s

I f x y z dxdydz f x y z dxdydz

h f x h y h z h g h g h



 











 

      

     



   

 

 

1 1

1 1 1 1

1 1

8

1 1

1 1
3 2 4

1 1 2

1 1

( , , ) , ,

0.5 , 0.5 , 0.5 ... ...(25)

t sn n n n

n t s n

z yz y x xn n

t sz y x z y x

n n

n s t

t s

I f x y z dxdydz f x y z dxdydz

h f x h y h z h h h h h

 

 

 

 

 



 

 

      

      



,ؼ١س  , , , ,i i i i i ia b c d e g  ٚ 1شٛاتد ذؼرّذ ػٍٝ اٌّشرماخ اٌعضئ١ح ٌٍذاٌح, 2,...i   . 

 ( ٔؽصً ػٍٝ :25ٚ)( 24( , )23)( , 22( , )18( , )17( , )16( , )15ٚتعّغ اٌص١غ )

 
0 0 0

3

0 0 0

1 1 1

2 1 2 1 2 1
, , , ,

2 2 2

n n nz y x n n n

k j iz y x

i j k
I f x y z dxdydz h f x h y h z h

  

   
     

 
    

   

   

5 6

1 1 1

2 4

1 2

24 4

... ...(26)

8

... , ,

xx yy zz xxx yyy zzz xxy xxz

yyz yzz xyy xzz n

h h
D D D D D D D D

D D D D f x y z B h B h

       

      

1ؼ١س   2, ,...B B ْشٛاتد ذؼرّذ فمػ ػٍٝ اٌّشرماخ اٌعضئ١ح ٌٍذاٌح . أرٙٝ اٌثش٘ا 
 

 فٟ إٌمطحتٕفظ اٌطش٠مح ٠ّىٓ اشرماق اٌمٛاػذ اٌرٟ ذىْٛ ف١ٙا داٌح اٌرىاًِ ِغرّشج ٌىٕٙا ِؼرٍح  ملاحظت : 0 0, , nx y z 
اٚ

 0 0. , ,nx y z 

                                 

 الامثلت .3

             1مثال 

0 1 1

2 2 1 / 3

1 0 0

( 1)I x z x z y d x d y d z


                                                                                              

فٟ اٌّشرمح الاٌٚٝ ٌٍذاٌح (0,1,0))لأٗ ػٕذ ذؼ٠ٛط إٌمطح (0,1,0)اٌّىاًِ ٕ٘ا ِغرّش ٌىٕٗ ِؼرً اٌّشرماخ اٌعضئ١ح فٟ إٌمطح 
2 2 1/3( 1)x z y  ( , )f x y xz   ) ل١ّرٗ ِغ  ٚػٕذ اٌّماسٔح ت١ٓ اٌم١ّح اٌرؽ١ٍ١ٍح ٌٍرىاًِفاْ إٌاذط ٠ىْٛ غ١ش ِؼشف

ٔلاؼظ أٙا ِرطاتمح ذّاِا" ٌغا٠ح اٌّشذثح اٌصاٌصح ػشش تؼذ اٌفاصٍح  ػٕذِا ( 1)ظذٚي سلُ  فٟ تشٔاِط اٌّاذلاب 

1 2 256m n n    ت١ّٕا وأد اٌم١ّح  (…,2,10/3,4,13/3,16/3,6تؼذ اعرخذاَ ذؼع١ً سِٚثشن  تؽذٚد ذصؽ١ػ )

٠ّٚصً ٘زا ذطث١ما" , تذْٚ ٘زا اٌرؼع١ً  الاتؼاد اٌصلاشحِشاذة ػشش٠ح تاعرخذاَ لاػذج إٌمطح اٌٛعطٝ ػٍٝ  ٌخّغحصؽ١ؽح 

         .(دل١مح 2.183ػٍّا" اْ اٌٛلد اٌزٞ اعرغشلٗ تشٔاِط اٌّاذلاب ٌٍؽغاب واْ) .(1ٍّثشٕ٘ح )ٌ

 

            2مثال 
1 1 1

2 2 2

0 0 0

(1 )I x y z dxdydz           

ِغرّش ٌىٕٗ ِؼرً اٌّشرماخ اٌعضئ١ح  فٟ إٌمطح ٕ٘ا اٌّىاًِ فاْ وزٌه  اٌرىاًِ ٕ٘ا ِٓ اٌرىاِلاخ اٌرٟ ١ٌظ ٌٙا ؼلا" ذؽ١ٍ١ٍا" 

ِلاؼظح ذىشاس اٌم١ّح فٟ الاػّذج ٕٚ٘ا ذىّٓ فائذج ٘زٖ اٌطش٠مح فٟ ا٠عاد ل١ُ ذمش٠ث١ح ٌٙزا إٌٛع ِٓ اٌرىاِلاخ ِٓ خلاي  (1,0,0)

1ػٕذِا )تشٔاِط اٌّاذلاب(الاخ١شج  فٟ اٌعذٚي ستؼحالا 2 64m n n    تؽذٚد ذصؽ١ػ تؼذ اعرخذاَ ذؼع١ً سِٚثشن

ار ٠ّىٓ اٌمٛي تاْ ل١ّح اٌرىاًِ ٟ٘ (1,0,0) تاٌشغُ ِٓ ٚظٛد الاػرلاي فٟ اٌّشرمح ػٕذ إٌمطح   (…, 2,4,6,8,10)

لاػذج   تاعرخذاَ ِشاذة ػشش٠ح  لاستؼحت١ّٕا وأد اٌم١ّح صؽ١ؽح ِمشتح اٌٝ استؼح ػششِشذثح ػشش٠ح  (0.96059195645489)

 .(2ٍّثشٕ٘ح )٠ٌّٚصً ٘زا ذطث١ما" , ( 2 اٌعذٚي سلُ)ِماسٔح ِغ ٘زٖ إٌر١عح وّا ِث١ٓ فٟ  الاتؼاد اٌصلاشحإٌمطح اٌٛعطٝ ػٍٝ 

 .شا١ٔح( 4.677تشٔاِط اٌّاذلاب ٌٍؽغاب واْ)ػٍّا" اْ اٌٛلد اٌزٞ اعرغشلٗ 
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            3مثال 

1 1 0

4 4 4 1/3

0 0 1

( )I x y z dxdydz


                                                                    

اٌّىاًِ ِغرّش ٌىٕٗ ِؼرً اٌّشرماخ اٌعضئ١ح  فٟ إٌمطح فاْ ِٓ اٌرىاِلاخ اٌرٟ ١ٌظ ٌٙا ؼلا" ذؽ١ٍ١ٍا"  وزٌه ا٠عاً اٌرىاًِ ٕ٘ا   

(0,0,0)  ً ٌغا٠ح استؼح ػٍٝ ل١ّح صؽ١ؽح ؼ١س ؼصٍٕا اٌرىاِلاخ  ذىّٓ فائذج ٘زٖ اٌطش٠مح فٟ ا٠عاد ل١ُ ذمش٠ث١ح ٌٙزا إٌٛع ِٓ ٚا٠عا

الاخ١شج  فٟ اٌعذٚي )تشٔاِط اٌّاذلاب ( ػٕذِا  الاستؼحاٌم١ّح فٟ الاػّذج  ِٓ خلاي ِلاؼظح ذىشاسػشش ِشذثح تؼذ اٌفاصٍح  

1 2 128m n n    تاٌشغُ ِٓ ٚظٛد الاػرلاي فٟ   (…, 2,4,13/3,6,8,10)تؼذ اعرخذاَ ذؼع١ً سِٚثشن تؽذٚد ذصؽ١ػ

ِمشتح اٌٝ استؼح ػششِشذثح ػشش٠ح  ( 0.76873958094616) ار ٠ّىٓ اٌمٛي تاْ ل١ّح اٌرىاًِ ٟ٘ (0,0,0) اٌّشرمح ػٕذ إٌمطح 

ِشاذة ػشش٠ح تاعرخذاَ لاػذج إٌمطح اٌٛعطٝ ػٍٝ الاتؼاد اٌصلاشح ِماسٔح ِغ ٘زٖ إٌر١عح وّا  ٌخّغحت١ّٕا وأد اٌم١ّح صؽ١ؽح 

ً  (2ٍّثشٕ٘ح )ٌ( .٠ّٚصً ٘زا ذطث١ما" 3ِث١ٓ فٟ )اٌعذٚي سلُ   .ا٠عا

 .شا١ٔح( 30.971ٍؽغاب واْ)ػٍّا" اْ اٌٛلد اٌزٞ اعرغشلٗ تشٔاِط اٌّاذلاب ٌ
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m=n1=n2 MMM K=2 K=10/3 K=4 K=13/3 K=16/3 K=6 K=19/3 K=22/3 

1 0.25000000000000                 

2 0.27495460108292 0.28327280144390               

4 0.28037258888110 0.28217858481382 0.28205806799129             

8 0.28168378787053 0.28212085420034 0.28211449576097 0.28211825761229           

16 0.28200893081249 0.28211731179315 0.28211692163306 0.28211708335786 0.28211702206706         

32 0.28209003492076 0.28211706962351 0.28211704295099 0.28211705103885 0.28211704935195 0.28211705004591       

64 0.28211029764435 0.28211705188555 0.28211704993190 0.28211705039729 0.28211705036380 0.28211705038954 0.28211705039500     

128 0.28211536228785 0.28211705050235 0.28211705035001 0.28211705037788 0.28211705037687 0.28211705037720 0.28211705037700 0.28211705037678   

256 0.28211662836288 0.28211705038790 0.28211705037529 0.28211705037697 0.28211705037693 0.28211705037693 0.28211705037692 0.28211705037692 0.28211705037692 

  

اٌرىاًِ اٌرؽ١ٍ١ٍح ِمشتح لاستؼح ػشش ِشذثح ػشش٠حل١ّح     

0 1 1

2 2 1/3

1 0 0

( 1) 0.28211705037699I xz x z y dxdydz


          

  

 (1) ظذٚي سلُ

 

 

 

m=n1=n2 MMM K=2 K=4 K=6 K=8 K=10 K=12 

1 0.86602540378444             

2 0.93608670099887 0.95944046673701           

4 0.95441171684771 0.96052005546400 0.96059202804579         

8 0.95904354316844 0.96058748527535 0.96059198059611 0.96059197984294       

16 0.96020464381885 0.96059167736899 0.96059195684190 0.96059195646485 0.96059195637317     

32 0.96049511521811 0.96059193901786 0.96059195646112 0.96059195645507 0.96059195645503 0.96059195645512   

64 0.96056774532840 0.96059195536517 0.96059195645499 0.96059195645489 0.96059195645489 0.96059195645489 0.96059195645489 

  اٌرىاًِ ١ٌظ ٌٗ ل١ّح ذؽ١ٍ١ٍح
1 1 1

2 2 2

0 0 0

(1 )I x y z dxdydz       

 
 (2ظذٚي سلُ )
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m=n1=n2 MMM K=2 K=4 K=13/3 K=6 K=8 K=10 K=12 

1 0.57235712127667 
       

2 0.73147039073715 0.78450814722398 

      
4 0.75997013665406 0.76947005195970 0.76846751227542 

     
8 0.76657553724759 0.76877733744544 0.76873115647782 0.76874491752090 

    
16 0.76820006814230 0.76874157844053 0.76873919450687 0.76873961405588 0.76873952987390 

   
32 0.76860478317814 0.76873968819009 0.76873956217339 0.76873958136393 0.76873958084501 0.76873958104490 

  
64 0.76870588588061 0.76873958678143 0.76873958002085 0.76873958095241 0.76873958094587 0.76873958094627 0.76873958094617 

 
128 0.76873115742109 0.76873958126792 0.76873958090035 0.76873958094626 0.76873958094616 0.76873958094616 0.76873958094616 0.76873958094616 

   اٌرىاًِ ١ٌظ ٌٗ ل١ّح ذؽ١ٍ١ٍح

1 0 1

4 4 4 1/3

0 1 0

( )I x y z dxdydz


      

 

(3)سلُ ظذٚي 
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  المناقشت.4
ٌىٕٙا  اٌّغرّشج  اٌّىاِلاخ راخ اٌصلاش١ح ٌٍرىاِلاخ  اٌرمش٠ث١ح اٌم١ُ ؼغاب ػٕذ أٗ اٌثؽس ٘زا ظذاٚي ٔرائط خلاي ِٓ ٠رعػ       

,  الاتؼاد اٌصلاشح ػٍٝ اٌٛعطٝ إٌمطح تماػذجِؼرٍح اٌّشرماخ اٌعضئ١ح فٟ غ١ش اؼذٜ ٔٙا٠رٟ ِٕطمح اٌرىاًِ  ,X Y Z  ٚػٕذِا 

 اٌثؼذػٍٝ  اٌفرشج إ١ٌٙا ذعضأ اٌرٟ اٌعضئ١ح اٌفرشاخ ٌؼذد  ِغا٠ٚح اٌذاخٍٟ اٌثؼذػٍٝ  اٌفرشج إ١ٌٙا ذعضأ اٌرٟ اٌعضئ١ح اٌفرشاخ ػذدذىْٛ 

ً (  MMMلاػذج) اٌماػذج ٘زٖ لذ اػطد  اٌخاسظٟ اٌثؼذػٍٝ  اٌفرشج إ١ٌٙا ذعضأ اٌرٟ اٌعضئ١ح اٌفرشاخ ٌؼذد  ِغا٠ٚحالاٚعػ ٚ  "ل١ّا

 خذاَ اعر دْٚ ِٓ اٌعضئ١ح اٌفرشاخ ِٓ ػذد تاعرؼّاي ٌٍرىاِلاخ اٌصؽ١ؽح اٌرمش٠ث١ح  اٌم١ُ ِغ ِماسٔح( ػشش٠ح ِشاذة ٌؼذج) صؽ١ؽح

ػٕذِا  ػشش٠ح ِشاذة ٌخّغح صؽ١ؽح ل١ّح ػٍٝ ؼصٍٕا الأٚي اٌرىاًِ فٟ اٌّصاي عث١ً ػٍٝ, ػ١ٍٙاذؼع١ً سِٚثشن 

1 2 256m n n    ,ٟ1ػٕذِا  اٌم١ّح صؽ١ؽح لاستؼح ِشاذة ػشش٠ح وأد اٌرىاًِ اٌصأٟ  ٚف 2 64m n n   ,  ٟٚف

1ػٕذِا ػشش٠ح ِشاذة ٌخّغح صؽ١ؽح اٌم١ّح وأد اٌصاٌس اٌرىاًِ 2 128m n n    . 

 ِٓ ل١ًٍ تؼذد الالرشاب عشػح ؼ١س ِٓ أفعً ٔرائط أػطد اٌّزوٛسج  اٌماػذج ِغ سِٚثشن ذؼع١ً غش٠مح خذاَاعر ػٕذ إٔٗ إلاّ 

تؼذ ػشش٠ح ِشذثح  13) الأٚي ًاٌرىاِ فٟ رؽ١ٍ١ٍحاٌ م١ّحٌٍ ِطاتمح وأد رأ  رؽ١ٍ١ٍحاٌ اٌرىاِلاخ ل١ُ ِماسٔح ِغ اٌعضئ١ح اٌفرشاخ

1 ػٕذِا اٌفاصٍح( 2 256m n n   ( ٟٔػشش٠ح ِشذثح 14ٚفٟ اٌرىاًِ اٌصا )1ػٕذِا تؼذ اٌفاصٍح 2 64m n n    ,ٟٚف 

128mػٕذِا (تؼذ اٌفاصٍحػشش٠ح ِشذثح  14) اٌصاٌس اٌرىاًِ n   ,غش٠مح ػٍٝ الاػرّاد ٠ّىٓ ٚتزٌه RMMM  ٟؼغاب ف 

 .ٌىٕٙا ِؼرٍح اٌّشرماخ اٌعضئ١ح فٟ غ١شاؼذٜ ٔٙا٠رٟ ِٕطمح اٌرىاًِ اٌّغرّشج اٌّىاِلاخ راخ  اٌصلاش١ح اٌرىاِلاخ
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 (1البرنامج )

٘ٛ ٍِف ٌىراتح اٌذاٌح  , ,f x y z  ٗٚف١ 

function F=  , ,f x y z ; 

F=  log 1x y z   ; 

 (2البرنامج )

٘ٛ ٍِف ٌشعُ ِخطػ اٌذاٌح  , ,f x y z  فٟ إٌّطمح     , , ,a b c d e f  

clc 

clear 

syms x y z 

ezmesh(  log 1x y z   ,[a,b,c,d,e,f],90) 

 (2البرنامج )

) لا٠عاد ل١ّح اٌرىاًِ اٌصلاشٟ ٌٍذاٌح , , )w x y z  فٟ إٌّطمح     , , ,a b c d e f   ترطث١ك اٌطش٠محRMMM . 

tic                                                                        

clear all 

clc 

a=-1; b=0 ; c=-2 ;d=0; e=1;f=2;eps=10^(-14); 



 2014العذد الثالث/ علمي /  -المجلذ الثاني عشر –مجلت جامعت كربلاء العلميت 
 

268 

%find triple integral of function g(x,y,z) on the [a,b]*[c,d]*[e,f] 

%using RMMM 

D=[2,4,6,8,10,12,14,16,18,20,22,24,26,28,30,32,34,36,38,40,42,44,46,48,50]; 

n=1;h=(b-a)/n;h1=(d-c)/n;h2=(f-e)/n; 

s(1,1)=1; 

s(1,2)=h*h1*h2*g1(a+.5*h,c+.5*h1,e+.5*h2); 

for i=2:10 

n=2^(i-1);s(i,2)=0; 

h2=(f-e)/n; 

for t=1:n 

h1=(d-c)/n; 

for k=1:n; 

h=(b-a)/n; 

for j=1:n 

s(i,2)=s(i,2)+h*h1*h2*g1(a+h*(2*j-1)/2,c+h1*(2*k-1)/2,e+h2*(2*t-1)/2); 

s(i,1)=n; 

end 

end 

end 

for l=3:i+1 

clc 

s(i,l)=(s(i,l-1)*2^D(l-2)-s(i-1,l-1))/(2^D(l-2)-1) 

end 

if abs(s(i,i+1)-s(i,i))<=eps; 

sprintf('%5.0f %2.15f',n,s(i,i+1)) 

break 

els 

end 

end 

xlswrite('E:/(3-98).xls',s,1,'A2') 

toc 

 

 


