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 للأغشية الرقيقة اللزجة المستقرمقارنة بين الحل العددي والتحليلي لجريان 
 جاسم طلال نينح, خضر محمد صالح خضر 

 , جامعة الموصل , الموصل , العراق والرياضيات وبسلحاا كلية علوم , قسم الرياضيات

 ( 2166/  5/  66  تاريخ القبول: ---- 2166/  2/  61  تاريخ الاستلام:) 
 لخصالم

, للأغشية الرقيقة اللزجة على سطح صلب لسوائل غير قابلة للأنضغاط و بإهمال قوى القصور الذاتي  المستقرجريان دراسة ال إلىيهدف البحث 
مع الحل معادلة التي تحكم الجريان وتم حلها بطريقة عددية ومقارنتها وقد استخدمت معادلة الاستمرارية و معادلات نافير ـ ستوكس للحصول على ال

 التحليلي.
   Interdncationالمقدمة : 
ما عادة ( التي thins filmالرقيقة ) والأغشية( Foamإن الرغوة )

 (surface tensionمع الشد السطحي ) زجلائل من هواء وس نتتكو 
 العديدع والتي لها أهمية كبيرة في ئهي حالة خاصة في ميكانيك الموا

والطبقات الرسم  أسطحة طلاء من التطبيقات الصناعية مثل عملي
,  6991درس ) المدمجة. ( CDالفضية على أقراص ) 

(E.O.Tuckand L.W.Schwartz    حل بعض لالطريقة العددية
المعادلات التفاضلية الاعتيادية من الرتبة الثالثة والمتعلقة بجريان 

    (B.R.Duffy and S.k.Wilson,  6991, ودرس ) الأغشية
ع والتي يكون فيها الغشاء ئزجة للمواـلـة  الـيقـالرق يةـشـالأغان ـجري

  راً بوجود الشد السطحي , كما درس كل من حاً ـسطح

(Janmen.J.Kn  Smann and Michael T. Miksis1998) 
ود الشد ـالرقيقة على سطح صلب مائل مع وج الأغشيةان ـجري

 M.A.S Majeed . ودرس ) زييتالسطحي وباستخدام نظرية الت

القصور  ىالرقيقة  بإهمال قو  الأغشيةفي  اللازمنيالجريان ( 2002
الجريان    ( Khider M.S.Khider2003)     ودرس   ,الذاتي 

كما درس ئلة.الرقيقة السائلة الما الأغشيةزج في بعض لال
(2161Nasser .M and Khider .M.S. )  الجريان اللازمني

 قر طوفي بحثنا هذا سوف نت.صلبللأغشية الرقيقة اللزجة على سطح 
بطريقة عددية الرقيقة اللزجة  للأغشية المستقرالجريان دراسة  إلى

 .ومقارنتها مع الطريقة التحليلية
  Governing equationالجريان   التي تحكمالمعادلات 

 نأخذاط غللانض غير قابل البعد لمائعلوصف الجريان الثنائي 
xy الديكارتية الإحداثيات هو الاحداثي  xالاحداثي  أنحيث  ,

 yوان الاحداثي  xناظر وان الجريان يكون باتجاه الاحداثي تالم
 عليه.يكون عموديا 

uv أننفرض  xyهي مركبات السرعة في الاتجاهين  , على  ,
 .يمثل الضغط pالترتيب وان 

 -لتكن معادلة السرعة للغشاء بالصيغة :
(2.2  ...))t,x (hy  

لة التي يكون فيها أر اهتمامنا بالمسصسوف نح
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)(2الحد  إهمالوبهذا يمكن 
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 -بالصيغة:فتصبح 
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 -الصيغة:للجريان الثنائي لها وان معادلة الاستمرارية 
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 -الصيغة:
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 ( نحصل على2.1( و )2.1) للمعادلتين تييز ألتوباستخدام نظرية 
…(2.8) 
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 سالب(. y باتجاهالتعجيل  أن)حيث 
    Non- dimensional ية: بعدالمتغيرات اللا (6-2)

 -:]5[كالأتيية بعدلاسوف نعرف المتغيرات ال
vUvuUut
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H
tHyyHxx  ,,., 
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  :     Boundary   Conditions( الشروط الحدودية (4-1
    No-slip conditionشرط عدم الانزلاق  -1

(2.2....)  00,  yonvUu 
ص )المماسرررري( علررررا السررررطح الحررررر للغشررررا  قررررال إجهررررادشرررررط  -2

Tangential Stress Condition 
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(2.2...)
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   Normal –Stress Condition :يالعمودشرط الجهد  -3
(2.2...)kp  

  .تمثل  الشد السطحي أنحيث 
 ( نحصل على 2.2في المعادلة) (2.2بتعويض المعادلة )
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شرط المشتقة التي تتبع الجسيم علا السطح الحر  -4
.]5[Material derivative at free surface condition 
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( , 2.9( , )2.2( , )2.5( في المعادلات )2.2وباستخدام المعادلة )
 -( بالترتيب نحصل على :2.1( و )2.5( )2.2( , )2.2( , )2.2)
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الذي هو عبارة عن  ريعيمثل العدد الش ) 

و  النسبة بين قوى الشد السطحي وقوى اللزوجة(
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وهو النسبة بين قوى الجذب الأرضي وقوى الشد  عدد بوند مثلي )
 ةمتغيرات لا بعدي Bو ca,وأن السطحي(
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المعادلة التي تحكم  لإيجادالعمليات الرياضية (1-5) 
 الجريان.

 على:نحصل  yبالنسبة لـ ( 2.9نكامل المعادلة )
(5.2...)   txfBytxp ,,  

 ثابت التكامل.  f(xt)  إنحيث 
 نحصل على : y=h( عندما 5.2( و )2.62ومن المعادلتين )
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 -على:فنحصل  xلـ  (بالنسبة5.2لمعادلة )نشتق ا
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 -على:فنحصل  y( بالنسبة لـ 5.1نكامل المعادلة )
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حيث  txg  مل.ثابت التكا ,
 نحصل على  y=h(عندما 2.66وباستخدام المعادلة )
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 ( فنحصل على :5.1( في )5.2نعوض المعادلة )
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 -فنحصل على: y  إلى( بالنسبة 5.9نكامل المعادلة )
(5.10)        ...

 txEhy
x

h
Bhy

x

h

x

h
B

y

x

hy
cau ,

22 3

32

3

32






















 

  -:نحصل على  y=h( عندما 2.61وباستخدام المعادلة )
(5.66...) ),( txca  
فنحصل  y=h( عندما 5.61( في المعادلة )5.66نعوض المعادلة )
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نحصل على  caقسمتها على و  h( في 5.62بضرب طرفي المعادلة )
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 -نحصل على :ف x( بالنسبة لـ 5.62نشتق المعادلة )
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 -فنحصل على : y=hعندما  y( بالنسبة لـ 2.1وبتكامل المعادلة )
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   Steady flow -:المستقر( الجريان 1-6) 
 -بح بالصيغة:( تص5.61فأن المعادلة ) المستقرفي حالة الجريان 

(1.2) ...
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 -فنحصل على : x ( بالنسبة لـ1.2نكامل المعادلة )
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 .ثابت التكامل A  أن حيث
( في 1.2ضرب طرفي المعادلة )ن
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 :الحل العددي (7-1) 
 -: آلاتيةبالصيغة ( 1.5يمكن كتابة المعادلة )      

(1.2...)
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 -نضع الشرط الأتي:  7.2))لحل المعادلةو  
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( من الرتبة الثالثة لدى نحتاج إلى ثلاثة شروط 1.2وبما أن المعادلة )

 -( مرتين وكما يلي:1.2ابتدائية حيث نقوم باشتقاق المعالة )
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نظام المعادلات التفاضلية  إلى بتحويلها نقوم (1.2المعادلة ) الآن لحل
 .المعادلة وذلك بتخفيض رتبة

 نفرض أن:
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 Matlabوباستخدام طريقة رنج ـ كوتا من الرتبة الرابعة في نظام الـ 
 .(6.6الشكل)ب نحصل على الحلول وكما موضح
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 (2.2( للمعادلة )h,x يمثل منحني الحل للمستوى  ) (1.1شكل )

 Conclusions  -: تالاستنتاجا
الرقيقة اللزجة  للأغشية المستقرلجريان ا في هذا البحث تمت دراسة

وفي نظام ثنائي البعد وبإهمال قوى القصور الذاتي  على سطح صلب
بان سمك الغشاء يقترب  (1.2) من حلول المعادلة تبين وجهد القص و

  مالانهايةمن ال h        ةبموجمن القيم ال x قتربتعندما  
رترب من الصفيق بينما سمك الغشاء 0h تكلما اقترب x من 

 .القيم السالبة
 مقارنة بين الحلين التحليلي والعددي:

 ( هو 1.5أن الحل التحليلي للمعادلة )
(1.1...)
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0,1بعد إعطاء قيم للثوابت   321  ccc   حسب و
بأن سمك ( 1.5للمعادلة ) ليالحل التحلي نلاحظ من [6] المصدر

 اقتربت من القيم السالبة x الغشاء اقترب من الواحد عندما
12 h   عندما x  من الحل العدديبينما 

اقتربت من القيم  x لاحظنا أن سمك الغشاء أقترب من الصفر عندما
01السالبة h عندما x الفرق بين  وهذا يفسر

في الجدول  وكما موضحالحل التحليلي والحل العددي لنفس المعادلة 
حيث ان (.6.2و) (6.6) ينالشكل ( و6رقم)

12 hوh قيم تمثلان  
 .الحل العددي والحل التحليلي بالترتيب
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 (1جدول رقم )
2h 

1h x 
2h 1h x 

6.11121556 921.51 2.11- 6.11112195 1.66 5- 
6.11115626 916.52212299 2.15- 6.11112226 1.62151292 2.95- 
6.11221252 6161.12 2.11- 6.11122152 1.95 2.91- 
6.11212611 6112.12122221 2.55- 6.11122222 2.51692522 2.25- 
6.12212511 6661.16 2.51- 6.11222915 2.99 2.21- 
6.12129259 6659.22562651 2.25- 6.11215611 2.22262192 2.15- 
6.19116195 6219.22 2.21- 6.11919522 62.21 2.11- 
6.19521961 6211.22192511 2.25- 6.11951611 61.62111511 2.15- 
6.61125222 6262.12 2.21- 6.16115622 22.22 2.11- 
6.61529922 6211.22211912 2.25- 6.16151121 29.21522511 2.55- 
6.66121261 6226.12 2.21- 6.16661911 21.12 2.51- 
6.66122261 6211.12259525 2.65- 6.16611251 22.91125551 2.25- 
6.62225122 6522.22 2.61- 6.16221122 52.15 2.21- 
6.62212291 6592.29122122 2.15- 6.16291126 12.99522119 2.25- 
6.62522522 6152.12 2- 6.16251251 12.26 2.21- 
6.62221211 6162.22219151 6.95- 6.16221222 21.56121111 2.25- 
6.62951212 6111.25 6.91- 6.16299552 99.19 2.21- 

6.65122161 6229.91165212 6.25- 6.16511222 
662.5192219

1 2.65- 

6.61529229 6915.12 6.21- 6.16151212 621.95 2.61- 

6.61211292 6916.29221292 6.15- 6.16122221 622.2226921
2 

2.15- 

6.62212252 2129.66 6.11- 6.16226512 652.22 2- 

6.69212996 2612.61221112 6.15- 6.16925211 615.5526155
2 

2.95- 

6.21629152 2612.16 6.11- 6.12122696 692.16 2.91- 

6.26222191 2251.26211916 6.55- 6.12621912 262.1129251
2 2.25- 

6.22262161 2222.16 6.51- 6.12221111 222.55 2.21- 

6.22251129 2292.21111211 6.25- 6.12256115 252.2211222
2 2.15- 

6.22159191 2212.26 6.21- 6.12212252 215.26 2.11- 

6.25922121 2556.12529221 6.25- 6.12599662 292.6251522
9 2.15- 

6.21252619 2121.29 6.21- 6.12122212 226.92 2.11- 

6.22151221 2161.19225251 6.25- 6.12212212 221.1295111
6 2.55- 

6.21669226 2192.51 6.21- 6.12169122 212.52 2.51- 

6.26112111 2215.19221621 6.65- 6.12612512 
299.2229922

2 2.25- 

6.22221612 2911.56 6.61- 6.12221221 221.62 2.21- 

6.22992115 2121.16121121 6.15- 6.12512225 
255.9551215

1 2.25- 

6.21121922 2622.22 6- 6.12122261 225.26 2.21- 

6.22112612 2222.11126622 1.95- 6.12211226 561.1122151
6 

2.25- 

6.21151911 2262.22 1.91- 6.12111221 522.12 2.21- 
6.22126292 2211.12115291 1.25- 6.12225262 526.12216122.65- 
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1 
6.22922291 2511.12 1.21- 6.12512921 165.19 2.61- 

6.21221155 2591.15121529 1.15- 6.12125292 
151.2611262

2 2.15- 

6.29152521 2192.12 1.11- 6.12912111 121.12 2- 

6.52212512 2196.11225621 1.15- 6.15222916 122.2212122
1 

2.95- 

6.52226612 2296.92 1.11- 6.15512222 112.12 2.91- 

6.51192926 2992.19662211 1.55- 6.15122222 212.2226512
1 

2.25- 

6.11152111 2191.22 1.51- 6.1112 222.21 2.21- 

6.12112265 2212.22262251 1.25- 6.11292121 222.1619112
9 

2.15- 

 

 
 (2.2( للمعادلة )h,x يمثل منحني الحل للمستوى  ) (1.1شكل ) 
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 (.66( للمعادلة )h,x ( يمثل منحني الحل للمستوى  )1.2شكل )
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Abstract 
The aim of this paper is to investigate the steady flow to viscous thin films on solid surface of an incompressible 

liquids with no inertia force. Continuity equation and Navier – Stokes equations are used to obtain the  equation 

which govern this flow  this equation have been solved using numerical method and compare the results with 

analytical solution.  
 


