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Derivation Numerical Method by Using Simpson Rule to Evaluate 

Triple Integrations with Singular Partial Derivative Integrands 
 

لحساب التكاملاث الثلاثيت راث  سمبسوناشتقاق طريقت عذديت باستخذام قاعذة 

 المكاملاث المستمرة لكنها معتلت المشتقاث الجزئيت
 

 ؽغٓ ػجذ اٌشؽ١ُ عج١ش         ػٍٟ ؽّضٖ ػجبط        أ.ػٍٟ ؽغٓ محمد

 عبِؼخ اٌىٛفخ/و١ٍخ اٌزشث١خ ٌٍجٕبد/لغُ اٌش٠بظ١بد

 ثؾــــــــــش  ِغزــــــــــــً
 

 

           المستخلص               
اْ اٌٙذف الاعبعٟ ِٓ ٘زا اٌجؾش ٘ٛ اشزمبق لبػذح ٌؾغبة ل١ُ اٌزىبِلاد اٌضلاص١خ ػذد٠ب راد اٌّىبِلاد اٌّغزّشح ٌىٕٙب        

,ِؼزٍخ اٌّشزمبد اٌغضئ١خ فٟ غ١ش اؽذٜ ٔٙب٠زٟ ِٕطمخ اٌزىبًِ ثبعزخذاَ لبػذح عّجغْٛ ػٍٝ الاثؼبد اٌضلاصخ  ,X Y Z  ٚو١ف١خ

ا٠غبد ؽذٚد اٌزصؾ١ؼ ٌٙب )ص١غخ اٌخطأ ( ٚرؾغ١ٓ ٘زٖ إٌزبئظ  ثبعزخذاَ غش٠مخ  رؼغ١ً سِٚجشوّٓ خلاي ؽذٚد اٌزصؾ١ؼ اٌزٟ 

ِغب٠ٚخ اٌٝ ػذد اٌفزشاد   X , ػٕذِب ٠ىْٛ ػذد اٌفزشاد اٌغضئ١خ اٌزٟ رغضأ ا١ٌٙب فزشح اٌزىبًِ ػٍٝ اٌجؼذ اٌذاخٍٟ ٚعذٔب٘ب 

ِٚغب٠ٚخ اٌٝ ػذد اٌفزشاد اٌغضئ١خ اٌزٟ رغضأ ا١ٌٙب فزشح اٌزىبًِ   Yب فزشح اٌزىبًِ ػٍٝ اٌجؼذ الاٚعػ  اٌغضئ١خ اٌزٟ رغضأ ا١ٌٙ

   . Zػٍٝ اٌجؼذ اٌخبسعٟ 

٠ّٚىٓ الاػزّبد ػ١ٍٙب  وٛٔٙب لذ أػطذ  دلخ ػب١ٌخ ِٓ خلاي اٌزىبِلاد اٌزٟ  RSSS ٚعٛف ٔشِض ٌٙزٖ اٌطش٠مخ ثبٌشِض

 .غ اٌم١ُ اٌزؾ١ٍ١ٍخ ٌٍزىبِلاد ثؼذد فزشاد عضئ١خ ل١ٍٍخ ٚثبعخذاَ رؼغ١ً سِٚجشناعزؼشظٕب٘ب فٟ إٌزبئظ ِمبسٔخ ِ
 

Abstract 
The main aim of this research is to derive rule to find values of triple  integrals, numerically 

its integrands have singular partial derivatires not on the end of the region of  integration  by  

using the Simpson rule with the three direction  X,Y and  Z . And to derive the correction error 

terms and we used Romberg acceleration to improve the results when the number of subintervals 

on the three  dimensions are equal . We used the symbole RSSS to indicate this method and we 

can depend on this method because it gave high accuracy on the results  with respect to the 

analytical values of integrations and with little subintervals.                                                                                   
 

 المقذمت .1
رىّٓ فٟ اثزىبس غشائك ِؼ١ٕخ  رغبُ٘ فٟ ا٠غبد ؽٍٛي رمش٠ج١خ ٌّغبئً فٟ اٌش٠بظ١بد ِٕٚٙب  ِٛظٛع اٌزؾ١ًٍ اٌؼذدٞ اْ ا١ّ٘خ        

رشىً عضءاً ِّٙب ِٓ ٘زا اٌّٛظٛع , إر إْ ٘زٖ الأ١ّ٘خ رىْٛ ٚاظؾخ أوضش فٟ اٌزطج١مبد اٌؼ١ٍّخ اٌزٟ ٠ّبسعٙب اٌزٟ ٌزىبِلاد ا

 ًِ عبء ٔز١غخ صؼٛثبد ِٕٙب :إْ إ٠غبد اٌم١ّخ اٌزمش٠ج١خ ٌٍزىبٚ ,إٌّٙذعْٛ ٚاٌف١ض٠بئ١ْٛ 

 . ٍزىبًِاٌزؾ١ٍ١ٍخ ٌ م١ّخاٌاعزؾبٌخ إ٠غبد  .1

 .صِٓ غ٠ًٛ ٚرؾزبطٍزىبًِ ِّىٕخ ٌٚىٓ ثّشمخ ٌ اٌزؾ١ٍ١ٍخ  م١ّخاٌ ػٕذِب رىْٛ ػ١ٍّخ إ٠غبد .2

                                                                                                           .لذ رىْٛ ل١ّخ اٌزىبًِ اٌزؾ١ٍ١ٍخ رمش٠ج١خ أعبعب لاؽزٛائٙب ػٍٝ ؽذٚد رأخز ل١ّٙب ِٓ اٌغذاٚي)ِضً اٌٍٛغبسرُ اٚ ِؼىٛط اٌظً(  .3

ّب وِؼذٚدح فٟ فزشح اٌزىبًِ(  اٌذاٌخ ِؼشفخ فٟ ٔمبغ  أْأٞ  ذ ِٕؾٓ ِؼشّف ثغذٚي ل١ُ )ٟ٘ إ٠غبد ِغبؽخ رؾ خّغأٌاٌلذ رىْٛ  .4

 .ٟ٘ اٌؾبي ػٕذ رؾ١ًٍ ٔزبئظ اٌزغبسة 

رّضً دساعخ اٌخطأ ِشوض٠خ فٟ اٌزؾ١ًٍ اٌؼذدٞ لأْ إٌزبئظ اٌزٟ ٔؾصً ػ١ٍٙب ِٓ رطج١ك ِؼظُ اٌطشائك اٌؼذد٠خ ِبٟ٘ إلا ٚ

ٰٜ رمش٠ت ٌٍؾً اٌؾم١مٟ اٌّطٍٛة إ٠غ بدٖ ِٚٓ اٌُّٙ ِؼشفخ اٌخطأ إٌبرظ ٚو١ف١خ رمذ٠شٖ ػجش ِغّٛػخ ؽغبثبد.     ِٚٓ اٌّؼشٚف ٌذ

ّْ اٌؾٍٛي اٌؼذد٠خ ٌٍزىبِلاد رشىً عضءً  زا اٌّٛظٛع اٌذاسع١ٓ ٌّٛظٛع اٌزؾ١ًٍ اٌؼذدٞ إ ٰ٘  ِٓ ً أوضش ٘زٖ الا١ّ٘خ رىْٛ  ٚ ، ِّٙب

ً ٚاظ  .وّضبي فٟ فٟ ل١بط اٌّغبؽبد  ٚاٌف١ض٠بئ١ْٛ فٟ اٌزطج١مبد اٌؼ١ٍّخ اٌزٟ ٠ّبسعٙب إٌّٙذعْٛ ٛؽب

 ٚ اٌضٕبئٟ وِْٛٓ ِشىٍخ إ٠غبد ل١ّخ اٌزىبًِ الأؽبدٞ  وضش رؼم١ذارشىً ِغأٌخ ا اٌضلاصٌٍٟزىبًِ ػذد٠خ ػ١ٍّخ إ٠غبد ل١ّخ  ْأ

 مبد اٌغضئ١خ ٌٍّىبًِٚالاػزلاي فٟ اٌّشزأٚالاػزلاي فٟ اٌّىبًِ أ ٚاْ ِغبٌخ الاعزّشاس٠خ  صلاس ِزغ١شاداٌّىبًِ ٕ٘ب ٠ؼزّذ ػٍٝ 

زىبًِ اٌ ( ١ٌٚظ ِغ فزشادSurfaces( أٚ عطٛػ )Regionsرشىً صؼٛثبد وج١شح ٚوزٌه فإٕٔب ٕ٘ب عٕزؼبًِ ِغ ِٕبغك اٌزىبًِ )

  فٟ ؽبٌخ اٌزىبًِ الأؽبدٞ .  وّب
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ٍِؾخ لإ٠غبد ل١ُ رمش٠ج١خ  أصجؾذ اٌؾبعخ ٚػ١ٍٗؾبلاد اٌ ٌجؼطإْ إ٠غبد ل١ُ اٌزىبِلاد ِٓ ٘زا إٌٛع ١ٌظ ثبلأِش اٌغًٙ ٌٙزا ف 

 عج١ً ػٍٝ, ٌٍؾغَٛ اٌزارٟ اٌمصٛس ٚػضَ اٌّزٛعطخ ٚاٌّشاوض اٌؾغَٛ إ٠غبدفٟ  اٌضلاص١خٌٙزٖ اٌزىبِلاد ٚرىّٓ أ١ّ٘خ اٌزىبِلاد 

  اٌّىبفئ اٌمطغ ث١ٓ اٌٛالغ اٌؾغُ, اٌّضبي
2 22z x y  ٚالاعطٛأخ 

24z y   ,ُالاعطٛأخ داخً ٛالغاٌ ٚاٌؾغ  

 

4cos( )  ثبٌىشح الأػٍٝ ِٓ اٌّؾذد 
2 2 16z   ِٓٚ ً0ثبٌّغزٛٞ الأعفz   ,اٌّزٛعػ اٌّشوض ٚؽغبة  

 داخً لغااٌٛ ٌٍؾغُ
2 2 9x y  0  اٌّغزٛٞ ٚفٛقz  4 اٌّغزٛٞ ٚرؾذx z     ,اٌىزً إ٠غبد فٟ أ١ّ٘زٙب رجشص ٚوزٌه 

 [ 7] آ٠شص  فشأه .اٌّؼذْ ِٓ سل١مخ صف١ؾخ أٚ سف١غ عٍه ِٓ لطؼخ ِضً اٌّزغ١شح اٌىضبفخ راد

ِٚٓ اٌجبؽض١ٓ اٌز٠ٓ عٍطٛا اٌعٛء ػٍٝ ؽغبة اٌزىبِلاد  اٌضلاص١خِّب دػب وض١ش ِٓ اٌجبؽض١ٓ إٌٝ اٌؼًّ فٟ ِغبي اٌزىبِلاد 

  :                                                                   راد اٌّىبِلاد اٌّغزّشح ثبٌص١غخ       1 2 3, ,f x y z f x f y f z 

ٰٝ ؽغبة اٌزىبِلاد اٌضٕبئ١خ راد اٌ ٘بٔظوً ِٓ عٍػّ  1973فٟ ػبَ  ّىبِلاد اٌّغزّشح ثبٌص١غخٚعبوٛثغٓ اٌعٛء ػٍ

     1 2,f x y f x f y  َفمذ دسعب اٌزىبِلاد راد اٌّىبِلاد اٌّؼزٍخ ٌىّٕٙب وبٔب ٠ّٙلاْ  1975أِب داف١١ض ٚساث١ٕٛرض  ػب

 الاػزلاي.

خ ِشوجخ ِٓ ّؼزٍخ اٌّشزمخ أٚ اٌّؼزٍخ ثبعزؼّبي غش٠ماٌاٌزىبِلاد راد اٌّىبِلاد اٌّغزّشح أٚ   [23ػبٌظ محمد ] 1984فٟ ػبَ 

ٰٝ اٌجؼذ اٌخبسعٟ ٰٝ اٌجؼذ اٌذاخٍٟ  yلبػذح إٌمطخ اٌٛعطٝ ِغ رؼغ١ً سِٚجشن ػٍ  سِٚجشناعّب٘ب ثطش٠مخ ؽ١ش  xٚلبػذح  وبٚط ػٍ

ٰٝ وض١ش ِٓ اٌزىبِلاد راد اٌّىبِلاد اٌّغزّشح أٚ  الاػزلاي  ٚرٌه ثإٌغبء أٚ اٌّؼزٍخ ّؼزٍخ اٌّشزمخ اٌ)وبٚط(  ٚلذ أصجزذْ ٔغبؽٙب ػٍ

 xجؼذ اٌذاخٍٟػٍٝ اٌ

إٌمطخ اٌٛعطٝ عّجغْٛ ٚ اعزخذِذ غشائك ِشوجخ ِٓ غش٠مخ رؼغ١ً سِٚجشن ِغ لبػذح  2009[ فٟ ػبَ 6اٌجبؽضخ ظ١بء ]

)( ٚوً ِٓ اٌطشائك zػٍٝ اٌزىبًِ اٌخبسعٟ )اٌجؼذ  )RM RS  ,( )RM RM  ٚ( )RS RM  اظبفخ اٌٝ غش٠مخ

( )RS RS اٌجؼذ( ػٍٝ اٌزىبًِ الأٚعػY  ( ٚاٌزىبًِ اٌذاخٍٟ )اٌجؼذXٍِٟغ إٌغبء الاػزلاي ػٍٝ اٌجؼذ٠ٓ الأٚعػ ٚاٌذاخ )Y  ٚX  

 لاص١خلذِذ  غش٠مخ ػذد٠خ ٌؾغبة ل١ُ اٌزىبِلاد اٌض إر خ ظ١بءاٌجبؽض خذِزٌّٗب اعز شاِغب٠ أعٍٛثب [5]لذِذ ػىبس  2010ٚفٟ ػبَ , 

٠ىْٛ ػٕذِب  X ,Y  ٚZبد ثؼٚرٌه ثبعزؼّبي غش٠مخ رؼغ١ً سِٚجشن ػٍٝ اٌم١ُ إٌبرغخ ِٓ رطج١ك لبػذح إٌمطخ اٌٛعطٝ ػٍٝ الا

h)ْ إ اٞ غب٠ٚخزِ ٚالاٚعػ ٚاٌخبسعٟ ػٍٝ اٌجؼذ اٌذاخٍٟ اٌزىبًِ فزشح إ١ٌٙب رغضأ اٌزٟ اٌغضئ١خ اٌفزشاد ػذد h h   )

 , غش٠مخ رؼغ١ً سِٚجشن Rٚ الاثؼبد اٌضلاصخ رشِض ٌمبػذح إٌمطخ اٌٛعطٝ اٌّطجمخ ػٍٝ  MMM أْؽ١ش  RMMMٚأعّزٙب 

ِغزّش ٌىٓ ِؼزً  أٚ ِغزّش )   ِغ اٌجش٘بْ لإ٠غبد اٌص١غخ اٌؼبِخ ٌؾذٚد اٌزصؾ١ؼ  ٌىً ؽبٌخ ِٓ ؽبلاد اٌّىبًِ ؽبٌز١ٓٚ لذِذ 

ٚلذ ؽصٍذ ػٍٝ ٔزبئظ ع١ذح ٚثؼذد ل١ًٍ ِٓ اٌفزشاد اٌغضئ١خ  فٟ اؽذٜ اٚ وٍزٟ ٔٙب٠زٟ ِٕطمخ اٌزىبًِ ( ِؼزً أٚاٌّشزمبد اٌغضئ١خ 

 .زخذِخاٌّغ

 . 1975[ ػبَ 2] ساث١ٕٛرض ٚ اد اٌّىبِلاد اٌّؼزٍخ ٌىُٕٙ وبٔٛا ٠ٍّْٙٛ الاػزلاي , داف١١ضً ثبٌزىبِلاد رػُِّٕٙ ِٓ ٚ

  f(x,y,z)ػٕذِب رىْٛ داٌخ اٌزىبًِ   اٌضلاص١خ ٌٍزىبِلاد  رمش٠ج١خ ل١ُ ٌؾغبةػذد٠خ  ٠مخغش أ٠غبدػٍٝ عٛف ٔؼًّ ٘زا ثؾضٕب فٟ 

ػٕذِب ٠ىْٛ الاػزلاي ؽصشاً فٟ  ٌٙب اٌخطأ ٚص١غخِغزّشح ٌٚىٕٙب ِؼزٍخ اٌّشزمبد اٌغضئ١خ فٟ غ١شاؽذٜ ٔٙب٠زٟ ِٕطمخ اٌزىبًِ 

إٌمطخ 0 2 2, ,n nx y z  أٚ إٌمطخ 2 0 0, ,nx y z ٖػٍٝ اٌّطجمخ عّجغْٛ لبػذح ِٓ ِشوجخ غش٠مخ ػٓ ػجبسح اٌطش٠مخ ٚ٘ز 

 ػٍٝ اٌجؼذ اٌذاخٍٟ اٌزىبًِ فزشح إ١ٌٙب رغضأ اٌزٟ اٌغضئ١خ اٌفزشاد ػذد رىْٛ ػٕذِب( ٚاٌخبسعٟ ٚالأٚعػ اٌذاخٍٟ) اٌضلاصخ الأثؼبد

 ٔزبئظ ٚعذٔب٘ب رؼطٟا اٌزٟ اٌزصؾ١ؼ ؽذٚد بعزخذاَرؼغ١ً سِٚجشن ث ِغ اٌطش٠مخ ٘زٖ إْ ٚلاؽظٕب غب٠ٚخزِ ٚالاٚعػ ٚاٌخبسعٟ

ً  ل١ٍٍخ عضئ١خ فزشاد ٚعش٠ؼخ ِٓ ؽ١ش اٌذلخ ٚثؼذد ع١ذح      .غ٠ًٛ  ٚلذ رغزغشق ٚلا ٔغج١ب
 

 :: التكاملاث الثلاثيت لمكاملاث مستمرة لكنها معتلت المشتقاث الجزئيت2

Triple Integrals for Continuous Integrands with Singular Partial Derivatives 
 

 ٠ّىٓ وزبثزٗ  ثبٌص١غخ : Iاٌزىبًِ اٌضلاصٟ  

     
2 2 2

0 0 0

, ,
n n nz y x

z y x

I f x y z dxdydz SSS h E h      

ؽ١ش  , ,f x y z  ًِِؼشفخ فٟ وً ٔمطخ ِٓ ٔمبغ ِٕطمخ اٌزىب     0 2 0 2 0 2, , ,n n nx x y y z z    ٓ١ٌٚظ ٌٙب اػزلاي ٌٚى

   ِشزمبرٙب اٌغضئ١خ غ١ش ِؼشفخ فٟ ٔمطخ أٚ أوضش ِٓ ِٕطمخ اٌزىبًِ .
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داٌخ اٌزىبًِ  ٌزىٓ(1) مبرهنت: , ,f x y z  ًِِؼشفخ فٟ وً ٔمطخ ِٓ ٔمبغ ِٕطمخ اٌزىب     0 2 0 2 0 2, , ,n n nx x y y z z   

ٌٚىٓ ِشزمبرٙب اٌغضئ١خ غ١ش ِؼشفخ ػٕذ إٌمطخ  0 2 2, ,n nx y z  ًِفبْ اٌم١ّخ اٌزمش٠ج١خ ٌٍزىبI :٠ّىٓ ؽغبثٙب ِٓ اٌمبػذح اٌزب١ٌخ 

2 2 2

0 0 0

3

0 0 0 0 0 2 0 2 0 0 2 2 2 0 0

2 0 2 2 2 0 2 2 2 (2 1) 0 0 (2 1) 0 2 (2 1)

1

( , , ) [ ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )
27

( , , ) ( , , ) ( , , ) 4 [ ( , , ) ( , , ) ( ,

n n nz y x

n n n n n

z y x

n

n n n n n n n i i n i

i

h
I f x y z dxdydz f x y z f x y z f x y z f x y z f x y z

f x y z f x y z f x y z f x y z f x y z f x  
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                                                                                                           : البرهان

 ٠ّىٓ رغضئزٗ اٌٝ: I اٌزىبًِ اٌضلاصٟ  
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فٟ وً ٔمطخ ِٓ  خ اٌّشزمبد اٌغضئ١خٚغ١ش ِؼزٍِغزّشح  f(x,y,z)ػٕذ ِلاؽظخ اٌزىبِلاد اٌضّب١ٔخ فٟ اػلاٖ ٔشٜ اْ اٌذاٌخ 

1د٘زٖ اٌزىبِلا , ٌزا ٠ّىٓ ؽغبة ل١ُ ػذا اٌزىبًِ اٌشاثغٔمبغ ِٕبغك رىبِلارٙب  2 3 5 6 7 8( , , , , , , )I I I I I I I ٟخلاي اٌص١غخ اٌز ِٓ

ِغزّشح فٟ إٌّطمخ    f(x,y,z)اِب ثبٌٕغجخ ٌٍزىبًِ اٌشاثغ فأْ اٌذاٌخ [5]اشزمزٙب ِٛعٝ     0 2 2 2 2 2 2 2, , ,n n n nx x y y z z   

إٌمطخ ٌٚىٓ ِشزمبرٙب اٌغضئ١خ غ١ش ِؼشفخ ػٕذ  0 2 2, ,n nx y z ٘ٚرب٠ٍش ٌٍذٚاي ِٛعٛدح فٟ وً ٔمطخ ِٓ   ا ٠ؼٕٟ إْ ِزغٍغٍخز

 ٔمبغ ِٕطمخ اٌزىبًِ ػذا إٌمطخ 0 2 2, ,n nx y z  ٞعٕؾغت ل١ُ ٘زٖ اٌزىبِلاد ثشىً ِزغٍغًٚ]    3[عغزش                          

                                           :  
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ف١ٗ اٌذاٌةخ ِؼشفةخ ٌٚىٕٙةب ِؼزٍةخ اٌّشةزمبد اٌغضئ١ةخ فةٟ إٌمطةخ  4Iاِب لا٠غبد ل١ّخ اٌزىبًِ اٌشاثغ  0 2 2, ,n nx y z  ٌٗٚؾغةبة ل١ّزة

ٔغزخذَ ِزغٍغٍخ رب٠ٍش ؽٛي إٌمطخ 2 2 2 2 2, ,n nx y z : 

 

       
 

   
     

  
     

      

2

2 2

2 2 2 2 2

2 2

2 2 2 22 2

2 2 2 2 2 2

3 3 3

2 2 2 2 23 3 3

2 2 2 2

2 2

2 2 2 2 2 22

, , 1
2!

2! 2!

3! 3! 3!

2!

x n y n z x

n n

y z n x y n x z

n n

n n y z x y z

n n

x y

x x
f x y z x x D y y D z z D D

y y z z
D D x x y y D D x x z z D D

x x y y z z
y y z z D D D D D

x x y y x x y y
D D

 

 

 

 

 

 

       


 
       

  
     

   
 

   

         

   
     

       

2

2 2 22 2

2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 2 2

4 4 4

2 2 2 2 24 4 4

2 2 2 2 2

3 3

2 2 2 2 2 23 3

2! 2!

2! 2! 2!

4! 4! 4!

3! 3!

n

x y x z

n n n n n

x z y z y z

n n

n n x y z x y z

n n

x y x z

x x z z
D D D D

x x z z y y z z y y z z
D D D D D D

x x y y z z
x x y y z z D D D D D D

x x y y x x z z x
D D D D



    

 

 

 

 


     
  

  
      

    
  

  
3

2 2 2 3

3!

n

x y

x y y
D D



 

 

         

           

         

3 3 3

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 23 3 3

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 2 2 2

5 5 5 4

2 2 2 2 2 2 2 25 5 5 4

3! 3! 3!

2!2! 2!2! 2!2!

5! 5! 5! 4!

n n n n n

x z y z y z

n n n n

x y x z y z

n n n

x y z x y

x x z z y y z z y y z z
D D D D D D

x x y y x x z z y y z z
D D D D D D

x x y y z z x x y y
D D D D D

    

   

  

     
  

     
 

    
   


  

 
4

2 2 2 4

2 2 2 2 2... , , ...(5) 
4!

n

x y n n

x x y y
D D f x y z



 

 
 

    

ػٍٝ فشض إْ ع١ّغ اٌّشزمبد اٌغضئ١خ ٌـ  , ,f x y z  ِٛعٛدح ػٕذ إٌمطخ 2 2 2 2 2, ,n nx y z  اٌزىبًِ اٌضلاصٟ  زٚثأخ

( فٟ إٌّطمخ 5ٌٍص١غخ )     0 2 2 2 2 2 2 2, , ,n n n nx x y y z z   : ٍٝٔؾصً ػ 
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2ثـ  yٚػٓ  0xثـ  xثبٌزؼ٠ٛط ػٓ  2ny   ٓٚػz  2ثـ 2nz  ( ٔؾصً ػٍٝ  :5فٟ اٌص١غخ )- 
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2ثـ  yٚػٓ  2xثـ  xػٓ ٚٔؼٛض  2ny   ٓٚػz  2ثـnz ( ٔؾصً ػٍٝ :5فٟ اٌص١غخ )- 
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2ثـ  zٚػٓ  2nyثـ  yٚػٓ  2xثـ  xػٓ ٔؼٛض  ٚوزٌه 2nz  ( ٔؾصً ػٍٝ:5) فٟ اٌص١غخ- 
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 -( ٔؾصً ػٍٝ:5فٟ اٌص١غخ ) 2nzثـ  zٚػٓ  2nyثـ  yٚػٓ  2xثـ  xػٓ ٔؼٛض  ٚوزٌه
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0xثـ  xػٓ ٚٔؼٛض  h  ٓٚػy  2ثـ 2ny   ٓٚػz  2ثـ 2nz  ( ٔؾصً ػٍٝ:5فٟ اٌص١غخ )- 
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0xثـ  xػٓ صُ ٔؼٛض  h  ٓٚػy  2ثـ 2ny   ٓٚػz  2ثـnz ( ٔؾصً ػٍٝ:5فٟ اٌص١غخ )- 
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0xثـ  xػٓ ٚٔؼٛض   h  ٓٚػy  2ثـny  ٓٚػz  2ثـ 2nz  ( ٔؾصً ػٍٝ:5فٟ اٌص١غخ )- 
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2ثـ  yٚػٓ  0xثـ  xػٓ ٔؼٛض  صُ 2ny h   ٓٚػz  2ثـ 2nz  ( 5فٟ اٌص١غخ) :ٍٝٔؾصً ػ- 
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2ثـ  yٚػٓ  2xثـ  xػٓ ٚٔؼٛض  2ny h   ٓٚػz  2ثـ 2nz  ( ٔؾصً ػٍٝ:5فٟ اٌص١غخ )- 
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2ثـ  yٚػٓ  2xثـ  xػٓ ٔؼٛض  صُ   2ny h   ٓٚػz  2ثـnz ( ٔؾصً ػٍٝ:5فٟ اٌص١غخ )- 
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2ثـ  yٚػٓ  2xثـ  xػٓ  ثبٌزؼ٠ٛطٚ 2ny   ٓٚػz  2ثـ 2nz h  ( ٔؾصً:5فٟ اٌص١غخ )- 
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2ثـ  yٚػٓ  0xثـ  xػٓ ٚثبٌزؼ٠ٛط  2ny h   ٓٚػz  2ثـnz ( ٔؾصً ػٍٝ:5فٟ اٌص١غخ )- 
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2ثـ  yٚػٓ  0xثـ  xثبٌزؼ٠ٛط ػٓ  2ny   ٓٚػz  2ثـ 2nz h  ( ٔؾصً:5فٟ اٌص١غخ )- 
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2ثـ  zٚػٓ  2nyثـ  yٚػٓ  2xثـ  xؼٛض ػٓ ٚٔ 2nz h  ( ٔؾصً ػٍٝ:5فٟ اٌص١غخ )- 
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2ثـ  zٚػٓ  2nyثـ  yٚػٓ  0xثـ  xثبٌزؼ٠ٛط ػٓ  2nz h  ( ٔؾصً ػٍٝ:5فٟ اٌص١غخ )- 
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0xثـ  xػٓ ٔؼٛض  صُ h ٓٚػy  2ثـ 2ny h   ٓٚػz  2ثـ 2nz  ( ٔؾصً:5فٟ اٌص١غخ )- 
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2ثـ  yٚػٓ  2xثـ  xثبٌزؼ٠ٛط ػٓ ٚ 2ny h   ٓٚػz  2ثـ 2nz h  ( ٔؾصً ػ5ٍٝفٟ اٌص١غخ ):-  
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0xثـ  xؼٛض ػٓ ٚٔ h  ٓٚػy  2ثـ 2ny   ٓٚػz  2ثـ 2nz h  ( 5فٟ اٌص١غخ) :ًٔؾص-   
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2ثـ  yٚػٓ  0xثـ  xؼٛض ػٓ صُ ٔ 2ny h   ٓٚػz  2ثـ 2nz h  ( ٔؾصً:5فٟ اٌص١غخ )- 
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0xثـ  xط ػٓ ٠ؼٛٚثبٌز h  ٓٚػy  2ثـny  ٓٚػz  2ثـ 2nz h  ( ٔؾصً:5) فٟ اٌص١غخ 
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0xثـ  xؼٛض ػٓ ٚٔ h  ٓٚػy  2ثـ 2ny h   ٓٚػz  2ثـ 2nz h  ( ٔؾصً ػ5ٍٝفٟ اٌص١غخ ):-  
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,ؽ١ش  , , , , ,i i i i i i ia b c d e g j  ٚ 1صٛاثذ, 2,...i  . 

 (1اٌّجشٕ٘خ ) ( ٔؾصً ػ37ٍٝٚ)( 36،)( 35،)( 33،)( 32،)( 4،)( 3 (،)2ٚثغّغ اٌص١غ )
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                           2) ) مبرهنت:

داٌخ اٌزىبًِ  ٌزىٓ  , ,f x y z  ًِِؼشفخ فٟ وً ٔمطخ ِٓ ٔمبغ ِٕطمخ اٌزىب     0 0 0, , ,n n nx x y y z z    ٌٚىٓ ِشزمبرٙب

اٌغضئ١خ غ١ش ِؼشفخ ػٕذ إٌمطخ  2 0 0, ,nx y z  ًِفبْ اٌم١ّخ اٌزمش٠ج١خ ٌٍزىبI :٠ّىٓ ؽغبثٙب ِٓ اٌمبػذح اٌزب١ٌخ 
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ػٕذِب رىْٛ داٌخ اٌزىبًِ ِؼشفخ ٌٚىٕٙب ِؼزٍخ اٌّشزمبد  ( 2( ٠ّىٓ اشزمبق اٌّجشٕ٘خ )  1اشزمبق اٌّجشٕ٘خ ) ثٕفظ غش٠مخ 

اٌغضئ١خ فٟ إٌمطخ 2 0 0, ,nx y z 
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 الامثلت .3
 

             1مثال 

1 1 1

0 0 0

2I x y z dxdydz                                                             

فٟ اٌّشزمخ الاٌٚٝ ٌٍذاٌخ (0,1,1))لأٗ ػٕذ رؼ٠ٛط إٌمطخ (0,1,1)اٌّىبًِ ٕ٘ب ِغزّش ٌىٕٗ ِؼزً اٌّشزمبد اٌغضئ١خ فٟ إٌمطخ 

( , ) 2f x y x y z     اٌزؾ١ٍ١ٍخ ٌٍزىبًِ ِغ ل١ّزٗ فٟ ثشٔبِظ فبْ إٌبرظ ٠ىْٛ غ١ش ِؼشف ( ٚػٕذ اٌّمبسٔخ ث١ٓ اٌم١ّخ

1ٔلاؽظ أٙب ِزطبثمخ  ٌغب٠خ اٌّشرجخ اٌضب١ٔخ ػشش ثؼذ اٌفبصٍخ  ػٕذِب ( 1اٌّبرلاة )عذٚي سلُ   2 64m n n    َثؼذ اعزخذا

ػٍٝ  عّجغِْٛشارت ػشش٠خ ثبعزخذاَ لبػذح  ٌغجؼخ( ث١ّٕب وبٔذ اٌم١ّخ صؾ١ؾخ  (…,3.5,4,6,8رؼغ١ً سِٚجشن  ثؾذٚد رصؾ١ؼ 

 ػٍّب" اْ اٌٛلذ اٌزٞ اعزغشلٗ ثشٔبِظ اٌّبرلاة ٌٍؾغبة وبْ .(1الاثؼبد اٌضلاصخ ثذْٚ ٘زا اٌزؼغ١ً , ٠ّٚضً ٘زا رطج١مب" )ٌٍّجشٕ٘خ 

         .(صب١ٔخ 1.54)

 

            2مثال 

1 1 0

4 4 4 1/3

0 0 1

( )I x y z dxdydz


                                                                      

اٌزىبًِ ٕ٘ب ا٠عبً ِٓ اٌزىبِلاد اٌزٟ ١ٌظ ٌٙب ؽلا" رؾ١ٍ١ٍب"  وزٌه فبْ اٌّىبًِ ِغةزّش ٌىٕةٗ ِؼزةً اٌّشةزمبد اٌغضئ١ةخ  فةٟ إٌمطةخ    

ب٠ةخ اسثؼةخ ٚا٠عبً رىّٓ فبئذح ٘زٖ اٌطش٠مخ فٟ ا٠غبد ل١ُ رمش٠ج١خ ٌٙزا إٌٛع ِٓ اٌزىبِلاد ؽ١ش ؽصٍٕب ػٍٝ ل١ّخ صؾ١ؾخ ٌغ (0,0,0)

ػشش ِشرجةخ ثؼةذ اٌفبصةٍخ  ِةٓ خةلاي ِلاؽظةخ رىشاساٌم١ّةخ فةٟ الاػّةذح  الاسثؼةخ الاخ١ةشح  فةٟ اٌغةذٚي )ثشٔةبِظ اٌّةبرلاة ( ػٕةذِب 

1 2 128m n n    ثةبٌشغُ ِةٓ ٚعةٛد الاػةزلاي فةٟ   (…, 4,13/3,6,8,10)ثؼةذ اعةزخذاَ رؼغ١ةً سِٚجةشن ثؾةذٚد رصةؾ١ؼ

٠خ ِمشثخ اٌٝ اسثؼخ ػششِشرجخ ػشةش(  0.76873958094616ٟ٘ ) ار ٠ّىٓ اٌمٛي ثبْ ل١ّخ اٌزىبًِ (0,0,0) اٌّشزمخ ػٕذ إٌمطخ 

ػٍٝ الاثؼبد اٌضلاصخ ِمبسٔةخ ِةغ ٘ةزٖ إٌز١غةخ وّةب ِجة١ٓ فةٟ  ش٠خ ثبعزخذاَ لبػذح عّجغِْٛشارت ػش ث١ّٕب وبٔذ اٌم١ّخ صؾ١ؾخ ٌزغؼخ

ً  (2( .٠ّٚضً ٘زا رطج١مب" )ٌٍّجشٕ٘خ 2ٚي سلُ )اٌغذ  10.722ػٍّةب" اْ اٌٛلةذ اٌةزٞ اعةزغشلٗ ثشٔةبِظ اٌّةبرلاة ٌٍؾغةبة وةبْ).ا٠عةب

 .صب١ٔخ(

                                                                                       

            3مثال 

1 0 1

2 2 2
0 1 0

y
I dxdydz

x y z




 
   

اٌزىبًِ ٕ٘ب ا٠عبً ِٓ اٌزىبِلاد اٌزٟ ١ٌظ ٌٙب ؽةلا" رؾ١ٍ١ٍةب"  وةزٌه فةبْ اٌّىبِةً ِغةزّش ٌىٕةٗ ِؼزةً اٌّشةزمبد اٌغضئ١ةخ  فةٟ إٌمطةخ 

ٚا٠عبً رىّٓ فبئذح ٘زٖ اٌطش٠مخ فٟ ا٠غبد ل١ُ رمش٠ج١خ ٌٙزا إٌٛع ِٓ اٌزىبِلاد ؽ١ش ؽصٍٕب ػٍٝ ل١ّةخ صةؾ١ؾخ ٌغب٠ةخ اسثةغ  (0,0,0)

فبصةٍخ  ِةٓ خةلاي ِلاؽظةخ رىشاساٌم١ّةخ فةٟ الاػّةذح  الاسثؼةخ الاخ١ةشح  فةٟ اٌغةذٚي )ثشٔةبِظ اٌّةبرلاة ( ػٕةذِب ػششح ِشرجخ ثؼذ اٌ

1 2 128m n n    ثبٌشغُ ِٓ ٚعٛد الاػزلاي فةٟ اٌّشةزمخ   (…, 3,4,6,8,10)ثؼذ اعزخذاَ رؼغ١ً سِٚجشن ثؾذٚد رصؾ١ؼ

شةش٠خ ث١ّٕةب ِمشثةخ اٌةٝ اسثؼةخ ػشةشِشرجخ ػ( 0.51559355880913) اٌزىبِةً ٘ةٟ ار ٠ّىٓ اٌمٛي ثبْ ل١ّخ (0,0,0) ػٕذ إٌمطخ 

خ ِشارةت ػشةةش٠خ ثبعةزخذاَ لبػةةذح عّجغةْٛ ػٍةةٝ الاثؼةبد اٌضلاصةةخ ِمبسٔةخ ِةةغ ٘ةزٖ إٌز١غةةخ وّةب ِجةة١ٓ فةةٟ جؼغةةوبٔةذ اٌم١ّةةخ صةؾ١ؾخ ٌ

ً 2( .٠ّٚضةةً ٘ةزا رطج١مةةب" )ٌٍّجشٕ٘ةخ 3)اٌغةذٚي سلةُ   8.22ػٍّةب" اْ اٌٛلةةذ اٌةزٞ اعةةزغشلٗ ثشٔةبِظ اٌّةةبرلاة ٌٍؾغةبة وةةبْ) .( ا٠عةةب

 .صب١ٔخ(
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m=n1=n2 SSS k=3.5 k=4 k=6 k=8 k=10 

2 1.20413628938104           

4 1.20550442676127 1.20563707908321         

8 1.20564219150340 1.20565554894337 1.20565678026738       

16 1.20565548867910 1.20565677795111 1.20565685988496 1.20565686114873     

32 1.20565673538884 1.20565685626774 1.20565686148885 1.20565686151431 1.20565686151574   

64 1.20565685006879 1.20565686118797 1.20565686151599 1.20565686151642 1.20565686151642 1.20565686151643 

 

1.20565686151660 

 ٠ج١ٓ ؽغبة اٌم١ّخ اٌزمش٠ج١خ ٌٍزىبًِ (1)سلُ اٌغذٚي
1 1 1

0 0 0

2I x y z dxdydz       ثطش٠مخRSSS. 

                                                                                                                                                                                                                                                            

m=n1=n2 SSS k=4 k=13 3/  k=6 k=8 k=10 k=12 

2 0.75602751903394             

4 0.76814913726335 0.76895724514531           

8 0.76870907743431 0.76874640677904 0.76873540196341         

16 0.76873799252148 0.76873992019396 0.76873958162336 0.76873964796716       

32 0.76873949733191 0.76873959765261 0.76873958081740 0.76873958080460 0.76873958054122     

64 0.76873957649521 0.76873958177276 0.76873958094390 0.76873958094591 0.76873958094647 0.76873958094686   

128 0.76873958070638 0.76873958098713 0.76873958094612 0.76873958094616 0.76873958094616 0.76873958094616 0.76873958094616 

٠ج١ٓ ؽغبة اٌم١ّخ اٌزمش٠ج١خ ٌٍزىبًِ (2)اٌغذٚي سلُ 
1 0 1

4 4 43

0 1 0

I x y z dxdydz


      ثطش٠مخRSSS. 

 

m=n1=n2 SSS k=3 k=4 k=6 k=8 k=10 k=12 

2 0.50970871113899       

4 0.51495110487624 0.51570001826728      

8 0.51551857403717 0.51559964106016 0.51559294924635     

16 0.51558449304251 0.51559391004328 0.51559352797549 0.51559353716166    

32 0.51559244443745 0.51559358035101 0.51559355837153 0.51559355885400 0.51559355893907   

64 0.51559342068531 0.51559356014929 0.51559355880251 0.51559355880935 0.51559355880918 0.51559355880905  

128 0.51559354161686 0.51559355889279 0.51559355880902 0.51559355880913 0.51559355880913 0.51559355880913 0.51559355880913 

٠ج١ٓ ؽغبة اٌم١ّخ اٌزمش٠ج١خ ٌٍزىبًِ (3)اٌغذٚي سلُ
1 0 1

2 2 2
0 1 0

y
I dxdydz

x y z




 
   ثطش٠مخ RSSS. 



 4201/ علمي / الرابع العذد -ي عشرثانال المجلذ –العلميت  كربلاء جامعت مجلت
 

195 

 

 : المناقشت.4
        

ٌىٕٙب  اٌّغزّشح  اٌّىبِلاد راد اٌضلاص١خ ٌٍزىبِلاد  اٌزمش٠ج١خ اٌم١ُ ؽغبة ػٕذ أٗ اٌجؾش ٘زا عذاٚي ٔزبئظ خلاي ِٓ ٠زعؼ       

,  الاثؼبد اٌضلاصخ ػٍٝ عّجغْٛ ثمبػذحِؼزٍخ اٌّشزمبد اٌغضئ١خ فٟ غ١ش اؽذٜ ٔٙب٠زٟ ِٕطمخ اٌزىبًِ  ,X Y Z  ٚػذدرىْٛ  ػٕذِب 

الاٚعػ  اٌجؼذػٍٝ  اٌفزشح إ١ٌٙب رغضأ اٌزٟ اٌغضئ١خ اٌفزشاد ٌؼذد  ِغب٠ٚخ اٌذاخٍٟ اٌجؼذػٍٝ  اٌفزشح إ١ٌٙب رغضأ اٌزٟ اٌغضئ١خ اٌفزشاد

ً (  SSSلبػذح) اٌمبػذح ٘زٖ لذ اػطذ  اٌخبسعٟ اٌجؼذػٍٝ  اٌفزشح إ١ٌٙب رغضأ اٌزٟ اٌغضئ١خ اٌفزشاد ٌؼذد  ِغب٠ٚخٚ  ٌؼذح) صؾ١ؾخ "ل١ّب

رؼغ١ً  خذاَ اعز دْٚ ِٓ اٌغضئ١خ اٌفزشاد ِٓ ػذد ثبعزؼّبي ٌٍزىبِلاد اٌصؾ١ؾخ اٌزمش٠ج١خ  اٌم١ُ ِغ ِمبسٔخ( ػشش٠خ ِشارت

1ػٕذِب  ػشش٠خ ِشارتٌغجؼخ  صؾ١ؾخ ل١ّخ ػٍٝ ؽصٍٕب الأٚي اٌزىبًِ فٟ اٌّضبي عج١ً ػٍٝ, ػ١ٍٙبسِٚجشن  2 64m n n   

1ػٕذِب  ِشارت ػشش٠خ  اٌم١ّخ صؾ١ؾخ ٌزغؼخاٌزىبًِ اٌضبٟٔ وبٔذ  ٚفٟ,  2 128m n n    ٟاٌم١ّخ وبٔذ اٌضبٌش اٌزىبًِ, ٚف 

1ػٕذِب ػشش٠خ ِشارتخ جؼغٌ صؾ١ؾخ 2 128m n n    . 

 ِٓ ل١ًٍ ثؼذد الالزشاة عشػخ ؽ١ش ِٓ أفعً ٔزبئظ أػطذ اٌّزوٛسح  اٌمبػذح ِغ سِٚجشن رؼغ١ً غش٠مخ خذاَاعز ػٕذ إٔٗ إلاّ 

ِشرجخ ػشش٠خ ثؼذ  12) الأٚي ًاٌزىبِ فٟ زؾ١ٍ١ٍخاٌ م١ّخٌٍ ِطبثمخ وبٔذ رأ  زؾ١ٍ١ٍخاٌ اٌزىبِلاد ل١ُ ِمبسٔخ ِغ اٌغضئ١خ اٌفزشاد

1 ػٕذِب اٌفبصٍخ( 2 64m n n   ( ٟٔ14ٚفٟ اٌزىبًِ اٌضب )1ػٕذِب ِشرجخ ػشش٠خ ثؼذ اٌفبصٍخ 2 128m n n    ,ٟٚف 

128mػٕذِب ِشرجخ ػشش٠خ ثؼذ اٌفبصٍخ( 14) اٌضبٌش اٌزىبًِ n   ,غش٠مخ ػٍٝ الاػزّبد ٠ّىٓ ٚثزٌه RSSS  ٟؽغبة ف 

 .ٌىٕٙب ِؼزٍخ اٌّشزمبد اٌغضئ١خ فٟ غ١شاؽذٜ ٔٙب٠زٟ ِٕطمخ اٌزىبًِ اٌّغزّشح اٌّىبِلاد راد  اٌضلاص١خ اٌزىبِلاد
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