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 المستخلص

اٌرىاِلاخ اٌرٟ ذىْٛ تاٌص١غحاْ اٌٙذف الأساسٟ ِٓ ٘زا اٌثذث ٘ٛ اشرماق لاػذج ٌذساب ل١ُ  
2 2

0 0

,
m ny x

y x

I f x y dxdy   

 إٌمطح ػذد٠ا راخ اٌّىاِلاخ اٌّسرّشج ٌىٕٙا ِؼرٍح اٌّشرماخ اٌجضئ١ح ذذذ٠ذا ػٕذ 2 0,nx yٚإٌمطحأ 0 2, mx y
 

تاسرخذاَ 

x,ٚاٌخاسجٟػٍٝ اٌثؼذ٠ٓ اٌذاخٍٟ  سّثسْٛلاػذج  y   ٚو١ف١ح ئ٠جاد دذٚد اٌرصذ١خ ٌٙا )ص١غح اٌخطأ ( ٚذذس١ٓ ٘زٖ إٌرائج

ئ٠جاد٘ا ػٕذِا ذىْٛ أػذاد اٌفرشاخ اٌجضئ١ح غ١ش ذُ ِٓ خلاي دذٚد اٌرصذ١خ اٌرٟ  [1]تاسرخذاَ غش٠مح  ذؼج١ً سِٚثشن

x,ِرسا٠ٚح ػٍٝ اٌثؼذ٠ٓ  y 
  

Abstract 
The main aim of this research is to derive rule to find values of integrals in the form 

 
2 2

0 0

,
m ny x

y x

I f x y dxdy   , numerically its integrands have singular partial derivatires excutly at the 

point  2 0,nx y or point  0 2, mx y   by  using the Simpson’s rule with the two direction  x and  y . 

and the derive the correction error terms and we used Romberg acceleration to improve the 

results when the number of subintervals on the direction of dimension is not equal to subintervals 

on the direction of dimension y .         
 

    المقذمة.1
ئْ ِٓ أُ٘ ِا ٠ر١ّض ف١ٗ ِٛظٛع اٌرذ١ًٍ اٌؼذدٞ ٘ٛ اترىاس غشائك ِرٕٛػح لإ٠جاد دٍٛي ذمش٠ث١ح ٌّسائً س٠اظ١ح ئر ذؼرّذ 

اٌٛاجٙح اٌؼذد٠ح ٌٍّجاي اٌٛاسغ وفاءج اٌطشائك ٘زٖ ػٍٝ اٌذلح ٚاٌسٌٙٛح اٌرٟ ٠ّىٓ تٙا أْ ذذسة. فاٌرذ١ًٍ اٌؼذدٞ اٌذذ٠ث ٘ٛ 

 ٌٍرذ١ًٍ اٌرطث١مٟ .

ثً  دساسح اٌخطأ ِّٙح ِشوض٠ح فٟ اٌرذ١ًٍ اٌؼذدٞ لأْ إٌرائج اٌرٟ ٔذصً ػ١ٍٙا ِٓ ذطث١ك ِؼظُ اٌطشائك اٌؼذد٠ح ِا ٟ٘  َّ ذ َٚ
 ئلا ذمش٠ة ٌٍذً اٌذم١مٟ ِٚٓ اٌُّٙ ِؼشفح اٌخطأ إٌاذج ٚو١ف١ح ذمذ٠شٖ ػثش ِجّٛػح ِٓ اٌذساتاخ.

 ئ٠جادٓ اٌّؼشٚف ٌذٜ داسسٟ ِٛظٛع اٌرذ١ًٍ اٌؼذدٞ اْ اٌذٍٛي اٌؼذد٠ح ٌٍرىاِلاخ ذشىً جضءاً ِّٙاً ِٓ ٘زا اٌّٛظٛع )ِٚ

اٌم١ُ اٌرمش٠ث١ح ٌٍرىاِلاخ(,د١ث ذىْٛ ٘زٖ الأ١ّ٘ح ٚاظذح أوثش فٟ اٌرطث١ماخ اٌؼ١ٍّح اٌرٟ ٠ّاسسٙا إٌّٙذسْٛ ٚاٌف١ض٠ائ١ْٛ,ئر ذّثً 

 .    ,   ٚاٌّذذدج تاٌّسرم١ّ١ٓ   ٚاٌّذٛس       ) )fادح اٌّذصٛسج ت١ٓ إٌّذٕٟ ل١ّح اٌرىاًِ اٌّذذد اٌّس

١َّّ٘ح اٌرىّاِلاخ اٌثٕائ١ّح فٟ ئ٠جاد ِسادح اٌسّطٛح ٚئ٠جاد اٌّشاوض اٌّرٛسطح ٚػضَٚ اٌمصٛس اٌزاّذ١ح ٌٍسّطٛح اٌّسر٠ٛح  ٓ أ ُّ ٚذىَ

 ًِ ُِٕٚٙ ٘أس  ،فٟ ِجاي اٌرىّاِلاخ اٌثٕائ١ّح ٚئ٠جاد اٌذجُ اٌٛالغ ذذد سطخ اٌرىّاًِ اٌثّٕائٟ ، ِّا دػا وث١شٌ ِٓ اٌثادث١ٓ ئٌٝ اٌؼّ

 [7] أٌشش٠فٟ ،2010ػاَ [9]، ػىاس  1984[ ػاَ 3، محمد ]1975[ ػاَ 4, داف١١ض ٚ سات١ٕٛذض ]1973 [ ػاَ 2اوٛتسٓ ]جاس ٚج

 . 2105ػاَ  [11]ٚفاظً  2105 ػاَ [8]ٚدسٓ 2102ػاَ 

ٌذساب ل١ُ اٌرىاِلاخ اٌثٕائ١ح   [11]تأسٍٛب ِشاتٗ ٌّا لذِرٗ فاظًٚفٟ ٘زا  اٌثذث سٛف اػًّ ػٍٝ أ٠جاد غش٠مح ػذد٠ح 

الاػرلاي  ٚئّٔأٙا٠رٟ ِٕطمح اٌرىاًِ  ئدذِٜسرّشج ٌٚىٕٙا ِؼرٍح اٌّشرماخ اٌجضئ١ح فٟ غ١ش   f(x,y)ػٕذِا ذىْٛ داٌح اٌرىاًِ  

دصشاً فٟ إٌمطح 0 2, mx y ٚأ 2 0,nx y  ػٍٝ اٌم١ُ إٌاذجح ِٓ ذطث١ك) اٌماػذج اٌّشوثح  ٚرٌه ترطث١ك غش٠مح ذؼج١ً سِٚثشن
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داٌح  ِغ اخزاٌفرشاخ اٌجضئ١ح غ١ش ِرسا٠ٚح  أػذادػٕذِا ذىْٛ  ،( yاٌثؼذ اٌخاسجٟ ٚ xاٌذاخٍٟ  ٠ٓػٍٝ اٌثؼذسّثسْٛ ِٓ لاػذج 

خاصح ػٕذِا 2 11/ 2h h)،  1ٚس١ّد اٌماػذج تـ 2( , )RoSS h h  اْد١ث(S  سّثسْٛذّثً لاػذج ٚRO . )ذّثً لاػذج سِٚثشن 

 اٌرىاِلاخ اٌثٕائ١ح ٌّىاِلاخ ِسرّشج ٌٚىٕٙا ِؼرٍح اٌّشرماخ اٌجضئ١ح-2

Double Integrals for Continuous Integrands with 

Singularity in Partial Derivatives 

 :اٌّؼشف تاٌص١غح Iٌٕفشض اٌرىاًِ اٌثٕائٟ 

0 0

2 2

1 2 1 2( , ) ( , ) ( , )

d m b n

c y a x

I f x y dxdy SS h h E h h

 

 

                                                                                 ...(1) 

ف١ٗ اٌذاٌح ٚاٌزٞ  ,f x y  ًِِؼشفح فٟ وً ٔمطح ِٓ ٔماغ ِٕطمح اٌرىا   0 2 0 2, ,n mx x y y  ٓ١ٌٚس ٌٙا اػرلاي ٌٚى

فٟ ٔمطح ٚادذج أٚ أوثش ِٓ ِٕطمح اٌرىاًِ ٚسٕٕالش و١ف١ح دساب ل١ّح ٘زا اٌرىاًِ  Undefinedِشرماذٙا اٌجضئ١ح غ١ش ِؼشفح 

1د١ث اْ   x  ٚyتماػذج سّثسْٛ ػٍٝ اٌثؼذ٠ٓ  2( , )SS h h    ٚ 1ذّثً ل١ّح اٌرىاًِ تاٌماػذج اٌّزوٛسج 2( , )E h h)   سٍسٍح دذٚد

اٌرىاًِ ػٍٝ ٚٔمسُ فرشج 2nٌؼذد ِٓ اٌفرشاخ اٌجضئ١ح  Xٚ سٛف ٔمسُ فرشج اٌرىاًِ ػٍٝ اٌثؼذ اٌذاخٍٟ اٌرصذ١خ )ص١غح اٌخطأ(

داٌح خاصح  ٚسٕأخز  ،2mٌؼذد ِٓ اٌفرشاخ اٌجضئ١ح  Yاٌثؼذ اٌخاسجٟ 2 11/ 2h h .وٟ ٔرّىٓ ِٓ اسرخذاَ ذؼج١ً سِٚثشن 

2اْ د١ث   1,
2

d c b a
h h

m n

 
   

 آر أْ ص١غح اٌخطأ ٌٍرىاِلاخ الأداد٠ح راخ اٌّىاِلاخ اٌّسرّشج تاسرخذاَ لاػذج سّثسْٛ ٟ٘ :

4 (3) (3) 6 (5) (5)

2 0 2 0

1 1
( ) ( ) ( )                                                           ...(2)

180 1512
S n nE h h f f h f f                                                

 [1]فٛوس 

 (ٔذصً ػٍٝ : 2) حٌٍص١غ   Mean-value theorem for derivativesٚتاسرخذاَ ٔظش٠ح اٌم١ّح اٌّرٛسطح فٟ اٌرفاظً

     
     4 62 0 4 2 0 6

1 2( ) ...                                               ... (3) 
180 1512

n n

S

x x x x
E h h f h f 

  
        

    

د١ث  0 21,2,3,... , , ,i i ni x x    [9].ػىاس  

  :ٌّىاِلاخ ِسرّشج ٌٚذساب اٌرىاِلاخ اٌثٕائ١ح 

2

2

1 2 1 2( , ) ( ,0.5 ) ( ,0.5 ) (4)

d b

sim

c a

f x y dxdy sim h h E h h    

 [11]فاظً

 

 الأولىالحالة 

ٌرىٓ اٌذاٌح  : ) 1ِثشٕ٘ح ( ,f x y  ًِِسرّشج  فٟ وً ٔمطح ِٓ  ٔماغ  ِٕطمح اٌرىا    0 2 0 2, ,n mx x y y  ٚغ١شلاتٍح

ػٕذ إٌمطح  ٌلاشرماق 2 0,nx y  ,x y   ٟفاْ اٌم١ّح اٌرمش٠ث١ح ٌٍرىاًِ اٌثٕائI : ٠ّىٓ دساتٙا ِٓ اٌماػذج الاذ١ح 

         

       

       

2 2

0 0

1 2

1

0 (2 1) 2 (2 1) (2 1) (2 1) 2 2

1 1 1

0 0 0 2 2 0 2 2

1

0 2 2 0 2 2(2 1) (2 1)
1 1

4 , , 4 , 2 ,

2

, , , , ,
9

4 , , 2 , ,

m n

n n

j n j i j i j

i i

y x

m n n m

y x

n n

m i i mi i
i i

n

j

I

f x y f x y f x y f x y

h h
f x y dxdy f x y f x y f x y f x y

f x y f x y f x y f x y



   

 



 
 




 



 
    

 


 



   

   

  

 

 

       
1 1

0 2 2 2 (2 1) 2 2 2

1 1 1

, , 4 , 2 ,
n n n

j n j i j i j

j i i

f x y f x y f x y f x y
 



  


   


  
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5 4 5 4 6 5 6 5 4 4 6 4

1 2 1

4 4 6 6

1

2 1 2 1 2 1 2 1 2 2 2

1 2 2 3 1 4 2

1 1
( ) ( ) ... ( , )

45 45
x y x y x y x y nh h D h h D h h D h h D h h D D h h D D f x y

Ah A h A h A h



        

 









 

د١ث اْ 
1 2, ,...A A ثٛاتد ذؼرّذػٍٝ اٌّشرماخ اٌجضئ١ح ٌٍذاٌح ,f x y  فمػ. 

 :اٌثش٘اْ

اٌرىاًِ  
2 2

0 0

,
m ny x

y x

f x y dxdy  ٗذىاِلاخ ٟ٘: أستؼح ئ٠ٌّٝىٓ ذجضئر- 

                                                                                               

       
2 2

0 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

0 0 2 0 2 2 2

, , , ,
n m n m n

n

n

n

y x y x y x

y x y x y x

y x

y x

I f x y dxdy f x y dxdy f x y dxf x y dxd dy y
 



                       

(5) 

ِسرّشج ٚغ١ش ِؼرٍح اٌّشرماخ اٌجضئ١ح فٟ وً ٔمطح ِٓ  f(x,y) ٌذاٌحٚاٌثأٟ ٚاٌشاتغ  ف١ٙا ا الأٚئلادظ فٟ ٘زٖ اٌص١غح اْ اٌرىاًِ 

1٘زٖ اٌرىاِلاخ  ٔماغ ِٕاغك ذىاِلاذٙا ٌزا ٠ّىٓ دساب ل١ُ 2 4( , , )I I I اِا تإٌسثح ٌٍرىاًِ اٌثاٌث فٟ  (11)ِٓ خلاي اٌص١غح

إٌّطمح اٌجضئ١ح   2 2 2 0 2, ,n nx x y y  ف١ٗ اٌذاٌحf(x,y)  ِسرّشج ٌٚىٓ ِشرماذٙا اٌجضئ١ح غ١ش ِؼشفح ػٕذ إٌمطح 2 0,nx y 

, ِٛجٛدج فٟ وً   Taylor's series for a functions of two variablesٚ٘زا ٠ؼٕٟ ئْ ِرسٍسٍح ذا٠ٍش ٌٍذٚاي راخ اٌّرغ١ش٠ٓ

ٔمطح ِٓ ٔماغ ِٕطمح اٌرىاًِ ػذا إٌمطح  2 0,nx y  [ٞ6سسرش] :ًٚسٕذسة ل١ُ ٘زٖ اٌرىاِلاخ تشىً ِرسٍس . 

                                     

       

          

    

2 22 2 2 2

0 0 0 2

2 2
1 2

1 2 0 2 2

0 0

2 2 0 2 2 2 2 1 0 2 1 2 2 0 2

4 4 6 6

2 2 0 2 2 1 0 2 1 1 2 2 3 1 4 2

, , , ,

, , 4 , , ,

, 4 ,

9

n r

r

xy y xn n

r r

r ry x y x

r r r r r

r r

I f x y dxdy f x y dxdy f x y f x y

f x y f x y f x h y f x h y f x y h

f x y h f x h y h c h c h c h c h

h h  

 

 



   

       

          

    

                         

(6)                                                                         

     

      

2 2 2 2 2 2 2

2 0 2 2

1 2 1 2
1 2

2 2 2

1 0 1 0

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 1 2 2 1 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

,

, , , 4 ( , ) ( , )

( , ) ( , ) 4 (

, ,
9

m n s r

s r

m n n n

r s

s r s r

r s r s r s r s r s

r s r s r

y x y x

y x y x

I f x y

f x y f x y f x y f x h y f x h y

f x y h f x y h f x

h h
f x y dxdy f x y dxdy

     

   

    






      

     

     

 4 4 6 6

1 2 2 1 1 2 2 3 1 4 2, )sh y h b h b h b h b h    

          (7)    

 

ٌٍذاٌح ِرسٍسٍح ذا٠ٍش ٔسرؼًّ  ,f x y  دٛي إٌمطح 2 2 2,nx y  تإٌسثح ٌٍرىاًِ اٌثاٌث  فٟ إٌّطمح اٌجضئ١ح

   2 2 2 0 2, ,n nx x y y  ْأٞ ئ-: 

     
 

2 2
2 2 2 22

2 2 2

( )

2! 2
, 1 n

x y x yn

x x y y
D D D Df x y x x y y 



  


       

  
       

      

          

2

2

22 2

2 2

3 3

2 2

3 3

3 3 22 2 2 2 2

2 2 2

4 4
2 4 4 2 22 2 2 22 2 2

5 5

3 3 5 52 2 2 2 2 2 2

3! 3! 2!

( ) ( )

2! 4! 4! 2!2!

3! 3! 5! 5!

n n

n x y x y x y

n nn
x y x y x y

n n n

x y x y x y

y y

y y y y

y y y y

x x y y x x
x x y y D D D D D D

x x x xx x y y
D D D D D D

x x x x x x y y
D D D D D D

 



 

  



 

 

  
     

  
 

   
  



 



 2 2 2 (8),nf x y


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فشض ئْ ج١ّغ اٌّشرماخ اٌجضئ١ح ٌـ ت ,f x y  ِٛجٛدج ػٕذ إٌمطح 2 2 2,nx y، (فٟ 8ٚتأخز اٌرىاًِ اٌثٕائٟ ٌٍص١غح )

أػلاٖ فٟ إٌّطمح    2 2 2 0 2, ,n nx x y y  : ٍٝٔذصً ػ- 

22

0 2 2

2 2 3 2 3 2 2 2 5 3

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

4 3 3 2 2 2 3 2 5 4 5 4 3 3 2 2

1 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

4 3 3

1 2

16 16 32
( , ) 4 4 4 4

3! 3! 4!

32 8 8 64 64 64

4! 3! 3! 5! 5! 36

32

4!

n

n

xy

x y x y x y x

y x

y x y x y x y x y

x y

f x y dxdy h h h h D h h D h h D h h D h h D D h D

h h D h h D D h h D D h h D h h D h h D D

h h D D



      


     



 

 4 2 3 6 5 6 5

1 2 1 2 1 2 2 2 2

32 128 128
(9)

4! 6! 6!
,x y x y nh h D D h h D h h D f x y

   


  

 

2تـ  xػٓ  ػٕذ اٌرؼ٠ٛطٚ 2nx   ٓٚػy  0تـy  ٔذصً ػً   (8)فٟ اٌص١غح 

2 2 3 3 4 4 5 5

2 2 0 2 2 2 2 2 2 2 2

8 16 32
( , ) 1 2 2 ... ( , )

3! 4! 5!
n y y y y y nf x y h D h D h D h D h D f x y 

       
 

       (10)                      

 

           -ٔذصً ػٍٝ :  (8)فٟ اٌص١غح  2yتـ  yٚػٓ  2nxتـ   xٚوزٌه ػٓ 

 (00)            

2 2 3 3 4 4 5 5

2 2 1 1 1 1 1 2 2 2

8 16 32
( , ) 1 2 2 ... ( , )

3! 4! 5!
n x x x x x nf x y h D h D h D h D h D f x y

       
  

 

-ٔذصً ػٍٝ :) 8) فٟ اٌص١غح 0yتـ  yٚػٓ  2nxتـ  xٚأ٠عا ػٓ 
    

 

2 2 2 2 2 3 3 3 3

2 0 1 2 1 2 2

2 2 2 2 4 4 4 4 2 2 2 2 3 3

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

8 8
( , ) 1 2 2 2 2 4

3! 3!

16 16 16
4 4

4! 4! 3!
4

n x y x y x y x y

x y x y x y x y x y

f x y h D h D h D h D h D D h D h D

h h D D h h D D h D h D h h D D h h D D

       


     

         

 (02          )

3 3 5 5 5 5 4 4 4 4

1 2 1 2 1 2 1 2 2 2 2

16 32 32 32 32
... ( , )

3! 5! 5! 4! 4!
x y x y x y x y nh h D D h D h D h h D D h h D D f x y

       

 

تـ  xثُ ٔؼٛض ػٓ 
2 2nx 

تـ  yٚػٓ  
2y  ٔذصً ػٍٝ :  (8)فٟ اٌص١غح- 

2 2 3 3 4 4 4 5

2 2 0 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1
( , ) 1 ... ( , )

2! 3! 4! 5!
n y y y y y nf x y h h D h D h D h D h D f x y 

        
   

 (13)     

2تـ  xٚتاٌّثً ٔؼٛض ػٓ  2 1nx h  ٓٚػy 0تـ 2y h  ٔذصً ػٍٝ  (8)فٟ اٌص١غح 

2 2 2 3

2 2 1 0 2 1 2 2 1 2 2

3 3 2 2 2 2 4 4 4 4 2 2 2 2

2 1 2 1 2 1 2 1 2

3 3 3 3 5 5 5 5 4

1 2 1 2 1 2 1 2

2 31
( , ) 1

2!

1 1 1 1 1 1

3! 2! 2! 4! 4! 4

1 1 1 1 1

3! 3! 5! 5! 4!

1 1

2! 3!n x y x y x y x

y x y x y x y x y

x y x y x y

f x h y h h D h D h D D h D D D

h D h D D h D D h D h D h D D

h D D h D D h D h D h D

h h h

h h h

h h h


      


     

    

 

4 4 4

1 2

2 2 2

1

4!

... ( , ) (14)

x y x y

n

D h D D

f x y

h







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0تـ  yٚػٓ 2nxتـ  xالاْ  ٔؼٛض ػٓ  2y h  ٔذصً ػٍٝ   (8)فٟ اٌص١غح:- 

2 2 2 3 3 3 3

2 1 2 1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 4 4 4 4 2 2 2 2 3 3

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

3 3 5 5 5 5

1 2 1 2 2 2 2

2
2 0

1 8 1
1 2 2

2! 3! 3!

16 1 8
2

4! 4! 3!

1 32 1
( , ) (15)

3 5! 5!

( , ) 2 x y x y

x y x y x y x

y x y n

x y x yn

y x y

x

D h D h h D h D

h D h D h D h D h D D h D

h D h D h D f x y

f x y h h D h D h D D

D D D

D

h

h h h h

h 

   


     

   


    

  

 

2تـ  xوزٌه ػٓ  2 1nx h   ٓٚػy  2تـy  ٔذصً ػٍٝ :  (8)فٟ اٌص١غح 

2 3 4 4 5 5

1 1 1 1 1 1 2 2 2

2 3
2 2 2

1 1
1 ( , )

4! 5!

(16)

1 1
( , )

2! 3!
x x x x nxn h D D D D f x yf x y h D h h h h 

    
 

   
 

 

2تـ  xٔؼٛض ػٓ تاٌراٌٟ ٚ 2 1nx h  ٓٚػy  0تـy  ٔذصً ػٍٝ  (8)فٟ اٌص١غح:- 

2 2 3

1 1 12 1 2 1 2 1

3 2 2 2 2 4 2 4

2 1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 3 3 3 3 5 5

1 2 1 2 1 2 1 2 2 2 2

2 2 3
2 2 0

3 4

5 5

1

( ,

1 1
( , ) 2 2 2

2! 3!
8 1 16

2
3! 4! 4!

2 8 1 32
...

3! 3! 5! 5!

x y x

y x y x y

x y x y x y n

x y x yn

y x

y x

D D D

D D D D D

D D D D D D f x y

h h h h

h h

f x h y D D h hh D D

h h D hh D h

h h h h D hh D h h 





 


       

     

   )

                  (17)                    

 

                         -:   الاذٟ ٔذصً ػٍٝ - (17) ( 9),(8)ِٓ اٌص١غ  ٚ



22

0 2 2

1 2
3 2 2 0 2 2 2 2 0 2 2

2 2 1 0 2 2 1 2 2 2 0 2 2 0 2

2 2 1 0 2

5 4 5 4 6 5

1 2 1 2 1 21/ 45( ) 1/

( , ) [ ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
9

4 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

4 ( , ))]

45(

n

n

xy

n n n n

y x

n n n

x y

n

n

xh h D h h D h

h h
I f x y dxdy f x y f x y f x y f x y

f x h y f x h y f x y h f x y h

f x

h

h y h

h D



 

  



    

       

 



 

  

 

6 5 5 2 4 2 5 4

1 2 1 2 1 2

2 2 2 (1, ) 8)

...

(

y x y x y

n

h h h h h

f x y

D D D D D



 








                                                                                                                                                                                                                    

     

       

       

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

1 1
1 2

4 2 2 2

1 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 1 2 2 1 2 2 2 1 2 2 2 2 2

4

1 1 2 2

, , ,
9

, , , 4 ,

, 4 , , ,

m n l n

n l n

y x y xn n

n l

l ly x y x

n l n l n l n l

n l n l n l n l

h h
I f x y dxdy f x y dxdy f x y

f x y f x y f x y f x y h

f x h y f x h y h f x h y f x y h

c h c h



 

 



 

   



   

    

         

 

    

4 6

3 1 (19)c h 

 

 

ثٛاتد ذؼرّذ ػٍٝ اٌّشرماخ اٌجضئ١ح ٌٍذاٌح ic...,د١ث  ,f x y ٚ  1 فمػ, 2,i     

 -( ٔذصً ػٍٝ :19( ٚ)18( ,)6( ,)7ٚتجّغ اٌص١غ )
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         

       

       

2 2

0 0

1 2

1

0 (2 1) 2 (2 1) (2 1) (2 1) 2 2

1 1 1

0 0 0 2 2 0 2 2

1

0 2 2 0 2 2(2 1) (2 1)
1 1

4 , , 4 , 2 ,

, , , , ,
9

4 , , 2 , ,

m n

n n

j n j i j i j

i i

y x

m n n m

y x

n n

m i i mi i
i i

n

j

I

f x y x y f x y f x y

h h
f x y dxdy f x y f x y f x y f x y

f x y f x y f x y f x y



   

 



 
 




 



 
    

 

   

   

  

 

  

       

5 4 5 4 6 5 6 5 5 2 4 2 5 4

1 2 1 2 1 2 1 2 1

1

2 1 2

1

0 2 2 2 (2 1) 2 2 2

1 1 1

4 4 6 6

1 1 2 22 2 2 3 1 4 2

1/ 45( ) 1

2 , , 4 , 2 ,

...

/ 45 ...

(

(

,

2

)

0)

(

n n n

j n j i j i j

j i

x y x y x y x y

n

i

h h D h h D h h h h h h h h

f x y

f x y f x y f x y f x y

Ah A h A h A h

D D D D D D

 



 









 
   

     

 
 

   










  

            

    

د١ث اْ 
1 2, ,...A A ثٛاتد ذؼرّذػٍٝ اٌّشرماخ اٌجضئ١ح ٌٍذاٌح ,f x y فمػ .   

 

   الحالة الثاوية

ٌرىٓ اٌذاٌح  ) 2ةمبرهى ( ,f x y  ًِِسرّشج  فٟ وً ٔمطح ِٓ  ٔماغ  ِٕطمح اٌرىا    0 2 0 2, ,n mx x y y ٚغ١شلاتٍح 

ػٕذ إٌمطح  ٌلاشرماق 0 2, mx y  ,x y   ٟفاْ اٌم١ّح اٌرمش٠ث١ح ٌٍرىاًِ اٌثٕائI  ا٢ذ١ح٠ّىٓ دساتٙا ِٓ اٌماػذج : 

         

       

       

2 2

0 0

1 2

1

0 (2 1) 2 (2 1) (2 1) (2 1) 2 2

1 1 1

0 0 0 2 2 0 2 2

1

0 2 2 0 2 2(2 1) (2 1)
1 1

4 , , 4 , 2 ,

2

, , , , ,
9

4 , , 2 , ,

m n

n n

j n j i j i j

i i

y x

m n n m

y x

n n

m i i mi i
i i

m

j

h
I

f x y f x y f x y f x y

h
f x y dxdy f x y f x y f x y f x y

f x y f x y f x y f x y



   

 



 
 




 



 
    

 


 



   

   

  

 

 

       

5 4 5 4 6 5 6 5 5 2 4 2 5 4

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 2, 2

1 1

0 2 2 2 (2 1) 2 2 2

1 1 1

4 4 6

1 1

2

1 2 2 3

1/ 45( ) 1/ 4

, , 4 , 2 ,

5 ... ( )(

m n n

j n j i j i j

j i

x y x y x y x y m

i

f x y f x y f x y f x y

B h B

h h D h h D h h h h h h h h f x y

h B h

D D D D D D

 



 









   





  

      






  

 

 .اٌّثشٕ٘ح اٌساتمح  أسٍٛبٔرثغ ٔفس  :البرهان

 الأمثلة-4

0-
1 0

2

0 1

I x x y dxdy


    ( ٟ٘ ًِِمشتح اٌٝ أستغ ػششج ِشذثح  0.48758056659899اٌم١ّح اٌرذ١ٍ١ٍح  ٌٙزا اٌرىا )

 ػشش٠ح .

2-
0 1

4 4

1 0

I x y dxdy


   .غ١ش ِؼشٚف اٌم١ّح اٌرذ١ٍ١ٍح 

3-
1 0

2 2

0 1

I x x y dxdy


    ( ٟ٘ ًِِمشتح اٌٝ أستغ ػششج ِشذثح  0.43931732073626اٌم١ّح اٌرذ١ٍ١ٍح  ٌٙزا اٌرىا )

 ػشش٠ح .
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 الىتائح-4

ئْ ِىاًِ اٌرىاًِ  -1
1 0

2

0 1

I x x y dxdy


    إٌمطح فِٟسرّش ٌىٕٗ ِؼرً اٌّشرماخ اٌجضئ١ح , (0,0)x y   ٚٔٛع ,

ذذٚد ٚتػششج ِشذثح ػشش٠ح   اثٕرا ئٌٝ( ِمشتح  0.487580566598الاػرلاي ٕ٘ا جزسٞ, ٚ اٌم١ّح اٌرذ١ٍ١ٍح  ٌٙزا اٌرىاًِ ٟ٘ )

 اثٕرا ئٌٝت١ٓ اٌم١ّح اٌرذ١ٍ١ٍح ٌٍرىاًِ)ِمشتح  اٌّماسٔح ٚػٕذ . (1)اٌّثشٕ٘ٗ دسة( (…,2,2.5,3.5,4,4.5,5.5,6,6.5ذصذ١خ ٟ٘ 

1ػٕذ ذطث١ك اٌماػذج )  ِشذثح تؼذ اٌفاصٍح( ٚل١ّرٗ فٟ تشٔاِج اٌّاذلاب ٔلادظ جػشش 2( , )SS h h ) ِشاذة ثّاْػٍٝ ذُ اٌذصٛي 

٠2ىْٛ صذ١ذح تؼذ اٌفاصٍح ػٕذِا ػشش٠ح 512n m   ًِماسٔح ِغ اٌم١ّح اٌرذ١ٍ١ٍح ٌٍرىاًِ , ٌٚىٓ تؼذ اسرخذاَ ذؼج١

1اٞ ػٕذ ذطث١ك غش٠مح ) سِٚثشن 2( , )ROSS h h ي ٛذصذُ اٌ ذذسٕد إٌر١جح د١ث  ٘زٖ( تالاػرّاد ػٍٝ دذٚد اٌرصذ١خ 

,512ػششج ِشذثح ػشش٠ح صذ١ذح تؼذ اٌفاصٍح ػٕذِا ٠ىْٛ رال١ّح ِطاتمح ٌٍم١ّح اٌذم١م١ح ِمشتح لاث ػٍٝ 256m n   وّا ،

ّْ اٌٛلد اٌزٞ اسرغشلٗ تشٔاِج اٌّاذلاب ٌٍذساب واْ )0ِث١ٓ فٟ اٌجذٚي سلُ)  ثا١ٔح(.  0.918(.ػٍّاً أ
 

ئْ ِىاًِ اٌرىاًِ  -2
0 1

4 4

1 0

I x y dxdy


  ِسرّش ٌىٕٗ ِؼرً اٌّشرماخ اٌجضئ١ح فٟ إٌمطح , (0,0)x y   ٚٔٛع ,

 الاػرلاي ٕ٘ا جزسٞ, ٚاٌرىاًِ ٘زا غ١ش ِؼشٚف اٌم١ّح اٌرذ١ٍ١ٍح .

ّْ دذٚد اٌرصذ١خ ٟ٘ :     ٚجذخ(2)ٌّثشٕ٘حٚدسة ا     1ٚػٕذ ذطث١ك اٌماػذج )  (..,k=4,6,8)أ 2( , )SS h h ٍٝتالاػرّاد ػ )

ػٕذِا ٠ىْٛ ( ِشذثح ػشش٠ح تؼذ اٌفاصٍح04ػٍٝ دلح ٌغا٠ح) ٛيذصذُ اٌٚػٕذ اسرخذاَ تشٔاِج اٌّاذلاب دذٚد اٌرصذ١خ ٘زٖ 

64, 128n m  ْاٌؼذد ٔفسٗ ذىشس فٟ الأػّذج اٌثلاثح الأخ١شج , ٌٚث١اْ و١ف١ح اٌذصٛي ػٍٝ ٘زٖ اٌذلح ٔلادظ ِٓ اٌجذٚي أ

1( تاسرخذاَ اٌطش٠مح )k=4,6,8,10,12أٞ أْ اٌم١ّح ذىشسخ ػٕذِا وأد ) 2( , )ROSS h h ٘زا ٠ؼٕٟ أْ اٌم١ّح اٌرذ١ٍ١ٍح )

ِشذثح ػشش٠ح درٝ ٚئْ واْ أٞ أٔٙا صذ١ذح ػٍٝ الألً لأستغ ػششج (0.54471470661241)اٌرمش٠ث١ح ٌٙزا اٌرىاًِ ٟ٘

ّْ اٌٛلد اٌزٞ اسرغشلٗ تشٔاِج اٌّاذلاب ٌٍذساب واْ 2اٌرىاًِ غ١ش ِؼشٚف اٌم١ّح اٌرذ١ٍ١ٍح وّا ِث١ٓ فٟ اٌجذٚي سلُ) (.ػٍّاً أ

 ثا١ٔح( . 580)
 

ئْ ِىاًِ اٌرىاًِ  -3
1 0

2 2

0 1

I x x y dxdy


     ِسرّش ٌىٕٗ ِؼرً اٌّشرماخ اٌجضئ١ح فٟ إٌمطح , (0,0)x y   ,

 ِشذثح ػشش٠ح . ادذ ػششج ئٌٝ( ِمشتح  0.43931732073ٚٔٛع الاػرلاي ٕ٘ا جزسٞ, ٚ اٌم١ّح اٌرذ١ٍ١ٍح  ٌٙزا اٌرىاًِ ٟ٘ )

ّْ دذٚد اٌرصذ١خ  ٟ٘ :  خٚجذ (0)ٚػٕذ ذطث١ك اٌّثشٕ٘ح     1ٚػٕذ ذطث١ك اٌماػذج )    (k=2,4,4,6,8,10,12 )أ 2( , )SS h h ) ُذ

2صذ١ذح تؼذ اٌفاصٍح ػٕذِا ٠ىْٛ ػٍٝ خّس ِشاذة ػشش٠ح ٛيذصاٌ 256n m   , ًِِماسٔح ِغ اٌم١ّح اٌرذ١ٍ١ٍح ٌٍرىا

1ٌٚىٓ تؼذ اسرخذاَ ذؼج١ً سِٚثشواٞ ػٕذ ذطث١ك غش٠مح ) 2( , )ROSS h hٖذذسٕد إٌر١جح  ( تالاػرّاد ػٍٝ دذٚد اٌرصذ١خ ٘ز

2ػششج ِشذثح ػشش٠ح صذ١ذح تؼذ اٌفاصٍح ػٕذِا ٠ىْٛ ل١ّح ِطاتمح ِمشتح لاثٕا ػٍٝ  ٛيذصذُ اٌد١ث  256n m   وّا ،

ّْ اٌٛلد اٌزٞ اسرغشلٗ تشٔاِج اٌّاذلاب ٌٍذساب واْ )3ِث١ٓ فٟ اٌجذٚي سلُ)  ثا١ٔح(.  1.708( . ػٍّاً أ

ٚسغُ اْ ٘زٖ إٌر١جح ذؼذّ ج١ذج ٌىٓ لّٕا تالرشاح ذىشاس فٟ دذٚد اٌرصذ١خ )ِشج تسثة الاػرلاي ِٚشج تسثة الاسرّشاس٠ح(     

ّْ ٘زا الالرشاح لذ ٔجخ ٚػٕذ ذطث١ك اٌماػذج ) أفعًِشذ١ٓ تغ١ح اٌذصٛي ػٍٝ ٔرائج  (K=4)ٚتاٌزاخ  1لادظٕا أ 2( , )SS h h )

٠2ىْٛ صذ١ذح تؼذ اٌفاصٍح ػٕذِا ػشش٠ح ذسغ ِشاذةدصٍٕا ػٍٝ  256n m  ٔتؼذ  ح ِغ اٌم١ّح اٌرذ١ٍ١ٍح ٌٍرىاًِ ,ِٚماس

1اسرخذاَ ذؼج١ً سِٚثشواٞ ػٕذ ذطث١ك غش٠مح ) 2( , )ROSS h h ٍٝاثٕرا( تالاػرّاد ػٍٝ دذٚد اٌرصذ١خ اٌجذ٠ذج دصٍٕا ػ 

2ػششج ِشذثح ػشش٠ح صذ١ذح تؼذ اٌفاصٍح ػٕذِا ٠ىْٛ 256n m ( 3وّا ِث١ٓ فٟ اٌجذٚي.) 

ّْ اٌٛلد اٌزٞ اسرغشلٗ تشٔاِج اٌّاذلاب ٌٍذساب واْ )       .ثا١ٔح( 1.511ػٍّاً أ
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 الدذاول

n m SIM K=2.5 K=3.5 K=4 

2 4 0.49978285728354 

   4 8 0.48744461443483 0.48479513429488 

  8 16 0.48756903354202 0.48759575095694 0.48786729408445 

 16 32 0.48757931731663 0.48758152562594 0.48758014636154 0.48756100318001 

32 64 0.48758039537659 0.48758062687620 0.48758053973493 0.48758056595982 

64 128 0.48758053949880 0.48758057044721 0.48758056497595 0.48758056665868 

128 256 0.48758056201095 0.48758056684515 0.48758056649590 0.48758056659723 

256 512 0.48758056580083 0.48758056661466 0.48758056659231 0.48758056659874 
 

K=4.5 K=5.5 K=6 K=6.5 

0.48758087648013       

0.48758056666977 0.48758056545483     

0.48758056659626 0.48758056659597 0.48758056659708   

0.48758056659876 0.48758056659877 0.48758056659878 0.48758056659878 

 

 (1)جذٚي سلُ 

 

 

 

 

 

n m ss k=4 k=6 k=8 

2 4 0.54161746355696       

4 8 0.54454337324810 0.54473843389418     

8 16 0.54470401688243 0.54471472645805 0.54471435014954   

16 32 0.54471403947477 0.54471470764759 0.54471470734901 0.54471470874979 

32 64 0.54471466493206 0.54471470662922 0.54471470661305 0.54471470661017 

64 128 0.54471470400764 0.54471470661268 0.54471470661241 0.54471470661241 
0 1

4 4

1 0

I x y dxdy


   

 (2)جذٚي سلُ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

k=10 k=12 

0.54471470660807   

0.54471470661241 0.54471470661241 

1 0

2

0 1

0.487580566598I x x y dxdy


    
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N m ss k=2 k=4 k=4 

2 4 0.451682232968       

4 8 0.439172492585 0.435002579124     

8 16 0.439305397576 0.439349699240 0.439639507247   

16 32 0.439316398565 0.439320065562 0.439318089984   

32 64 0.439317252073 0.439317536575 0.439317367976 0.439317319842 

64 128 0.439317315756 0.439317336984 0.439317323678 0.439317320725 

128 256 0.439317320382 0.439317321924 0.439317320920 0.439317320736 

 

 

(3)جذٚي سلُ 

 

 

 

 

 

 

 

 المىاقشة والاستىتاج5-
ٌٚىٕٙا  اٌّسرّشج  اٌّىاِلاخ راخ اٌثٕائ١ح ٌٍرىاِلاخ  اٌرمش٠ث١ح اٌم١ُ دساب ػٕذ أٗ ذثاٌث٘زا جذاٚيٚ ٔرائج خلاي ِٓ ٠رعخ

 اٌفرشاخ ػذد٠ىْٛ  ٚػٕذِا  x,y  اٌثؼذ٠ٓ ولا ػٍٝ سّثسْٛ تماػذجٔٙا٠رٟ ِٕطمح اٌرىاًِ  ئدذِٜؼرٍح اٌّشرماخ اٌجضئ١ح فٟ غ١ش 

  اٌخاسجٟ ػٍٝ اٌثؼذ اٌفرشج ئ١ٌٙا ذجضأ اٌرٟ اٌجضئ١ح اٌفرشاخ ػذد ٌٕصف ِسا٠ٚح  اٌذاخٍٟ اٌثؼذػٍٝ   اٌفرشج ئ١ٌٙا ذجضأ اٌرٟ اٌجضئ١ح

1) اٌماػذج ٘زٖ أػطدلذ  2( , )SS h h) "ػذد ٚتاسرخذاَ ٌٍرىاِلاخ اٌرذ١ٍ١ٍح  اٌم١ُ ِغ ِماسٔح( ػشش٠ح ِشاذة ٌؼذج) صذ١ذح ل١ّا ِٓ 

دصٍد ػٍٝ ثّاْ ِشاذة ػشش٠ح ػٕذ  ,ففٟ اٌرىاًِ الأٚي ذؼج١ً سِٚثشن ػ١ٍٙا اسرخذاَ  دْٚ ِٓ اٌجضئ١ح اٌفرشاخ

2 512n m   2ػٕذٚفٟ اٌرىاًِ اٌثأٟ دصٍد ػٍٝ ل١ّح ذمش٠ث١ح ِمشتح ٌثّاْ ِشاذة ػشش٠ح 128n m   ًِٚفٟ اٌرىا

2ػٕذ ػٍٝ ل١ّح ذمش٠ث١ح ِمشتح ٌرسغ ِشاذة ػشش٠ح اٌثاٌث دصٍد 256n m َ1اٌطش٠مح ٚػٕذ اسرخذا 2( , )ROSS h h ٞأ

 تاسرخذاَ تشٔاِج اٌّاثلاب ذُ اٌذصٛي ػٍٝ ل١ُ ِطاتمح ٌٍم١ُ اٌرذ١ٍ١ٍح سِٚثشن ذؼج١ً 

2لاثٕرا ػششج ِشذثح ػشش٠ح ػٕذ ِمشتح  رمش٠ث١ح اٌ م١ّحففٟ اٌرىاًِ اٌ  512n m  ٚفٟ اٌرىاًِ اٌثأٟ ػٍٝ ل١ّح ذمش٠ث١ح

2ػششج ِشذثح ػشش٠ح ػٕذ لأستغ 128n m  ػٕذ ػششج ِشذثح ػشش٠ح لإدذٜٚفٟ اٌرىاًِ اٌثاٌث ػٍٝ ل١ّح ذمش٠ث١ح ِمشتح 

2 256n m . 

1غش٠مح ػٍٝ الاػرّاد ٠ّىٓ ٚتزٌه 2( , )ROSS h hٟاٌّسرّشج ٌٚىٕٙا ِؼرٍح  اٌّىاِلاخ راخ اٌثٕائ١ح اٌرىاِلاخ دساب ف

 اٌفرشاخ اٌجضئ١ح ِسا٠ٚح ٌٕصف xٔٙا٠رٟ ِٕطمح اٌرىاًِ ػٕذِا ذىْٛ اٌفرشاخ اٌجضئ١ح ػٍٝ اٌثؼذ ئدذٜ اٌّشرماخ اٌجضئ١ح فٟ غ١ش

 .yػٍٝ اٌثؼذ

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

k=6 k=8 k=10 

0.439317647742     

0.439317320739 0.439317319456   

0.439317320736 0.439317320736 0.439317320738 

1 0

2 2

0 1

0.43931732073I x x y dxdy


    
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اشرماق غشائك ِشوثح ِٓ لاػذذٟ شثٗ إٌّذشف ٚسّثسْٛ ٌذساب اٌرىاِلاخ اٌثٕائ١ح ػذد٠اً ٚص١غ ," فإاد دّضج ػثذاٌشش٠فٟ, [7]

 2012.سساٌح ِاجسر١ش ِمذِح ئٌىجاِؼح اٌىٛفح,", اٌخطأ ٌٙا ٚذذس١ٓ إٌرائج تاسرؼّاي  غشائك ذؼج١ٍ١ح

ً ػٕذِا ذىْٛ أػذاد اٌفرشاخ اٌجضئ١ح ػٍٝ الأتؼاد غ١ش ,دسٓ [8] ص٠ٕة ف١ٍخ دسٓ, " دساب اٌرىاِلاخ اٌثٕائ١ح ٚاٌثلاث١ح ػذد٠ا

 .2015ِرسا٠ٚح تاسرؼّاي لاػذج إٌمطح اٌٛسطٝ ِغ غش٠مح ذؼج١ٍ١ح", سساٌح ِاجسر١ش ِمذِح ئٌٝ جاِؼح اٌىٛفح ,

ػىاس, ترٛي داذُ, "تؼط اٌطشائك اٌؼذد٠ح ٌذساب ذىاِلاخ أداد٠ح ٚثٕائ١ح ٚثلاث١ح ",سساٌح ِاجسر١ش ِمذِح ئٌٝ جاِؼح اٌىٛفح [9]

,2010. 

ٌٍٕشش, اٌذاس اٌذ١ٌٚح  فشأه آ٠شص, " سٍسٍح ٍِخصاخ شَٛ ٔظش٠اخ ِٚسائً فٟ دساب اٌرفاظً ٚاٌرىاًِ ", داس ِاوجش١ً٘ٚ[10]

 ٌٍٕشش ٚاٌرٛص٠غ, ذشجّح ٔخثح ِٓ الأساذزج اٌّرخصص١ٓ.

ػٍٝ الاتؼاد  ذىْٛ أػذ اد اٌفرشاخ   اٌجضئ١ٗ ػٕذدِا ػذدد٠ا ٚاٌثلاث١ح اٌثٕائ١ح اٌرىاِلاخ سؤٜ  ػض٠ض فاظً , " دساب,فاظً [11]

 .2015ش ِمذِح ئٌٝ جاِؼح اٌىٛفح ,ذؼج١ٍ١ح", سساٌح ِاجسر١ غش٠مح ِغ سّثسْٛ لاػذج تاسرخذاَ غ١ش ِرسا٠ٚٗ

 


