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 ,λطربه )ضت طاقة المتذبذب التوافقي ومعدلات الباراميترات الماالحل العددي لمستوي       

g, µ, α, I ,N ,M) 
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ان دراسةةم تسةةت الط اه للةةذ هبتتلوةةلي اهةةة احدت ووسةةد  انةةدتق نسةةلوال يةةةن  راةة  اا ةةلد اهدةةاق اهلاتاةةةذ  
  اه للةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةذ اهلاتاةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةذ هتسلدهةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةم  ةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةر دا  ر
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 g،  ل ر ةط اه تةل م تةل تبةم اهتنسة وذ و اسة م تد اةلط اخةرل هةوس  اهدةاق  ولستخداق تد ام اهفر للط اهتنةدد 

,α  تةةةل لت ةةةل ودراسةةةم وسةةة  اهت ةةةلتال  تنصةةةل يبةةةج  تةةةل م لاط دلةةةم اح ةةةل  حةةةلن تد اةةةم اهفر لةةةلط اهتنةةةدد 
  (I ,N ,M اهتبندلط اهتختبفذ هلا  راي ) n(   رن ل نلهم λ, g, αروذ )اهولراتتراذ اهت  
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  : المقدمة
ذ ان  ظراةةةةةم اب ةةةةة راي نةةةةةت  انةةةةةد  تةةةةةن اه ظراةةةةةلط اهر اسةةةةة 

هبنب ل اهتدراواذ هتسل ل اهداق اهلاتاةذ حةت اهفاااةلل اه ظراةذ    هسة ل اهنةظ 
حةةلن اه راةةر تةةن اب ةة راولط اهاا داسةةذ تسر حةةذ ترةةل تبةةم اهتةةت  تسلتةةل 

 λ , g and α اهتةةت تس ةةت حدةة  لةةاق تنةةدد  ل  (01 01 )تساةةل حةةت
حلن غلهول تةل ت ة ن تةن اه ةر ر  ان   ة ر اهتد اةلط غاةر تنةدد   ن لا 
 ي هنسلي اهداق اهلاتاذ   هنسل

تد اةةةةةةةةةةةةةةم اهفر لةةةةةةةةةةةةةةلط اهتنةةةةةةةةةةةةةةدد  تةةةةةةةةةةةةةةن لوةةةةةةةةةةةةةةل اسةةةةةةةةةةةةةتخدتط  
ان اهنصةةة ل يبةةةج دلةةةذ يلهاةةةذ حةةةت اهتد اةةةذ ات ةةةتن   Fack[4,5]اهسةةةلهق

اهتسلتةةل تةةل اهتصةةف حلط تةةل اسةةتخداق  ةةر   ايبةةج حةةت ت ةة ل اه للةةذ 
 اهنر اذ  

تسةةدل  ت سةةل هتتسلتةةل تةةل  ةةر   ايبةةج حةةت  ان لن اهتد اةةذ ات ةةنحةة هةةلهم 
 ه للذ اهنر اذ تن ا ل اهنص ل يبج دلذ ا ور تؤرر ا

 ودةةةل هةةةلهم حل  ةةةل  سةةةتخدق تد اةةةم اهفر لةةةلط اهتنةةةدد  هنسةةةلي لةةةاق اه للةةةم 
اهلاتاةةةذ   ب ات بةةةي ت ةةةل  ةةةت حةةةت نةةةلا اهستةةةل سةةة ل ان  سةةةتخدق  ظراةةةم 
اهفر لةةلط اهتنةةةدد  سةةة اذ تةةةل اهتصةةةف حلط اهد راةةةذ تةةةن ا ةةةل اهنسةةةلولط 

 هذ لاتذ لاتاذ  وراذ ل ر اهج تس  لهم تن ال تسلدهم  ر دا  اهسدداذ
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هت سسلط وسوي استخداق ا تسدالاطها ه رارتن ان نسلولت ل نت ت   ع
Dلاط اه ر  اهسلهت 

2
Ψ(x)   تن ا ل رحل دلم نسلولت ل 

 ار تنةدد  هنسةلي لةاق اه للةذ اهلاتاةذ اهاهت  راط حت اه ر    لستخدتا 
  ان ترةةةةل نةةةةل  اه ةةةةر   ةةةةر رام تةةةةل داتةةةةط  ةةةةر  اب ةةةة راي تس ةةةةت 

 تسب تلط غار  لحاذ ين اهدلذ  تس ت صس ولط تتدلروذ  رار   
هفر للط اهتندد  هتتسلتل تل ا  اع تختبفةذ ندارل يدهط    رط تد الط ا

 ]09 9 8 3 [تن تسل ل اهداق اهلاتاذ  تس ت نسلولط لاط دلذ يلهاذ
حةةت اه لةةط اهنل ةةر ن لهةةم لةةدر  واةةر تةةن اهتتسةةذ حةةت اهدراسةةذ اهتنباباةةذ 

هبتتلوةةةةةلي اهتةةةةة احدت لاط ابت ةةةةةل  اه انةةةةةد اهت صةةةةة حذ وله للةةةةةذ  اهسدداةةةةةذ  
 اه لت ذ  
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 حلن تن اهتستنال يتبال ان  ددق لل تذ  لتبذ تدراوةل تةن اهتصةلدر هلهم 
V1(x; N,λ,g)   V2حت اه لللط اه لت ذ 

±
(x;µ,I,N,M,g,α)  هلهم 

تسلتةل تةل اهتداةاق اهسةدد  اهةدلا  هبدةاق تس ف  دتوس حد  اهتصلدر اهتت 
   ذبفتختاهاهلاتاذ هب للذ   لهم تل اهتد الط 

حةةلن نةةل  اه للةةذ اه لت ةةذ تتسبةة  و تةةلل  تسا ةةذ  Mitra[14] تةةل  خةة  
  ةةةلهم و ظراةةةم اهت ةةةلل لاط اهوسةةةد اهصةةةفر  تةةةل  تةةةن اه ظراةةةذ اهبااراةةةذ

   (0) تسلدهم ب را م اه ار خ اذ
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هدةةد  ظةةف ت ةة ع اهتد اةةلط هبتنةةر  يةةن ترةةل تسةةل ل اهدةةاق اهلاتاةةذ نةةل   ان 
 2Nحةت نلهةم  V1(x; N,λ,g)ولط  رسةط هب للةم اه لت ةذ اغبي اهنسل

بتنبةةالاط اهسدداةةذ هتسلدهةةم  ةةر دا  ر  ه اهتةةت ب باةةل لةةدتط اهنبةة ل  2=
اهتسةتخدتذ  Givens - Householderتةل خ اراتاةم  Ritz ظراةم ان 

اهنلهةةذ ابر ةةاذ نتةةل ا ل نةةلهتان تراةةرتان هتنداةةد  Mitra[14] تةةن لوةةل
 هلانتتلق  

Kaushal [12] ر  اهت سةةسلط اهتتدلروةةذ هب للةةلط اهلاتاةةذ  اهةةد ال يةة
gx+1اهسلتلتن خلال ت سال  V1(x; N,λ,g) اهلاتاذ هب للذ اه لت ذ

2
) 

gx سبسةةةبذ تةةةن اهدةةة   حةةةت  )/ 1
 ا ةةة ن نةةةلا صةةةنا  وله سةةةوذ هبدةةةاق  2

   gاهص ار  تن 
Witwit and Killingbeck [20]  اسةةةتخدتل  ظراةةةم اب ةةة راي

hypervirial  تدراولط Pade  هبص ف اهتندد اهل  اتبةمg     صة ار
λ  2  واةةةر    اه للةةةذ اه لت ةةةذ تت سةةةل تنةةةط  ةةةر > gx2   هدةةةد نصةةةب  

   λ ةيبج دلذ  اد  هبنلهذ ابر اذ  اهنلبط اهرلارةذ اب هةج اهتف ةبذ هة
gتسدل  (0.1≤ λ≤106)  0.1≤ g ≤50) )    

Fack   Vanded Berghe  اسةةةةةتخدتل اهت لتةةةةةل اهسةةةةةدد  هتسلدهةةةةةم
  D2Ψ(x) ر ولستخداق اهفر للط اهتندد  هة  ر دا 
اسةةتخدق ا ةةرال تنبابةةت تسةةتتر تسةةتخدتل سبسةةبم  Hodgson 11اخاةةرا 
 با لد لاق لاتاذ دلادذ  دا  Taylarتلابر 

تةةن  V1(x; N,λ,g)هب للةةم اه لت ةةذ   ةةلهم تةةق تدةةداق نبةة ل ت ةةو  ذ
نةةةل  اهنبةةة ل تةةةق اهنصةةةة ل    01[ Lin [  Flessas   Lai ]4 [لوةةةل

   λ<0 , g>0   (g) λ  =λ   E = E(g)تنط  ر   تندد   يباال
V2اه للةذ اه لت ةذ 

±
(x; µ, I ,N ,M, g, (α)  هةق تةدرس وت سةل يةدا

 ن ةلم يةدد لباةل تةن  µ= 1/2 , 2I = 2 , 2N = 4, 2M = 2 اهنلهةذ
 اهتصلدر اهتت تتسلتل تل نلا اه  ع تن اه للم اه لت ذ  

تةل  ةر   Eد  هبدةاق اهلاتاةذ ان اب ة راي اهاا ة Auberson [2]ترلا 
g , رلوط  V2

±
(x; µ, I ,N ,M, g, α)  وله سوذ هصنم نل  اه تا ةذ   

V2 حةلن تةن اه ةر ر  ان ا ة ن اه للةم اه لت ةذ
±
(x; µ, I ,N ,M, g, 

α)  ت  وةةذ ه ةةل اهدةةاق اهفااال اةةذ هةةةg   α  ي ةةدتل ا ةة ن اهتسةةدل اهفاااةةل ت
 كالاتي  (g, α)هة

V2
+
(x; µ, I ,N ,M, g, α) α > 0, g ≥ 0, هةة V2

-
(x; µ, I ,N 

,M, g, α) g ≥ 0, α>2,حةت ترتاةي ( V2
-
(x; µ, I ,N ,M, g, α) 

→ ∞,x
2  ) 

Auberson [3]   Boissiere  نسةول تسةت ل اه للةذ هبنلهةذ ابر ةاذ
 ولستخداق و سم  ر    g , αلاق  هتسدل  وار تن

Flessas[7] نةةةةت  ونةةةة  حةةةةت  فةةةةس اه للةةةةم اه لت ةةةةذ توا ةةةةل ان  تل  اةةةةل
ت ت يةةةةذ تةةةةن  فةةةةس اهدةةةةاق اهلاتاةةةةذ  اهةةةةد ال اهلاتاةةةةذ ي ةةةةدتل روتةةةةط وسةةةة  

 الموجبه . g , α تل  ل تن g , αاهسلاللط اه وراذ وان 

Witwit and Killingbeck [20] طبقاا نرزيااتHellmann – 

Feynman  لحساااب مسااتويات الطاقااه لاابعا القاايم المحاادد  لاا g , 

αHandy [10] تاةةذ هنسةةلي لةةاق تسةةت الط  وةة   رادةةم اخةةق اهدةةاق اهلا
يبةةج ااةم نةةلل ا ةةي ان  ةةدرس اهنةةلبط g , α هدةةاق تت  يةةذ تةةن اه للةذ

 ابخرل وت سل  
 ودةةةةل هاةةةةةلا حل  ةةةةةل  نسةةةةةي   ةةةةدر  تسةةةةةت الط اه للةةةةةم اه لت ةةةةةذ  
( وله سوذ هتسدبط  اسسذ تن اهوةلرتاتراط اهت ة روذ 0(   )0اهتسد هذ )

 n رلق نلهةم  ( λ , g , α) وا تل ابيتلل اهسلودذ تندد  وداق ص ار  تن
   نةةةةةةن  دةةةةةةلرن وةةةةةةان وسةةةةةة   تل   ةةةةةةل  وةةةةةةان تبةةةةةةم اهنسةةةةةةلولط اهسدداةةةةةةذ 

   (17) اهنب ل اهصنانذ  (10,3,12,3)
ذ  ةة باذ تد اةةذ اهفر لةةلط اهتنةةدد تةةل اه رادةة ل  ةةتدا تةةق نةةلا اهونةة  حةةت

    اه تل م اهتستخدتذ هبتسلتل تل اهنسلولتد م  تتط ت لل م
 

  طرق الاشتقاق
    نسي اهداق اهلاتاذ هتسلدهم  ر دا  رحت نلا اهون
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 تةةةةةل اه للةةةةةذ اه لت ةةةةةذ 

λ, g, β =1) VL=1(x; N,   x; µ, I ,N ,M, g, α, β =1/2) 
VL± =2(  حلن لاقβ  لد اختارط هتساال اهتدلر ذ تل ابيتلل اهسلودذ 

ا ةةةلد ان اه ظراةةةذ اهتةةةت تسةةةتخدق  رادةةةم اهفر لةةةلط اهتنةةةدد  تةةةدخلا هاةةةل ب
يلد  تل تودا  (3)ماهتسلدهاهداق اهلاتاذ هتسلدهم  ر دا  ر اهتددتذ تن لول 

 اهل  ات ن اهتسوار ي ذ ولبتت (19)تن يلتل ابختلاف اهتر ا  
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ترتاةةةةةي يلتةةةةةل ابخةةةةةتلاف  mرلوةةةةةط يبةةةةةج  ةةةةة ل اهخ ةةةة       hي ةةةةدتل 

 حلن x)(حت اهداهذ  mاهتر ا  
)8)......(

2
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1
()( 11 hxhxx mmm   

 (8) 

( لةةد يرحةةط 1) ةيبةةج اهةةرغق تةةن ان نبةة ل هةة أ  يةةدد صةةنا  mي ةةدتل 
اب ا ةذ ا ةي ان  لانةظ ان نةل  اهنبة ل اق ان  (∞+ , ∞-)وسةا هذ حةت 

)()(ا  ةةت ا  حةةرد  أ  جل ت ةة ن ت ةةلح xx    هةةلهم حةةلن تنداةةد
)(x   ا ةلحذ اهةج لهةم حل ةذ  (∞+ , 0)ات ةن ان اروةط  ةتن   ةل

سط هتتتل ةةةج تةةةل  ةةةر   نةةةد د  ةةةفتةةةر  ان د ال اهت  ةةةذ    ان  ات ةةةن

Dirichlet 0)( x  ي د وس  لاقx   R  سة ف  ختةن يةددال  
و ة ل لةل   ت  [R , 0] ات ةن ان  دسةق اهفتةر   Rوسة  اهدةاق اهتدو هةذ هةة 

 ;x = kh, (k=0,1,2,……n-1, nتةل  hاهةج ا ةاال تتسةل اذ اه ة ل 

nh = R)   سةت تم خ ةل  ست ال  وسةا هذ ان ذ  تن اهتلانظ اτ  اه ةلتم

2)(تن استودال  xD  (7) بتسلدهمارول  ر   ه 
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ان دلةةم نب ه ةةل تتاااةةد ودةة   و اسةة م  (9)اهتسلدهةةذ تةةن اه ا ةة  تةةن خةةلال
  ان اهدلةةم  D2تةةن خةلال ا ةةلحم  ةر  اخةةر حةت اهتدراةةي هةة  h2اهسلتةل 

( وسةد  ةر  اهراوةل تةل اي ةلل دلةذ يلتةذ تت   ةذ 9تدة ل ود ةل اهتسلدهةذ )
 ان اهداهذ اهلاتاذ هبتتلولي اهت احدت تسرف وة  ي صر تاق  00 تن

  )10().........(!2)( 2/
2/1 2

xHenx n

xn

n




  ي دتل
)(xHn اهتؤرر اهارتاتت اهتندد 

22)(الا وةةةده ل  xDh  ( حةةةلن 8( اسةةةتخدت ل اهتسلدهةةةذ )9تةةةن اهتسلدهةةةذ )
ولهصةةةا ذ  ذ اه وراةةةذهم اهدةةةاق اهلاتاةةةلسةةةتتن ل اهةةةج تسةةةتسلدهةةةم  ةةةر دا  ر 

  اهرال اذ ابتاذ:
  )11...(..........0)(,  nhGIC nm 

 

 نةةةةد   G=-5040Eh2   I هداةةةةذ اهداتةةةةذ  E سةةةةوال هةةةةة Gي ةةةةدتل ا ةةةة ن 
 اهتصف حذ    س ت ن ل وس  لاق اهتسلتلاط

 النتائج والمناقشه -
استخدت ل تد ام اهفر للط اهتندد  حت نسلي اهداق اهلاتاذ هب للةذ هتسلدهةم 

   V1(x;N,λ,g) تةةةةةةةةةةل اه للةةةةةةةةةةذ اه لت ةةةةةةةةةةذ] 08[ ةةةةةةةةةةر دا  ر 
V2±(x;µ,I,N,M,g,α) هتسةت الط اه للةذ   تسةةدل اهدةاق هةة λ,g   α 

  I,N  M  
 اه تةل م ابروسةذ اب هةج اهتتسةل ام هب للةذ اه لت ةذ ا    (0حت اه د ل )

 تبنةةةة  هدةةةةاق  λ ≤ 103 ≥0.1( تةةةةل لةةةةاق اهولراتتراةةةةذ 0) تسلدهةةةةذ
هنلهةذ ا ا  ة  (0اه ةد ل )    حةت ( 2N = 2 , 4, ….12)اب ة راي

2N = 2 تةل  ات ةن ان  [11 , 4]  دةلرن وةان  تل   ةل   تةل م ابخةران  
( وةةلن  تل   ةةل ت ةةار اهةةج ان اهنسةةلولط اهت فةةل  تةةن 0 ةةرل تةةن اه ةةد ل )

اهتنسةة وذ  Fack   Vanden Berghe [5]   Hodgosn[11]لوةل 
 لط هةةةللر ةةل وةةان نسةةلو (1 اةةدا تةةل اه تةةل م ابخةةرل   حةةت  ةةد ل رلةةق )

V2±(x;µ,I,N,M,g,α) ( هبنلهمµ= 1/2 , 2I = 2 , 2N = 4, 2M 

 gهةوس  لةاق  [ 10 , 3](تل تبم اهتنس وذ و اس م تد الط اخةرل  2 =
  α  حلن تد ام اهفر للط اهتندد   وص ر  يلتذ  نصل يبج دلةذ اح ةل

 حت اه تل م  
دهةةةم  هتةةةدلا  ا رةةةر حل  ةةةل تنرا ةةةل  ةةةلهم يةةةن اهنةةةل اهتةةةلق ) اهصةةةنا ( هتسل

  ر دا  ر تل اه للذ اه لت ذ  

)12.........(........................................
1

2

1
),,1,2,1,

2

1
;(

2

4

2

2

xg

gx

xgMNIXV









 
    للم اهنلهم ابر اذ نت  .Flessas[7]ولستخداق 

)13...(..........5 21221    gEي دتل 

)14........(
))1((2

))32(2(
)2(

2/12

2/12

12
















 




g

ان نةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةل 
اس ةت g(0.01≤ g ≤ 200هداق تختبفم تن  α   ω= 1 ( هة02تسلدهم )

 α ≥ 4.71504386707)حةةةةةةت تسةةةةةةدل α ةلةةةةةةاق تستتةةةةةةد  هةةةةةة

 = α حل ةةةةةذ اس ةةةةةت g =0.5 حتةةةةةرلا (0.01077717710≥

 = +E  ةةةةةةلهم اس ةةةةةةت  للةةةةةةذ تلا تةةةةةةذ  0.521505307511

ان  رادم اهفر لةلط اهتنةدد  هة فس اهوةلراتاتراط    1.186571396353
   E* = 1.186571396353 تس ت
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يلالةذ ر ل اةذ حت اهنسلولط اهسدداةذ  اةتق وةلن  سةت  هبسلتةل ان ت ة ن هةذ 
( ل ر ةط 2  حةت  ةد ل رلةق ) Hamiltonian   Flessas[7]و ل تةن 

V تةةةل م اهنلهةةةذ 
  تةةةن  Flessas[7]تةةةل اه تةةةل م اهصةةةنانم اهتلتةةةذ هةةةة  +

اه ا ةة  تةةن خةةلال اه تةةل م اهتدر ةةذ ان ن ةةلم ت احةة  تتتةةلا وةةان  تل   ةةل 
 خف  حدةد   ةد ان اهت احة  اة g  وله سوذ هبداق اهسبال هةة  Flessas  تل م 

 اهج تسسم ارللق حد  
( در ةةط اه تةةل م هبتسةةت الط اهرتل اةةذ اب هةةج هب للةةم 3حةةت اه ةةد ل رلةةق )

g ≤10 ≥ 0.01( تةل لةاق اهوةلراتاتراط اب ة راي 00اه لت ذ )
3
 , 0.1 

≤ α ≤10
3  ، 

 (0)تسلدهةذ (   ةن ل اه تةل م هتسةت الط اه للةذ اه لت ةذ4حت  د ل رلق )
   (α , g , µ ,I , N , M) هداق اهولراتاتراط اب  راي

 اهداتةذ  h ≤ 0.04 0.02 ≥ان اهداق اهتت تةق اهنصة ل وةلهخ    اه  ابةذ 
  ]0[هداال دلذ يلهاذ  (R =10) ان  Rاه وار  اه لحاذ هة 

حةةت نةةل اهستةةل اهنةةلهت  ةةديق تنبالات ةةل اهسدداةةذ لةةدر ابت ةةلن ،  حةةت نةةلا 
نبةالاتاق   هدةد اهصدد لنو ل اوسد تتل لنةي اهاةذ اهوةلنر ن ابخةر ن حةت ت

( ( λ ,g , α درسة ل ن ةةل وسةة  اهت ةةلتال تةةن اهوةةلراتاتراط اهت ةة روذ
 (I,N, M) اهتبندلط اهتختبفم هلا  راي  n  رن ل نلهم اهرلق 
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 (2جدول )
مقارنة القيم الذاتيه التي تم الحصول عميها باستخدام ثلاث طرق مختمفه 

)/1(لـ  2222 gxxxpH N    الاول النتائج الرئيسيه
 Hodgson(11)الثالثة  Fack andVanden Berghe(5)الثانية 
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λ = 0.1 , g = 100 
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The Numerical Solution for Energy Levels for Harmonic Oscillator 

and Perturbation Parameters (λ, g, µ, α, I ,N ,M 

Abdul-Adeem Z. Hameed 
 

Abstract :  
The study of energy levels for Harmonic Oscillator a one-dimensional are calculated by eigenvalues and 

eigenenergy for Schrodinger equation 
    0,,;

2

2









 xEgxV

dx

d
L 

 for rational potentials )1/(N, V1(x, 222 gxxxg N   and 

)1/(g,M,N,I,µ,(x,V2 222 MnI xggxx    ,using finit difference . we compare our calculations with those 

calculated by other techniques for some values of g, α , the finit difference technique in general yields better accuracy 

in results. We study several sets of perturbation parameters (λ, g, α ), state numbers n and different indices of the 

perturbation ( I ,N ,M ) . 

 


