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 المستخلص

نماذج  نحدار اللاخطي لمعرفة مدى استجابة الأ ي يتطلب حسابها في ال مور التاللاخطية من أهم الأ  النماذج  معلماتيعد تقدير          
  Gompertz .وأنموذج     Logisticستخدام عدة نماذج لاخطية لوصف حالة نمو معين منها أنموذج البيانات البحث، وقد تم 

اللاخطية    إن        الصغرى  المربعات  الطرق   Nonlinear Least Squares Methodطريقة  من  تقدير    تعد  في  الشائعة 
ل  معلماتال معدة  نيوتن  من خلال صيغ  كاوس  كطريقة  بساط  The Gauss –Newton Algorithmها  وسهوله   ةفضلًا عن 

ن  إو   .Maximum A Posteriori Method توزيع اللاحقال  تعظيم دالةالطريقة في حل مشاكل عدة كذلك تم استخدام طريقة  
طريقتين   بين  المقارنة  هو  البحث  بلتلهدف  الحصائيةإقدير  المؤشرات  بعض  الخطأ    مثل  ستخدام  المربعات  ومعامل   MSEمتوسط 

تعظيم  من طريقة    أفضل   Nonlinear Least Squares. وتبين من البحث ان طريقة المربعات الصغرى اللاخطية    التحديد  
 .MSE لأقتمتلك  لأنها Maximum A Posteriori  Method توزيع اللاحقال دالة

أنموذج  اللاحق،  التوزيع  دالة  تعظيم  طريقة  نيوتن،  كاوس  طريقة  الصغرى،  المربعات  طريقة  للبحث:  الرئيسة    المصطلحات 
Logistic،  أنموذج. Gompertz 
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exportsgrowth in iraq for the period (2009-2010) 
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Abstract 
           Estimating the parameters of nonlinear models is one of the most important things to 
calculate in nonlinear regression to see how models respond to research data. Several nonlinear 
models have been used to describe a particular growth, e.g. Logistic model and Gompertz model. 
The Nonlinear Least Squares Method is a common way of estimating parameters through the 
Gauss-Newton algorithm, as well as the simplicity and ease of the method of solving several 
problems. The maximal posterior method. The aim of the research is to compare two estimation 
methods using some statistical indicators, such as mean error squares and the coefficient of 
selection. The study showed that the Nonlinear Least Squares method is better than the maximal A 

posteriori method because it possesses the least MSE . 
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 :قدمةالم .1

الانحدار   تحليل  متغير  إسلوباً  أيعد  بقيم  للتنبؤ  المتغيرات    أو حصائياً  من           المعتمدأكثر 
المتغيرات    أثروكما انه يمكن استخدامه لتقييم    التوضيحيةباستخدام قيم مجموعة من المتغيرات  

   .المعتمدعلى المتغير   التوضيحية
نحدار  ر الخطي أما النوع الثاني فهو ال ول هو الانحدانحدار النوع الأ هناك نوعان من تحليل ال 

لكن   للمعلمات  المقدرات  حساب  في  معادلاته  حل  لصعوبة  تعقيداً  أكثر  يكون  والذي  اللاخطي 
 صعوبات. التطور الذي حصل في مجال الحاسوب لعب دوراً اساساً في تذليل تلك ال

تطرق    تم  البحث  هذا  أنموذ   نماذج  بعض  إلىفي  منها  وأنموذج    Logisticج  النمو 
Gompertz   الأ  وتم المربعات الصغرى اللاخطية  تقدير معلمات  نماذج بطريقتين وهما طريقة 

ن البحث  إ ونظراً لأهمية نماذج اللاخطية ف  توزيع اللاحق مع مقارنة بينهما. الوطريقة تعظيم دالة  
واشإ لى  إيهدف   لبراز  الحصائية  المفاهيم  الأ اعة  هذه  في  ستخدام  البيانات  نماذج  تحليل 

 الزراعية وغيرها.   أوالاقتصادية  
 

  :المشكلة وهدف البحث .2

العديد من الظواهر الطبيعية عند دراسة سلوكها نجدها تسلك سلوكاً    أن  تكمن مشكلة البحث في 
ماذج اللاخطية لوصف تلك الظواهر مما يتطلب تقدير  نغير خطي ولتحليل تلك الظواهر نستخدم ال 

 . والجودة  ة بطرائق تتصف مقدراتها بالكفاء تلك النماذج معلمات 
البحث    الأ   إلىيهدف  معلمات  تقدير  في  طريقتين  بين  طريقة  المقارنة  وهي  اللاخطية  نماذج 

  تعظيم دالة وطريقة    Nonlinear Least Squars Methodالمربعات الصغرى اللاخطية  
اللاحق  ال المقدرا  Maximum Aposteriori Methodتوزيع  أفضل  بلتحقيق  ستخدام  إت 

 .  و    MSEمؤشرات إحصائية وهي 
 

 :النظري انبالج .3

في تحديد  يتضمن هذا المبحث دراسة  بعض  النماذج اللاخطية  مع توضيح الصيغ المعتمدة 
   .النماذجالتقديرات لمعلمات تلك  
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 : Growth Modelsالنمو   نماذج 1.3  

ن معدلات النمو لا تنخفض بشكل منتظم  إ نات نلاحظ  نمو من خلال رسم البياعند دراسة بيانات  
تتزايد   قبل  أ  إلى وانما  لتصل    أن قصى حد  الصفر،    إلى تنخفض  النمو  أ  إن نقطة  غلب منحنيات 

 . [8]  (1aكما موضح في الشكل )   Sتأخذ شكل حرف
بعد   فيما  التطرق  ف   نماذج عدة    إلى سيتم  السيني  النمو  شكل  تحقق  التي  تحديد  نمو  عن  ضلًا 

 .   [9](1bقصى حالات النمو كما موضح في الشكل رقم ) أنعطاف مع  طة ال نق
 
 
 

 
1a)(                                                )(1b 

 منحنى النمو                                      منحنى معدل النمو 

 شكل 

 يوضح منحنى النمو  
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 تية: ال   النماذجلى إ  ث تم التطرق في هذا البح
 

   Logistic : أنموذج  1.1.3

 تية:  بالصيغة ال  Logistic يمكن التعبير عن أنموذج

 
 معدل النمو يمثل  
 الزمن يمثل   

 t=0كانت  فإذا،   tتتغير مع تغير قيمة   Yتمثل معلمات الأنموذج وان قيمة   k>0,b>0,a>0إذ ان  

يتم    Yيعني    tوعندما     Y=a/(1+b)يعني    الدالة  شكل  المشتقة  إولتوضيح  يجاد 
 :   [9]وكانت كما يلي  ولى والثانية للصيغة رقم  الأ 

 
 

 معادلة  الفي    وبتعويض قيمة       a/2 =عندما      أننلاحظ     المعادلة  من

نقطة  =tينتج   تكون  بهذا  هي    Logisticلدالة     Inflection Pointنعطافالا . 
(Lnb/k, a/2)   يوضح منحنى دالة  والشكلLogistic  . 
 

 

  شكل   

   Logisticيوضح منحنى أنموذج 
 

  (S) ان المنحنى يأخذ شكل حرف    نلاحظ من الشكل
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    ن  إف  Ln b/k tا وعندم

    ن  إف  Ln b/k tما عندما أ
 نحصل على  على  وبقسمة المعادلة   

 
بير لتعويمكن ا  t- 1و  tأي ما بين    تقع في الفترة      tن معدل نمو لقيمة جديدة عند الزمنإف 

 :[7]تيةعن هذا المعدل بالصيغة ال

 
ثم نحصل على المعادلة   يتم اخذ اللوغاريتم الطبيعي للصيغة    Logisticنموذج  ألتقدير معلمات  

 تية: ال

 
  إذ    tقيممقابل    من الرسم البياني لتوزيع قيم     ويرمز لها    aولي للمعلمة  يتم تحديد التقدير الأ 
 وليكن   تقترب من أكبر قيمة 

 
 .i  قيم لجميع  يمثل الخطأ العشوائي الذي يتوزع طبيعياً بمتوسط صفر وتباين ثابت  :

       ( الصغرى  المربعات  طريقة  للصيغة  .L.Sباستخدام  الأ (  تقديرات  تحديد  ولية  يمكن 
 وكما يلي:    ,يرمز لها     b k ,للمعلمتين 

 

  

الأ إوب التقديرات  قيم  ) ستخدام  للمعلمات  كولى  أفي    ولية  نيوتن  ا خطوات  وس 
 [8]اقل ما يمكن أي انخطاء  موع مربعات الأفضل المقدرات وجعل مجألتحقيق 
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 كما يلي:    Logisticية لمعلمات أنموذج وكانت المشتقات الجزئ 

 

 
 

 

 Gompertz : أنموذج  2.1.3

 تية: بالصيغة ال  Gompertzيمكن التعبير عن أنموذج 

 
ذا كانت  إف ، tتتغير مع تغير الزمن  تمثل معلمات الأنموذج وان قيمة     k>0,b>0,a>0إذ ان 
t=0    وعندما  يعنيt    شكل      يعني ولتوضيح 
 :[3]وكما يلي   ولى والثانية للصيغةيتم ايجاد المشتقة الأ   Gompertzالدالة

 

 
في المعادلة     tوبتعويض قيمة     =t عندما     ان    المعادلة   من نلاحظ  
 . = Yينتج   

نقطـة   تكـون   ,Ln(b)/k) وهي    Gompertzلـدالـة     Inflection Pointنعطـافالا بهـذا 

0.36788a = ), )   نموذج  أيوضح منحنى  والشكلGompertz  . 
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  شكل

      Gompertzنموذج  أ يوضح منحنى 

 

 
 سية متناقصة مع الزمن وبقسمة المعادلة  أالمنحنى يأخذ شكل دالة    أن  نلاحظ من الشكل ) 

 نحصل على Y على 

 
 أي ان Ln Yهناك علاقة خطية بين لوغاريتم معدل النمو الجديد و أنمن هنا تبين 

 
 تغير في قيم  ويمكن التعبير عن نسبة  tبهذا نحصل على علاقة خطية بين لوغاريتم معدل النمو والزمن  

Yما بين  t 1و-t  [7]وكما يلي : 

 
أنموذج  و  معلمات  للصيغة         أيتم    Gompertzلتقدير  مرتين  الطبيعي  اللوغاريتم  خذ 

 تية: نحصل على المعادلة ال 

 
   :كما يلي    يمكن كتابة المعادلة ويرمز لها    ولي للمعلمة  د تحديد التقدير الأ بع

 

الــذي يتــوزع طبيعيــاً بمتوســط صــفر وتبــاين  لصــيغة التحويــل الخطــي : يمثــل الخطــأ العشــوائي
 .iقيم  لجميع   2ثابت  
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المعادلة   حل  للمعلمتين  أمن  الاولية  القيم  ب    و  علاه نحصل على  لها  الرمز  ويرمز 
 : كما  يلي   

 
 

وس نيوتن لتحقيق  اخطوات كولى  أفي  ولية للمعلمات ) ستخدام قيم التقديرات الأ إب
 [8]أناقل ما يمكن أي  خطاء ل المقدرات وجعل مجموع مربعات الأأفض

 

 كما يلي:     Gompertzوكانت المشتقات الجزئية لمعلمات أنموذج  

 

 
 

 

 :طرائق تقدير معلمات نماذج الانحدار اللاخطية  2.3

Methods to Estimate the Parameter of Nonlinear Models  
نماذج الانحدار اللاخطية هي نماذج معقدة ومتداخلة وعملية تقدير معلماتها صعبة وهناك    إن

 : عدة طرق للتقدير وسنتطرق فيما يلي الى طريقتين وهما 
 

   : قة المربعات الصغرى اللاخطيةطري 1.2.3
Nonlinear Least Square Method 

 هم الطرق وابسطها في تحليل الانحدار اللاخطيأرى اللاخطية من  تعد طريقة المربعات الصغ

 تي نفترض لدينا الأنموذج غير الخطي ال 
  = f (  , ) +   

 ان  إذ

 
 : يمثل متجه قيم الاستجابة

f يمثل دالة من : ,   
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 .i  قيم لجميع  2: يمثل الخطأ العشوائي الذي يتوزع طبيعياً بمتوسط صفر وتباين ثابت
 ر الاتيباستخدام طريقة المربعات الصغرى اللاخطية يمكن تصغير المقدا

S (   

 فـان    Newton–Gaussوس نيـوتن اسلوب كأستخدام إب

ســتخدام مفكــوك سلســلة تــايلر بحــذف إتمثــل القــيم الاوليــة للمعلمــات وبعــد تقريــب هــذه السلســلة ب
  [6]على نحصل علىى المشتقات الجزئية من الدرجة الأالحدود التي تحتوي عل

  

 (ولية )تمثل القيم الأ    إذ
 ذ كانت  إ

  

   إنإذ 

 

  

 
 

ستخدام طريقة المربعات الصغرى الاعتيادية من  إ( ب31للمعادلة )   ويمكن تقدير معلمات   
 : [1]تيةخلال الصيغة ال 

 

 إن  إذ
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 تكون    لـــية   قيم التقدير   وإن

  

عند   التي تمثل القيم التقديرية المعدلة لــ    يمكن الحصول على قيمة   والمعادلة  

لى ويتم تكرار العمليات نفسها ع  التكرار الاول ويتم وضعها بدل القيمة التقديرية الاولية  
 وهكذا .   مجموعة ثانية من التقديرات المعدلة  

 :[5]عادة كتابتها وكمتجه بالشكل الاتيإ ام يمكن تقديرات المعدلة بشكل ع  إن
  

   المتعاقبين   التقديرينتستمر عمليات التكرار حتى نصل الى التقارب بين       
 بحيث  ان  

 
لكل دورة من دورات التكرار والتوقف حسب    )Sمع ملاحظة تمثل قيمة صغيرة جداً.  اذ ان  

 :[1]تيةالصيغة ال 

S( )  
 
 

 :توزيع اللاحقالطريقة تعظيم دالة  2.2.3

 Maximum A Posteriori Method   

تية: نموذج النمو في الصيغة ال أنفرض    
f(    

f( توزع توزيع طبيعي مستقل التي ت: تمثل قيم المشاهدات 
f(  

 صيغة توزيع اللاحق تكون  
  

 m × 1تمثل متجه معلمات ذات بعد   حيث  
 n × 1يمثل متجه قيم الاستجابة ذات بعد  

: L   تي  عظم ويمكن توضيحها كال لة الامكان الأ دايمثل 
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g  :    يمثل دالة كثافة احتمالية للتوزيع  السابق 

ان    متوسط    g نفترض  مع  الطبيعي  المتعدد  توزيع  والتباين    μيتوزع  التباين  ومصفوفة 
 Σ المشترك 

g( )  
  [4]اللاحق نحصل على بأخذ اللوغاريتم للتوزيع

  
   إنحيث    

  

 وإن 
=G( 

  the Hessian matrixمصفوفة تمثل    H  إن إذ
   =H  

 هي  the posterior information matrixومصفوفة معلومات التوزيع اللاحق   
  =   

 :[2]تيةيرات للمعلمات من خلال الصيغة الوباستخدام برمجة العمليات الحسابية تم الحصول على تقد 
=  
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 انب التطبيقي:الج. 4

م  سعار صادرات النفط في العراق عبر الموانئ الجنوبية في البصرة وكان حج أة بيانات نمو  تم دراس
-2010)            سعار النفط في العراق للفترةأ( يوضح بيانات نمو  1والجدول )،   n=23العينة  

 لكتروني لوزارة النفط.خذت من الموقع  الأ أشهر والتي ( حسب الأ2009
 

 ( 1جدول ) 
 سعار صادرات النفط بالدولار أ حصائية لنمو لإايوضح البيانات  

شهرالزمن بالأ  النمو الزمن بالأشهر النمو  

74.07 2010= 2ك  34.61 2009= 2ك  
 شباط =2009 38.09 شباط =2010 72.92
  آذار =2009 43.9  آذار =2010 75.82
 نيسان=2009 49.07 نيسان=2010 79.2
  أيّار =2009 57.21  أيّار =2010 74.3
  حزيران=2009 63.95  حزيران=2010 71.1

  تمّوز =2009 64.83  تمّوز =2010 70.61
  آب =2009 68.03  آب =2010 71.06
  أيلول=2009 65.99  أيلول=2010 72.52
  ت1=2009 71.6  ت1=2010 76.4

  ت2=2009 73.35  ت2=2010 80.25
  ك1=2009 73.74  

تو   الجدول  يمكن  الواردة في  البيانات  الشكلأضيح  البياني في كل من  الرسم   ( ولكل 5( و)4)  ني علاه من خلال 
 شهر.لنمو حسب الأأنموذج لملاحظة حالة ا

 ( 4شكل )
 لأسعار صادرات النفط  Logisticيوضح منحنى أنموذج  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 ( 5شكل )
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 لأسعار صادرات النفط     Gompertzيوضح منحنى أنموذج   
 

 
   

 تقدير معلمات النماذج اللاخطية: 1.4   

الأ   إن       تقديرات  تحديد  يتطلب  اللاخطية  النماذج  في  المعلمات  ولكل  وليتقدير  للمعلمات  ة 
 أنموذج التي يمكن توضيحها كما يلي: 

بحيث تقترب   0aرمز  الويرمز لها ب  a ولي للمعلمة  تم تحديد التقدير الأ    Logisticفي حالة أنموذج   
قيمة أمن   رقم    Y كبر  المعادلة  حل  ومن  الأ   ،  التقديرات  على  الحصول  للمعلمتين تم  ولية 

 .   على التوالي حسب الصيغتين  يرمز لها  التيو   
أنموذج   أ  في حالة  للمعلمة     Gompertzما  الاولي  التقدير  تحديد  بالرمز  aتم  لها     0aويرمز 

من   تقترب  قيمة  أبحيث  المعادلة    Yكبر  حل  ومن  التقدير ،  على  الحصول  تم    ولية الأ   ات( 
لها    للمعلمتين   يرمز  الصيغتين                        والتي  حسب  التوالي  على 

  . 
 (. 2ويمكن توضيح المقدرات الاولية للمعلمات ولكل أنموذج كما في الجدول )

 (  2جدول )
  رات الاولية للمعلمات لكل أنموذج يوضح المقد 

    
Model 

 0.1411 0.8591 81   Log. 
 0.1267 0.6429 81 Gom. 

   

بلغة   برنامج  تنفيذ  المختلفة من خلال  النماذج  تقدير معلمات  المعلمات     Rوتم  للحصول على مقدرات 
 (. 3كما موضح في الجدول )( ،و .M.AP و .O.L.Sبالطريقتين )

 

 ( 3جدول )
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 يوضح مقدرات المعلمات للنماذج اللاخطية بالطريقتين 

 
k b A Model Model 

 0.352 1.872 74.903 O.L.S. Log. 

 0.088 0.896 86.298 M.AP. 

 0.285 1.156 75.337 O.L.S. Gom. 

 0.07 0.651 86.678 M.AP. 
 

 المذكورة.نماذج ولية ولكل الأ حقيقية للمعلمات مقاربة للقيم الأ نلاحظ ان القيم ال  من خلال الجدول

  TDومعيار الانحراف الكلي    ومعامل التحديد   MSEتم تحديد قيم مجموع مربعات الأخطاء    وكذلك
 .(4وكما موضح في الجدول )

 

 ( 4جدول )
 للطريقتين    , MSEيوضح نتائج 

TD 
 

MSE Method Model 

2.75 0.96 6.55 O.L.S Log. 

0.487 0.72 45.811 M.AP. 

2.117 0.96 7.137 O.L.S Gom. 

0.528 0.72 46.566 M.AP. 

 
الجدول   المقدرات لطريقة  أنعلاه  أيبين من  أفضل من طريقة    .O.L.S  نتائج  من    .M.APكانت 

ريقة تعظيم  بينما في حالة معيار الانحراف الكلي للمعلمات تبين ان ط  .و   MSE  يحيث معامل 
 المربعات الصغرى اللاخطية.  فضل من طريقةدالة التوزيع اللاحق أ
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:الاستنتاجات  

من   -1 نمتبين  بيانات  العراق  أسعار    وتحليل  في  النفط  الصغرى صادرات  المربعات  طريقة   ان 

  .M.AP  فضل من طريقة تعظيم دالة التوزيع اللاحق أ  لتقدير معلمات اللاخطية  O.L.Sاللاخطية  
 .  MSEو TDو   باستخدام

 كانت ملائمة للبيانات.  Gompertz و  Logisticنات ان كل من أنموذجي تبين من تحليل بيا -2

كانت تمتلك    kو    b    معلمتي تبين من خلال دراسة بعض المؤشرات الحصائية للمعلمات ان   -3
باستخدام طريقة تعظيم دالة  Gompertz و  Logisticأنموذجي    فضل الخصائص في كل من  أ

 .M.APالتوزيع اللاحق  

من أ Logistic أنموذج    إن  -4 الكلي     Gompertz أنموذج    فضل  الانحراف  معيار  حيث  من 
 . MSEو
 

:التوصيات  

الحد  جراء  إ  -1 طريقة  بين  والمرافقة  أ مقارنة  المعلوماتية   ( بيز  ودوال  اللاحق  للتوزيع  على 
 . اللاخطيةالانحدار  نماذج أ لتقدير الطبيعية والدالة المعتمدة على التجارب السابقة (  

كثر من  نماذج النمو لأ أ دام اسلوب المحاكاة لتقدير المعلمات اللاخطية في  استخجراء مقارنة بإ -2
 .  طريقة
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