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  الملخص 

 Aحيـث   A[G]في حلقة الزمـرة   (Units Group)زمرة العناصر القابلة للقلب  Uلتكن 

نجد في الأبحاث والدراسات الجبرية الحديثة اهتماماً كبيـراً بمسـألة     .زمرة ما  G حلقة ما و

حاولنا  في هذا البحث . وبالعكس Gمن خلال معرفة بنية الزمرة  Uلزمرة  التعرف على بنية ا

  :الإجابة على السؤالين التاليين  

 Uحتى تكون الزمـرة   Gما هي الشروط اللازمة والكافية التي يجب وضعها على الزمرة  1 -
  .(locally Finite)منتهية محلياً 

 Uحتى تكون الزمـرة   Gوضعها على الزمرة ما هي الشروط اللازمة والكافية التي يجب 2 -  
  . (Finitely Generated)مولدة بعدد منته من العناصر 

ABSTRACT 

Let  G  be a  group and  A be a ring . Let U be the units group in the group ring 

A[G].  Many recent studies in algebra deal with the structure of the group  U  knowing 

the structure of the group  G  and vice versa.  In this paper we tried to prove the 

following problems : 

 1.  What are the necessary and sufficient  conditions on G so that  U  is                                         

locally finite? 

2.   What are the necessary and sufficient  conditions on G so that  U  is  finitely 

generated ? 
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   Introduction المقدمة -١

  

فـان مسـألة    Rزمرة العناصر القابلة للقلب فـي   URوكانت . حلقة واحدية Rإذا كانت 

لقـد  ،و هي من المسائل الجبرية الهامـة  Rالتعرف على بنية هذه الزمـــرة في حلقة محددة 

فـي    (Polcino Milier)لجبـري ا ة من هذه المسألة اهتمام الباحثاستأثرت الحالة الخاصة التالي

  :العقود الأربعة الأخيرة من القرن المنصرم ،ومازالت

زمرة ضربية ما ،فان المطلـوب هـو التعـرف علـى بنيـة       Gحلقة ما و  Aإذا كانت 

وفي بعض الدراسات والأبحـاث الجبريـة   . R= A[G] في حلقة الزمرة  URوخصائص الزمرة 

 حتى تكون   Gوالكافية التي تحملها  ومحاولة إيجاد الشروط اللازمة UR بدراسة الزمرة  تهتما

 UR فمثلاً أثبت . ذات خاصية ما(Polcino Milier)   أنه إذا كانت ] 5  [فيG    منتهية .    عندئـذ

UR   دورية أو عديمة قوة فإنG   و فـي  . زمرة هاملتونية والعكس صحيح 2- ستكون إبدالية أو

  Gزمرة إذا و فقط إذا كانـت   -  FCـون تكــ URمنتهية فإن  Gبرهـن على أنه عندما ] 6[

  . زمرة هاملتونية 2-إما إبدالية أو 

  

  : منتهية محلياً Uالشروط اللازمة و الكافية لكي تكون  -٢

ليس من الضروري ) Multiplication Group(سترمز لزمرة ضربية  G ان  إلىننوه هنا  •

  .تكون منتهية  أن

منتهية محلياً يجـب   Uحتى تكون  Gها على الزمرة قبل أن نتناول تلك الشروط الواجب و ضع

  .أن نتطرق الى تعريف الزمرة المنتهية محلياً

  

  : 2 . 1تعريف  

إنها منتهية محلياً إذا كانت كل زمرة جزئية منتهية التوليد من الزمرة   Xيقال عن زمرة  

X  منتهية.  

  

  :  2 . 2ملاحظة 

 Uزمرة جزئية من  Gمنتهية محلياً لأن  Gإن منتهية محلياً ف Uمن الواضح أنه إذا كانت 

      زمـرة منتهيـة وليست Gو لكن العكس ليس من الضروري أن يكون صحيحاً فإذا أخذنا 

و لذلك سـوف   [1]في  ليست دورية بحسب المبرهنة  Uفإن  ابداليةزمرة هاملتونية و ليست 2-
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زمرة جزئية من  <x>و عندئذ ،  x ثلتحوي حتماً عنصراً واحداً على الأقل رتبته غير منتهية م

U منتهية التوليد و ليست منتهية.  

ليس من الضروري أن تكون منتهية محلياً  Uزمرة تبديلية و منتهية فإن  Gحتى و لو كانت 

  :كما تظهر المبرهنة التالية و نتائجها

  

 [ 4 ]:     2 . 3مبرهنة

  .ستكون منتهية Xالعناصر الدورية فإن زمرة عديمة قوة و مولدة بعدد منته من  Xإذا كانت 

  

 :  2. 4نتيجة 

سـتكون منتهيـة    Uعديمة قوة و مولدة بعدد منته من العناصر الدورية فإن  Uإذا كانت 

و ينتج  U = ±  Gو بالتالي  V= Gفإن  V G ⊇ وبما أن  ، |V| ≤ |G|منتهية ومنه فإن Vوبالتالي 

  :لة ستكون في هذه الحا Gأن [Th. 4.1 , 7 ] عن 

   G4 ={1}حيث  ابداليةإما 

 G6 ={1}حيث  ابداليةأو 

  .زمرة  هاملتونية 2 -أو 

  

  : 2 . 5  نتيجة 

منتهية  Uفإن  6و ليست   4رتبته ليست  xو تحوي عنصراً  ابداليةزمرة منتهية و Gإذا كانت   

  .اليةابدلأنها )  Nilpotent Group( وة عديمة ق U و[ 8 ] منتهية بحسب   Gالتوليد لأن 

ليسـت    Uسيكون ذو رتبة غير منتهية و بالتـالي   Uو بحسب النتيجة السابقة فإن أحد مولدات 

  .منتهية محلياً

  :و بشكل أعم لدينا النتيجة التالية

  

  :  2 . 6نتيجة 

رتبتـه   xو تـحوي عنصـراً   (Finitely Generated)زمرة منتهية التوليد   Gإذا كانـت 

  .ليست منتهية محلياً U  زمرة هاملتونية فإن  -    2ليست  Gو  6وليست  4ليست 
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  :البرهان 

 Gو منتهية التوليد أن   Uزمرة جزئية من  Gمنتهية محلياً  لنتج  عن كون  Uلو كانت        

  منتهية أي  أن رتبة <u>  فان   U  من  u دورية  لانه اذا كان U منتهية ثم ان G منتهية ، اذن 

uأنه إمـا   [  7 ] من    (4.1)لنظرية منتهية و ينتج عن  اG  و  ابداليـةG4 ={1}   و بالتـاليG 

  .و هذا يناقض الفرض  4تحوي عنصراً رتبته 

  .و هذا يناقض الفرض أيضاً 6تحوي عنصراً رتبته  Gو بالتالي  G6 ={1}و  ابدالية  Gأو 

  .زمرة هاملتونية و هذا أيضاً يناقض الفرض 2-هي  Gأو 

  .منتهية محلياً  Uن إذن لا يمكن أن تكو

  

 :   2 .7نتيجة

  U= ±  Gمنتهية التوليد  فإن  Gمنتهية محلياً و   Uإذا كانت 

  : البرهان 

 U زمرة جزئية من  G ستكون منتهية لان  G منتهية محليا فان  U منتهية التوليد و  G بما ان  

     ليكن.  (6.2) رهان دورية بحسب ما تقدم في ب U منتهية محليا يؤدي الى أن   Uثم ان كون 

u ∈U  وليكن g ∈ supp( u)  عندئذ ينتج عن كون U  منتهية محليا أن < u, g>    زمـرة جزئيـة

  منتهية وبما أن 

ug-1 ∈ < u, g> 

 [2]       في عبارته ليست صفرا  ولذلك فهو مبتذل بحسـب   e ذو رتبة منتهية امثال   ug-1 فان 

  أي أن 

ug-1 = ± g1     ;    g1 ∈ G 

  ومنه 

u = ± g1 g  = ± g2       ;  g2 ∈ G 

  . u ∈ ± G أي أن  

     U = ± G وبالتالي  G ⊆ U ± كما أن     U ⊆ ± G اذن 
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  :   2 . 8 ملاحظة 

أي  [ 7 ] بحسـب     U = ± G منتهية محلياً لان   U زمرة هاملتونية فإن G  ،- 2إذا كانت 

  . منتهية  ولذلك فهي منتهية محليا U ان 

  

  منتهية التوليد  Uالشروط اللازمة و الكافية لكي تكون  -٣

  

  :سنحاول  في هذه الفقرة الإجابة على السؤال التالي

  منتهية التوليد؟ U حتى تكون Gما هو الشرط اللازم والكافي الواجب فرضه على 

  :في هذا الموضوع لدينا النتائج التالية

   

  [ 8 ]:    3 .1مبرهنة 

  .منتهية التوليد  Gمنتهية التوليد فإن Uت إذا كان   1 -

  .منتهية التوليد Uمنتهية فإن  Gإذا كانت    2 -

منتهيـة   Gليس صحيحاً بشكل عام أي أنه توجـد زمـرة    (1.3)من المبرهنة  (1)إن عكس 

  :كما يوضح المثال التالي. غير منتهية التوليد  Uالتوليد ولكن 

  

 [ 8 ]  : 3 . 2مثال  

   Gفإن  G = D8 ×C)أي ( غير منتهية    Cبزمرة دائرية D8    امتدادا للزمرة  Gإذا كانت  

ليست منتهية التوليـد كمـا يـذكر     Uمنتهية التوليد و لكن  Cمنتهية و    D8منتهية التوليد لأن 

  .  Sehgal و  Mareiniakعن   [8]المرجع 

   كما يظهر المثال  هو أيضاً غير صحيح بشكل عام   (3 .1)من المبرهنة  (2)إن عكس 

(5. 3) .  

  

 [8] :   3. 3مبرهنة  

و  torsion free بزمـــرة ذات التفاف حر T امتــداداً لزمرة ذات التفاف   Gإذا كانـت 

 UG =UT . Gلا تملك عناصر عديمة قوة فإن     Z[G]وكانت )  G =T×Kأي (K  عديمة قوة 
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  [ 1 ] :      3 . 4 تمهيدية 

خالية مـن قواسـم    A[G]زمرة فإن  - Ωهي   Gلية من قواسم الصفر و خا  Aإذا كانت 

  .الصفر وبالتالي لا تحوي عناصر عديمة قوة

  

  :3. 5 مثال 

  .غير منتهية  Gستكون منتهية التوليد مع أن  Uزمرة دائرية غير منتهية فإن  Gإذا كانت 

  :البرهان

خالية من قواسم الصـفر بحسـب     Z[G]فنجد أن   K = Gو  T={e} (3.3)نضع في المبرهنة  

  :خالية من العناصر عديمة القوة و لذلك فإن  Z[G]و بالتالي  (4.3)

UG = UT.G 

               ={-1,1}×G    

  . مولدة بعنصر واحد   Gمنتهية التوليد لأن Uو بالتالي (3.3) بحسب 

  

  :النتيجة التالية (3 .3)كما و يمكن أن نستخلص من المبرهنة 

  : 3 . 6 نتيجة  

 Z[G]ذات التفاف حر ومنتهية التوليد فإنـه إمـا    Kمنتهية و  Tحيث   G=T×Kإذا كانت 

  . تكون منتهية التوليد   Uتحوي عناصر عديمة قوة أو 

  : البرهان 

  أن (3.3)فإنه ينتج عن المبرهنة ) غير الصفر(لا تحوي عناصر عديمة القوة  Z[G]إذا كانت 

UG = UT .G 

 Kكما أنه ينتج عن فرضـنا   . (1.3)ستكون منتهية التوليد بحسب  UTهية فإن منت T و بما أن 

ستكون منتهية التوليـد ، أي أن   UT.Gمنتهية التوليد و بالتالي  Gمنتهية أن  Tمنتهية التوليد و 

UG منتهية التوليد.  

  

 [ 8 ]:    3 . 7مبرهنة 

إمـا منتهيـة أو    Gقط إذا كانت منتهية التوليد إذا و ف Uزمرة عديمة قوة فإن  Gإذا كانت 

  .لا تحوي عناصر عديمة القوة  Z[G]منتهية التوليد و 

  :من هذه  المبرهنة نستخلص النتيجة التالية
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  :  3 . 8نتيجة  

عندئذ لدينا واحد من الأمـرين  . زمرة عديمة قوة و منتهية التوليد و غير منتهية Gلتكن 

  :التاليين محقق 

- 1 Z [G]  ر عديمة القوة وبالتاليلا تحوي عناصU منتهية التوليد.  

Z [G]   -2   تحوي عناصر عديمة القوة وينتج عنه أنU  ليست منتهية التوليد.  

  

ومنتهية التوليـد   ابدالية   Gيمكن أن نستخلص بسهولة  من النتيجة السابقة أنه إذا كانت •

  .منتهية التوليد Uوبدون التفاف فإن 

  :من ذلك يمكن أن نستخلصه من التمهيدية التالية ولكن لدينا ما هو أعم      

       

   [ 3 ]:  3 . 9تمهيدية      

  .زمرة منتهية التوليد   CUزمرة منتهية التوليد وعديمة قوة فإن   Gإذا كانت    

  : 3 . 3 . 10نتيجة     

  :فإن  ابدالية Gإذا كانت   

G إذا و فقط إذا كانت  منتهية التوليدU  ليد منتهية التو.  

   :البرهان   

منتهية التوليد وعديمة قوة وبحسب  Gأن  ابدالية Gمنتهية التوليد فإنه ينتج عن كون  Gإذا كانت 

وبالتالي ستكون  ابدالية Uلأن   CU=Uزمرة منتهية التوليد ولكن   CU التمهيدية السابقة   تكون 

U  منتهية التوليد.  

  . (3 .1 ) العكس ينتج  عن 

  

  :  3 . 11تمهيدية 

  .منتهية التوليد U ⇔منتهية التوليد   Gمنتهية محلياً فإن  Uإذا كانت 

  :البرهان 

ستكون منتهية لأنها زمرة جزئية من  Gمنتهية التوليد فإن  Gمنتهية محلياً و    Uبما أن     ⇐ 

U  ستكون   (1.3 )وبحسبU منتهية التوليد.  

  .(3 .1 )ينتج مباشرة عن المبرهنة   ⇒
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