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 تكوين توزيع توب ليون رايلي المرفوع مع التطبيق 
 

 هيفاء عبد الجواد سعيد  هند عادل أحمد 

   قسم الاحصاء والمعلوماتية/ كلية علوم الحاسوب والرياضيات/ جامعة الموصل/ الموصل/ العراق

   ( 11/2022/ 8قبل للنشر في    2022/ 3/10)قدم للنشر في 

 

 الخلاصة:
فقققد    الطرق المستخدمة في تعميم التوزيعات الاحتمالية لتجعلها اكثر مرونة في التطبيقق    هي احدى  Topp-Leone( TLان عائلة ) 

ودرسققت خئققائت التوزيققع الجديققد    ، Exponentiated Rayleigh (ER)استخدم هذا التعميم في تعميم توزيع رايلي المرفققو   

قققدرت معلمققات   ( حول الئفر والوسيط والمنوال والربيعققات والدالققة المولققدو للعققزوم والالتققوا. والققتفلط   r) تمثلت بالعزم ذو الرتبة 

 حجام عينات وقيمأطبقت نتائج التقدير على بيانات مولدو ب ( Maximum likelihood (ML))بطريقة الامكان الاعظم  التوزيع 

طوال الالياف الكاربونية المشبعة توئل البحث الى اهققم الاسققتنتاجات منهققا ان أمع التطبي  على بيانات تمثلت ب  مختلفة للمعلمات 

وقققد  ثير علققى المقياسققين أي حين ان المعلمة المضافة كققان لهققا تقق فثير على مقياسي الالتوا. والتفلط   أمعلمة القياس ليس لها اي ت

وتبين في الجانب التطبيقي ان   n=25,50,100وعندما يكون حجم العينة ( ER)من توزيع  اكثر مرونة  (TLER) ائب  توزيع

=للمقققدرات عنققدما    MSE( يقل بزيادو حجم العينققة وثبققوت معلمققة القيققاس وعنققد المقارنققة بققين  MSE)  متوسط مربعات الخطا

0.5,1,2  𝜆    0.75فقد تبين ان المقدرات عندما=α   هي الافضل لامتلاكهققا ائقق رMSE وان اطققوال الاليققاف الكاربونيققة تتبققع  

 ( TLERتوزيع )

     طريقة الامكان الاعظم توزيع رايلي المرفو ، توزيع رايلي، ،Topp-Leoneعائلة  :الكلمات المفتاحية
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Configure the Top Lion Riley distribution uploaded with the 

application  

Haifa Abdel-Gawad Saeed Hind Adel Ahmed 

Department of Statistics and Informatics/ College of Computer Science 

and Mathematics/ University of Mosul/ Mosul/ Iraq 

Abstract 

 The Topp-Leone (TL) family is one of the methods used to generalize probability 

distributions to make them more flexible in application. This generalization was used to 

generalize the Exponentiated Rayleigh (ER) distribution, this distribution called Topp 

Leone Rayleigh (TLR). The statistical properties of the new distribution were studied 

represented by the r-order moments around zero, median, mode, quartiles, and moment 

generating function, skewness and kurtosis. The parameters of distribution were estimated 

by the maximum likelihood (ML) method. The results of the estimation method were 

applied to data generated with different sample sizes and values for the parameters. With 

the application of data represented by the lengths of the saturated carbon fibres, the 

research reached the most important conclusions, including that the scale parameter does 

not affect the skewness and kurtosis measures. While the additional parameter affected 

the two measures. The TLER distribution became more flexible than the ER distribution. 

On the practical side, it was found that the mean square error (MSE) decreases with 

increasing sample size. When the sample size is n = 25,50,100 and the scale parameter is 

fixed, and When λ = 0.5,1,2 it was found that the estimators when α = 0.75 are the best for 

having the smallest MSE. The lengths of carbon fibres follow the TLER distribution. 

Keywords: Topp-Leone Family, Exponentiated Rayleigh Distribution, Rayleigh 

Distribution, maximum likelihood Method.  

 

 
 المقدمة .1

لقددح يت ددت زلعات اددتم زييعاتلمددا زبعات ددت جل ددقز  ددو ز ددض  فق ددذ  قالددا زمنددض مددر لا  ددا زلاحوددح  ددو زلتددازبق ز    عقددق زلعات اددتم 
خص عنددح ا ددات زلعددازي مددر لمتلددتم زلتددازبق زلااقددحي لدد لة مقددح  يزوددح زبعاددت  زل ددتي  و زلددا زييعاتلمددا زلااقامددا زلددا  رددة زلاقالددا  ددتأ

ياعاح زسراب زلعاامم عرا زضتما  ارادتم زلدا  ارادتم زلعات ادتم زيستسدما  .ص ح زك ق  قالا مر زلعطل ذ اامم  رة زلعات اتم لع
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زلاعغ دق يقدا  ((Domainمقح زسعنحم  اد   ردة زلطدقل عردا  ات دا ل عدت زا  ات ادتم زيعاتلمدا  دو  ات دا ل عدت  ف د  ي دا   نطردذ 
عتئرددددا  ات ددددا ل عددددت  لددددعجح  و زلحزلددددا زلع ام مددددا لاعغ ددددق ع ددددازئر  Eugene et al (2002)[ مقددددح  ددددح  0,1ضدددداو زل عددددقي  

w~Beta(a,b)  :ابر 
𝐹(𝑥) =

1

𝐵(𝑎,𝑏)
∫ 𝑤𝑎−1𝑥

0
   (1 − 𝑤)𝑏−1     dw                                                                                       (1)  

  :ي  ات ا زستسر مت  عتئرا زلحزلا زلع ام ما لل عت زلااااا  ص ح  تل  ض زي رأ G(x) تلحزلا زلع ام ما  (xمت ز  م زسعلحزل )
𝐹(𝑥) =

1

𝐵(𝑎,𝑏)
∫ 𝑤𝑎−1𝐺(𝑥)

0
 (1 − 𝑤)𝑏−1 dw                                                                                         (2) 

  ا ض تزلا ل عت زلكت را  B(a,b)ي   ز  
 ل ا  مقح  ح  -( جعات ا جا ترزساز ر ا ات ا  اب0,1ز عقيت  ات اتم زيعاتلما ز لط  و  ات ا ل عت ا اقما ضاو زل عقي زلاغرقا )

Cordiero and Castro (2011)    خ  زل  ض زي ر:أعتئرا  ات اتم جا ترزساز ر ز  ز  زلحزلا زلع ام ما له ه زلاتئرا 
𝐹(𝑥) = 1 − (1 − (𝐺(𝑥))𝛼)𝛽 

 ات دا  داب ل دا  زلد ي يادح  دو ز لدط زلعات ادتم زييعاتلمدا زلد ي زسدعجح   زييصدتئ ا   Nadarajah and Kotz (2013)  دح 
 خ  زل  ض زي ر:أل عت ي   ز  تزلع  زلع ام ما  كلحوض عو  ات ا 

𝐹𝑇𝐿(𝑥) = 𝑥𝛼   (2 − 𝑥)𝛼                                               0 < x < 1, α > 0           (3)                        ي   ز 

ل عدت  زعدهه لمقدح از  اامادت  حودحز جلدحوض عدو  اادمم (3زلحزلا زلع ام ما زلااقمدا مدر زلااتتلدا ) Shomrani et al (2016)ازسعجح  
 خ  زل  ض زي ر:أسار  اتئرا  ات اتم  اب ل ا  ي   ز  زلحزلا زلع ام ما له ز زلعاامم  

𝐺𝑇𝐿−𝐺(𝑥)
=  (𝐹(𝑥))

𝛼 
(2 − 𝐹(𝑥))𝛼                                        -∞ < x <  ∞,  α > 0                                             (4) 

 ( لفصض عرا تزلا زلك تما زييعاتلما لاتئرا  اب ل ا  ابر جتي ر :x( لىل ا زلا )4 تشعقتل طقمر زلااتتلا )
𝑔𝑇𝐿−𝐺(𝑥)) = 2𝛼𝑓(𝑥)(1 − 𝐹(𝑥))𝐹(𝑥)𝛼−1(2 − 𝐹(𝑥))𝛼−1                                                                        (5 ) 

 عرا زلعات ا زيسر  (4  تي عو زسعجحز  زلعاامم زلااقف مر زلااتتلا ) Shomrani et al (2016) ازعطاز 
بد ز زلعاادمم عردا زلعات دا زيسدر زلاقرداب زلااادم لرعات دا زيستسدر اترسدت  Al - Saiary and Bakoban (2020)ازسدعجح  

 (ML)خصتئص زلعات ا ا قحرز    طق قا زي  ت  زيعتم 
ياددح  ات ددا رزورددر زلاقمدداي بددا  ااددمم لعات ددا رزورددر ازلدد ي لددعم  ددو رمددا زلحزلددا زلع ام مددا لعات ددا رزورددر لقددا   ا نددا  ا  ددا مددت ز جددت  

 خ  زل  ض زي ر:أ كا  زلحزلا زلع ام ما اتزلا ج تما زييعاتل لرعات ا   )ө,λ x~ER) زلا ازئرزلاعغ ق  
𝐹(𝑥) = (1 − 𝑒−𝜃𝑥2

)𝜆                                                                                                                        (6) 
𝑓(𝑥) = {2𝜆𝜃𝑥𝑒−𝜃𝑥2

0           0. 𝑤
(1 − 𝑒−𝜃𝑥2

)𝜆−1                                   λ, θ, 𝑥 > 0                                                (7) 
( 5( ا)4(  تلااددتتلع و )7( ا)6زلااقمددا مددر زلااددتتلع و ) f(x)ا  F(x)ابعاددا   جددض  ددو بددا  ات ددا زستسددر  ERمددت ز جددت   ات ددا 

 لعات ا  اب ل ا  رزورر زلاقماي اجات  تلصاري  زي ما :زلات ا لفصض عرا تزلا زلك تما زييعاتلما ازلحزلا زلع ام ما 
𝐺(𝑥) = (1 − 𝑒−𝜃𝑥2

)𝜆𝛼(2 − (1 − 𝑒−𝜃𝑥2
)𝜆)𝛼                                                                                    (8) 
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𝑔(𝑥) = {4𝛼𝜃𝜆𝑥𝑒−𝜃𝑥2
(1 − 𝑒−𝜃𝑥2

)𝜆𝛼−1(1 − (1 − 𝑒−𝜃𝑥2
)𝜆)(2 − (1 − 𝑒−𝜃𝑥2

)𝜆)𝛼−1    𝑥,𝛼,𝜃,𝜆>0

0               0. 𝑤                                                                                                                               
      (9) 

,x~TLER(α واصف ب ز زلعات ا ب θ, λ)   ز  زαاλ ا ه   اراعر زل  ض ا ө  ا ض  اراا زلقمتس  
 ( عرا زلعق  ب:10ا) (9تزلعر زلااثاقما ازلجطق  اقمع و امذ زلااتتلع و )ا كا  

𝑠(𝑥) = 1 − (1 − 𝑒−𝜃𝑥2
)𝜆𝛼(2 − (1 − 𝑒−𝜃𝑥2

)𝜆)𝛼                                                                            (10) 
ℎ(𝑥) =

4𝛼𝜃𝜆𝑥𝑒−𝜃𝑥2
(1−𝑒−𝜃𝑥2

)𝜆𝛼−1(1−(1−𝑒−𝜃𝑥2
)𝜆)(2−(1−𝑒−𝜃𝑥2

)𝜆)𝛼−1       

1−(1−𝑒−𝜃𝑥2
)𝜆𝛼(2−(1−𝑒−𝜃𝑥2

)𝜆)𝛼
                                                   (11) 

 

 (a)   

 (b)   
  .عنح قمم  جعر ا لرااراتم TLERرسم تزلعر ج تما زييعاتل ازلجطق لعات ا  .1الشكل 

 
 خصائص التوزيع: . 2

 اجتي ر:  TLERترزسا  ا  خصتئص  ات ا وعم مر ب ز زل يي 
 : يال زلص ق rزلاي   ا زلق  ا 

 با: xيال زلص ق لراعغ ق زلا ازئر  rي ا  زلاي   ا زلق  ا 
Ε𝑥𝑟 = 4𝛼𝜃𝜆𝑥 ∫ 𝑥𝑟+1𝑒−𝜃𝑥2∞

0
(1 − 𝑒−𝜃𝑥2

)𝜆𝛼−1(1 − (1 − 𝑒−𝜃𝑥2
)𝜆)(2 − (1 − 𝑒−𝜃𝑥2

)𝜆)𝛼−1  𝑑𝑥   (12) 

 با عحت صفمح  ا ب rي   ز  
2)ابتسعجحز    كاك  ا زلفحوو عرا زلاقحزر   − (1 − 𝑒−𝜃𝑥2

)𝜆)𝛼−1    :اباح ز قزي زلع لمطتم زلق تضما لفصض عرا 
Ε𝑥𝑟 = 2𝛼+1𝛼𝜃𝜆 ∑ ∁𝑘

𝛼−1(−
1

2

∞
𝑘=0 )𝑘[∫ 𝑥𝑟+1𝑒−𝜃𝑥2∞

0
(1 − 𝑒−𝜃𝑥2

)𝜆(𝛼+𝑘)−1𝑑𝑥 − ∫ 𝑥𝑟+1𝑒−𝜃𝑥2∞

0
(1 −

𝑒−𝜃𝑥2
)𝜆(𝛼+𝑘+1)−1𝑑𝑥                                                                                                                        (13) 
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1) ابتسددددعجحز     كدددداك  ا زلفددددحوو عرددددا زلاقددددحزر و − 𝑒−𝜃𝑥2
)𝜆(𝛼+𝑘)−1 1)ا − 𝑒−𝜃𝑥2

)𝜆(𝛼+𝑘+1)−1 لددددمطتم از ددددقزي زلع 
 .(12زلااتتلا )زلق تضما  ص ح 

Ε𝑥𝑟 = 2𝛼+1𝛼𝜃𝜆 ∑
−1

2 
    ∁𝑘

𝛼−1 ∞
𝑘=0 ∑ (−1)𝑗∞

𝑗=0    ∁𝑗
𝜆(𝛼+𝑘)−1 Γ

𝑟+2

2

2((𝑗+1)𝜃)
𝑟+2

2  
−

∑
−1

2 

∞
𝑘=0     ∁𝑘

𝛼−1 ∑  ∁𝑟
𝜆(𝛼+𝑘+1)−1∞

𝑟=0  
Γ

𝑟+2

2

2((𝑟+1)𝜃)
𝑟+2

2  

                                                                              (14) 

 المنوال:
( لما ض يه لرااتتلا زي ما لل ا زلدا 8) زلعر سلذ  اق  هت مر زلااتتلا f(X)زل ي ي اض  (xيا ض زلانازل قماا زلاعغ ق زلا ازئر )

(x:) 

1

𝑥
− 2θ𝑥 + ( 𝜆𝛼 − 1)

2𝜃𝑥𝑒−𝜃𝑥2

(1−𝑒−𝜃𝑥2
)

−
2𝜆𝜃𝑥𝑒−𝜃𝑥2

(1−𝑒−𝜃𝑥2
)

𝜆−1

(1−(1−𝑒−𝜃𝑥2
)

𝜆
)

− ( 𝛼 − 1)
2𝜆𝜃𝑥𝑒−𝜃𝑥2

(1−𝑒−𝜃𝑥2
)

𝜆−1

(2−(1−𝑒−𝜃𝑥2
)

𝜆
)

= 0    (15) 

ا دح يلدب زلاندازل عندح قدمم  جعر دا لراارادتم ازلنعدتئم  ل ندا  (13 لعجح  زلطقل زلاحتيا جطق قدا ل دا و رزملدا  مدر يدض زلااتتلدا )
 .(1مر زل حال )

 .عنح قمم  جعر ا لاارات   TLER قتومس زيلعازي ازلع رطح ازلاسمط ازلانازل لعات ا  .1الجدول 
λ α Θ Mo Me SK Kur 

0.5 

0.75 

0.5 0 0.3199 0.235 1.1993 

1 0 0.2262 0.235 1.1993 

1.5 0 0.1847 0.235 1.1993 

2.5 0 0.1431 0.235 1.1993 

1.5 

0.5 0.3567 0.5772 0.1281 1.2013 

1 0.2522 0.4081 0.1281 1.2013 

1.5 0.206 0.3332 0.1281 1.2013 

2.5 0.1595 0.2581 0.1281 1.2013 

 

 دالة الربيعات: 

 ( ابر: (x( زتلته لل ا زلا 14مر يض زلااتتلا )تزلا زلقبماتم وعم زي تت 
(1 − 𝑒−𝜃𝑥2

)𝜆𝛼(2 − (1 − 𝑒−𝜃𝑥2
)𝜆)𝛼 = 𝑞 

 (  ص ح  تل  ض زي ر : 14اباح ز قزي زلع لمطتم عرا زلااتتلا ) 
2(1 − 𝑒−𝜃𝑥2

)𝜆 − ((1 − 𝑒−𝜃𝑥2
)𝜆)2 = (𝑞)

1
𝛼                                                                                     (16) 

 ل قض ز   
𝑤 = (1 − 𝑒−𝜃𝑥2

)𝜆                                                                                                                           (17) 
 لفصض عرا:  ( 15( مر زلااتتلا ) 16ا )لعاا   زلااتتل

𝑤2 − 2𝑤 + (q )
1

𝛼 = 0                                                                                                                      (18) 
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 لفصض عرا:  w( لل ا زلا  17وعم يض زلااتتلا )

𝑤 = 2±
√

4−4(𝑞)
1
𝛼 

2
  

 ( ي   ز   1,0) زلعر  كا  قماعهت  فصاري ل و wا عم زخعمتر 

𝑤 = 2−
√

4−4(𝑞)
1
𝛼 

2
                                                                                                                                  (19)  

 : كا  تزلا زلقبماتم بر( از قزي زلاحوح  و زلاارمتم زلق تضما 16( مر زلااتتلا )18لعاا   زلااتتلا  ) 

𝑥(𝑞) = √−ln (1−(𝑞)
1
𝛼)

𝜃
                                                                                                                        (20) 

=qاعنددح زلعاددا   عددو  TLERمددر  ال ددح زلا ددتبحزم زلا ددازئما  ددو  ات ددا  (19زلااتتلددا )ا لددعجح   q<10>ي دد  ز  
1

2
لفصددض  

𝑞عرا زلاسدمط لرعات دا اعندح  =
1

4
𝑞لفصدض عردا زلقبمدا زيال اعندح ت   =

3

4
لفصدض عردا زلقبمدا زل تلد  ايلدب زلاسدمط عندح قدمم  

 (.1عر ا لرااراتم اجات  ل و مر زل حال )ج 
 والتفلطح: لالتواء ا

   :وعم زي تت زيلعازي ازلع رطح ر تضمت  تسعجحز  تزلا زلقبماتم  و خهل زلصمغ زي ما عرا زلعازلر
𝑠𝑘𝑒𝑤𝑛𝑒𝑠𝑠 =

𝑄(3 4)+𝑄(1 4)−2𝑄(1 2)⁄⁄⁄

𝑄(3 4)−𝑄(1 4)⁄⁄
                                                                                                 (21) 

𝑘𝑢𝑟𝑡𝑜𝑠𝑖𝑠 =
𝑄(3 8)−𝑄(1 8)+𝑄(7 8)−𝑄(5 8)⁄⁄⁄⁄

𝑄(6 8)−𝑄(2 8)⁄⁄
                                                                                          (22) 

 ) Cordeiro and Lemonte 2012) (1ا لرااراتم اجات  ل نا مر زل حال )عر عنح قمم  ج يلب  قمتسر زيلعازي ازلع رطح
 :((m.g.fزلحزلا زلاالحي لرايا  

 TLER( لعات ا xزلاالحي لرايا  لراعغ ق زلا ازئر ) كا  زلحزلا 
𝑀𝑥(𝑡) = 4𝛼𝜃𝜆 ∫ 𝑒𝑡𝑥∞

0
𝑒−𝜃𝑥2

(1 − 𝑒−𝜃𝑥2
)𝜆𝛼−1(1 − (1 − 𝑒−𝜃𝑥2

)𝜆)(2 − (1 − 𝑒−𝜃𝑥2
)𝜆 )              (23) 

 (  تل  ض زي ر : (m.g.fاز قزي زلع لمطتم زلق تضما  كا   𝑒𝑡𝑥ابتسعجحز    كاك  تكرار ت  عرا 

𝑀𝑥(𝑡) = 2𝛼+1𝛼𝜃𝜆 ∑
𝑡𝑚

𝑚!
∞
𝑚=0 ∑

−1

2 
    ∁𝑘

𝛼−1 ∞
𝑘=0 ∑ (−1)𝑗∞

𝑗=0    ∁𝑗
𝜆(𝛼+𝑘)−1 Γ

𝑚+2

2

2((𝑗+1)𝜃)
𝑚+2

2  
−

∑
−1

2 
    ∁𝑘

𝛼−1 ∞
𝑘=0 ∑  ∁𝑟

𝜆(𝛼+𝑘+1)−1∞
𝑟=0  

Γ
𝑚+2

2

2((𝑟+1)𝜃)
𝑚+2

2  

                                                                            (24) 

 (:MLالتقدير بطريقة الامكان الاعظم )
(  ددو زلا ددتبحزم n( اب ددقض  امددا زلااراددتم ل ددق  ارا ددا اعنددح  ددامق )(MLوددعم مددر بدد ز زل دديي  قددحوق  اراددتم زلعات ددا  طق قددا 

 زي ر: زلا ازئما  كا  تزلا زي  ت   تل  ض
𝐿(𝛼, 𝜃, 𝜆) = 4𝑛𝛼𝑛θ𝑛λ𝑛 ∏ 𝑥𝑖𝑛

𝑖=1  𝑒−𝜃 ∑ 𝑥𝑖2𝑛
𝑖=1 ∏ (1 − 𝑒−𝜃𝑥2

)𝜆𝛼−1𝑛
𝑖=1 ∏ (1 − (1 −𝑛

𝑖=1

𝑒−𝜃𝑥2
)𝜆) ∏ (2 − (1 − 𝑒−𝜃𝑥2

)𝜆 )𝛼−1 𝑛
𝑖=1                                                                                                                                     

(25) 
 لفصض عرا:  (24)خ  زلرالتر م زلطلمار لطقمر زلااتتلا أ 



 2023(، لسنة 1، العدد )19مجلة أبحاث كلية التربية الأساسية ، المجلد 

College of Basic Education Researchers Journal. ISSN: 7452-1992 Vol. (19), No.(1), (2023) 

 

882 
 

ln 𝑙(𝛼, 𝜃, 𝜆) = 𝑛𝑙𝑛4 + 𝑛𝑙𝑛𝛼 + 𝑛𝑙𝑛𝜃 + 𝑛𝑙𝑛𝜆 + ∑ 𝑙𝑛𝑥𝑖 − 𝜃 ∑ 𝑥𝑖2 + (𝜆𝛼 − 1𝑛
𝑖=1

𝑛
𝑖=1 ) ∑ 𝑙𝑛(1 −𝑛

𝑖=1

𝑒−𝜃𝑥2
) + ∑ 𝑙𝑛𝑛

𝑖=1 (1 − (1 − 𝑒−𝜃𝑥2
)𝜆) + (𝛼 − 1) ∑ 𝑙𝑛𝑛

𝑖=1 (2 − (1 − 𝑒−𝜃𝑥2
)𝜆 )                            (26) 

 
 ا لتازي زلا عقتم زل يئما  تلص ق لفصض عرا:   λاθاαلل ا زلا   (25)  زلا عقتم زل يئما زيالا لطقمر زلااتتلا أخ 

𝑛

𝛼
+ 𝜆 ∑  𝑙𝑛(1 − 𝑒−𝜃𝑥2

) +𝑛
𝑖=1 ∑ 𝑙𝑛𝑛

𝑖=1 (2 − (1 − 𝑒−𝜃𝑥2
)𝜆 ) = 0                                                     (27) 

𝑛

𝜃
−  ∑ 𝑥𝑖2𝑛

𝑖=1 + (𝜆𝛼 − 1) ∑
𝑥𝑖2𝑒−𝜃𝑥𝑖2

(1−𝑒−𝜃𝑥2
)

− ∑
𝜆𝑥𝑖2𝑒−𝜃𝑥𝑖2

(1−𝑒−𝜃𝑥2
)𝜆−1

(1−(1−𝑒−𝜃𝑥2
)𝜆)

𝑛
𝑖=1

𝑛
𝑖=1 − (𝛼 −

1) ∑
𝜆𝑥𝑖2𝑒−𝜃𝑥𝑖2

(1−𝑒−𝜃𝑥2
)𝜆−1

(2−(1−𝑒−𝜃𝑥2
)𝜆)

𝑛
𝑖=1 = 0                                                                                          (28) 

𝑛

𝜆
+ 𝛼 ∑  𝑙𝑛(1 − 𝑒−𝜃𝑥2

) −𝑛
𝑖=1 ∑

2𝜆𝜃𝑥𝑖𝑒−𝜃𝑥𝑖2
(1−𝑒−𝜃𝑥2

)𝜆−1

(1−(1−𝑒−𝜃𝑥2
)𝜆)

𝑛
𝑖=1 − (𝛼 −

1) ∑
2𝜆𝜃𝑥𝑖𝑒−𝜃𝑥𝑖2

(1−𝑒−𝜃𝑥2
)𝜆−1

(2−(1−𝑒−𝜃𝑥2
)𝜆)

𝑛
𝑖=1     = 0                                                                                     (29) 

 يح زلطقل زلاحتيا جطق قا ل ا و رزملا  أوعم يرهت   28ا 27ا 26ز   نتا ا زلااتتيم زلهخطما 
,αع   زلااراتم زلاقحريزلعات ا زلعقق لر لا 𝜃, λ)ˊ  ) 𝛿 ا بV)   𝛿  ,  N3( ~   𝛿 ̂  ي   ز 

𝑉 = − [
𝜕2lnL (𝛿)

𝜕𝛿𝜕𝛿ˊ ]
−1

  

 الجانب التطبيقي:. 3
  ا زسعجحز  لمتلتم يقمقما  TLER  الحي  و  ات المتلتم   زب ز زل يي زسعجحوعناو 

 البيانات المولدة:

αاقدددددمم  جعر دددددا لراارادددددتم  (n=25,50,100) ي دددددت  ع ندددددتم  جعر ددددداأ  TLER دددددم  ال دددددح   دددددتبحزم ع دددددازئما  دددددو  ات دددددا  =

( مدددر 19ا دددح زسدددعجح ت زلحزلدددا زلا لدددما زلااقمدددا مدددر زلااتتلدددا ) (λ  =0.5,1,2ا ) ( ө=,1,1.5,2.5,0.5)ا ((0.75,1.5,2.5
مر يض   ( ابتسعجحز  طق قا ل ا و رزملا  ML حرم  اراتم زلعات ا  طق قا ) . قي  1000زلا نتم اجقرم زلع قبا   ال ح   تبحزم

( ازلنعدتئم  ل نددا مددر زل ددحال MSE) ايلددب   مددتر  عاسدط  قباددتم زلجطددت (26-28)مدر زلااددحيم زلاادتتيم زلهخطمددا زلااقمددا 
(2:) 
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 عنح قمم  جعر ا لرااراتم TLER قحر زي  ت  زيعتم ا عاسط  قباتم زلجطت لااراتم  ات ا  .2الجدول 
𝝀 n α θ 𝜶̂ 𝜽̂ 𝝀̂ MSE 

0.5 

25 

0.75 

0.5 0.8718 0.6892 0.6683 0.5856 

1 0.7702 1.2625 0.744 0.9126 

1.5 0.8638 1.6517 0.6016 0.6728 

2.5 0.9419 2.8584 0.5786 1.147 

50 

0.5 0.8099 0.5586 0.5939 0.3021 

1 0.786 1.0799 0.565 0.248 

1.5 0.8943 1.5773 0.5231 0.461 

2.5 0.8486 2.6085 0.5566 0.419 

100 

0.5 0.7692 0.5517 0.6786 0.42 

1 0.8459 1.0876 0.5836 0.353 

1.5 0.7156 1.6778 0.6819 0.528 

2.5 0.7556 2.6227 0.6137 0.564 

25 

1.5 

0.5 1.46 0.6373 0.7253 0.8045 

1 1.387 1.2391 0.7624 1.0235 

1.5 1.4908 1.9342 0.6955 1.3825 

2.5 1.6856 2.8757 0.5396 1.1286 

50 

0.5 1.473 0.5716 0.5926 0.2792 

1 1.5135 1.0586 0.5566 0.2781 

1.5 1.4382 1.6493 0.5897 0.4522 

2.5 1.5023 2.7097 0.584 0.5765 

100 

0.5 1.3901 0.5184 0.5602 0.1652 

1 1.4625 1.0471 0.5499 0.2029 

1.5 1.3922 1.6333 0.597 0.3785 

2.5 1.3743 2.5212 0.5755 0.3861 

25 

2.5 

0.5 2.409 0.5753 0.5887 0.3215 

1 2.5142 1.1228 0.5641 0.4941 

1.5 2.5146 1.63 0.5728 0.7351 

2.5 2.4931 2.8918 0.5992 1.473 

50 

0.5 2.5369 0.5373 0.5339 0.2405 

1 2.4568 1.0733 0.5695 0.2866 

1.5 2.5234 1.5892 0.527 0.2814 

2.5 2.4971 2.6352 0.5379 0.4516 

100 

0.5 2.4793 0.5193 0.516 0.0892 

1 2.5071 1.0547 0.5261 0.1835 

1.5 2.4767 1.58 0.5309 0.222 

2.5 2.487 2.6468 0.5405 0.5133 
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𝝀 n α θ 𝜶̂ 𝜽̂ MSE 

1 

25 

0.75 

0.5 0.8273 0.5272 0.0905 

1 0.8497 1.1183 0.1501 

1.5 0.8401 1.6905 0.3658 

2.5 0.8321 2.8501 0.78 

50 

0.5 0.7903 0.5288 0.0352 

1 0.795 1.0539 0.0746 

1.5 0.8054 1.6392 0.1393 

2.5 0.7897 2.6024 0.364 

100 

0.5 0.7461 0.5073 0.0105 

1 0.7688 1.0364 0.0374 

1.5 0.7686 1.5272 0.0592 

2.5 0.7613 2.5239 0.1155 

25 

1.5 

0.5 1.7003 0.5559 0.3219 

1 1.5585 1.033 0.2708 

1.5 1.7193 1.598 0.6223 

2.5 1.7319 2.7163 1.0401 

50 

0.5 1.6496 0.5268 0.1534 

1 1.5589 1.0183 0.1791 

1.5 1.6193 1.582 0.2166 

2.5 1.6041 2.6317 0.3466 

100 

0.5 1.5254 0.5088 0.0611 

1 1.5533 1.0257 0.0676 

1.5 1.5329 1.5082 0.0807 

2.5 1.5935 2.6159 0.1949 

25 

2.5 

0.5 2.5922 0.5167 0.527 

1 2.9434 1.0783 1.069 

1.5 2.9522 1.6179 1.3516 

2.5 3.0685 2.6678 3.8591 

50 

0.5 2.7409 0.5184 0.4388 

1 2.6341 1.0216 0.3581 

1.5 2.6781 1.5518 0.354 

2.5 2.6355 2.515 0.5127 

100 

0.5 2.6042 0.5091 0.1475 

1 2.576 1.0163 0.1763 

1.5 2.6547 1.5314 0.3017 

2.5 2.6151 2.5431 0.282 
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𝝀 n α θ 𝜶̂ 𝜽̂ 𝝀̂ MSE 

2 

25 

0.75 

0.5 0.8716 0.5395 2.1201 0.484 

1 0.8847 1.0667 2.055 0.5896 

1.5 1.1097 1.637 2.0418 1.4654 

2.5 1.2145 2.8559 2.1166 2.4852 

50 

0.5 0.81 0.5216 1.9974 0.1214 

1 0.9499 1.0088 1.9926 0.7655 

1.5 1.0053 1.5396 1.9783 0.9805 

2.5 0.9427 2.5398 1.998 0.9072 

100 

0.5 0.8418 0.5048 2.0382 0.4961 

1 0.8576 0.9933 1.9132 0.2859 

1.5 0.9364 1.5082 1.8936 0.5693 

2.5 0.8883 2.5123 1.9927 0.7032 

25 

1.5 

0.5 1.5674 0.5188 2.154 0.4177 

1 1.6593 1.0484 2.0989 0.7424 

1.5 1.8172 1.5867 2.2761 2.0487 

2.5 1.7963 2.785 2.4942 3.2015 

50 

0.5 1.5842 0.5092 2.0746 0.4188 

1 1.6564 1.0361 2.0698 0.5559 

1.5 1.7074 1.5603 2.038 0.6182 

2.5 1.6636 2.6257 2.134 1.1365 

100 

0.5 1.5399 0.5076 2.0778 0.2077 

1 1.5539 1.0093 1.9926 0.1053 

1.5 1.6277 1.5256 2.0416 0.5067 

2.5 1.6063 2.6127 2.3067 1.4377 

25 

2.5 

0.5 2.5762 0.5286 2.1442 0.2999 

1 2.6596 1.018 2.1062 1.2286 

1.5 2.5671 1.6383 2.3996 1.4582 

2.5 2.7167 2.6781 2.4798 3.2203 

50 

0.5 2.5642 0.5175 2.1283 0.3191 

1 2.5507 1.0281 2.126 0.6483 

1.5 2.6641 1.554 2.1452 1.2722 

2.5 2.4542 2.7311 2.5723 2.3589 

100 

0.5 2.5077 0.4992 2.0094 0.0431 

1 2.5429 1.0239 2.0652 0.0972 

1.5 2.5732 1.5421 2.1621 0.921 

2.5 2.655 2.5633 2.201 1.5207 

 ( زعهه: 2لهيظ  و زل حال ) 
 لي تتي ي م زلا نا اثلام  اراتم زلعات ا  MLلاقحرزم  MSEيقض  -1
 زللمتلتم زلفقمقما:  •

( 3ازل دحال ) رماعدق(  فدت زل دح  10زطدازل زيلمدتف زلكتربالمدا زلا د اا ) اقمدتس  Ahmed et al (2021) دم زسدعجحز  لمتلدتم 
 يا ض لمتلتم زلحرزسا.

 . ث ق زل حأزلا  اا  قتسا  تلا قي  رماعق  فت   زطازل زيلمتف زلكتربالما .3الجدول 
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1.901, 2.132, 2.203, 2.228, 2.257, 2.350, 2.361, 2.396,2.397, 2.445, 2.454, 2.474, 2.518, 

2.522, 2.525, 2.532, 2.575, 2.614, 2.616, 2.618, 2.624,2.659, 2.675, 2.738, 2.740, 2.856, 

2.917, 2.928, 2.937, 2.937, 2.977, 2.996, 3.030, 3.125,3.139, 3.145, 3.220, 3.223, 3.235, 

3.243, 3.264, 3.272, 3.294, 3.332, 3.346, 3.377, 3.408, 3.435, 3.493, 3.501, 3.537, 3.554, 

3.562, 3.628, 3.852,3.871, 3.886, 3.971, 4.024, 4.027,4.225, 4.395, 5.020 
( زعدهه  تخع دتري  قبدا جدتي اجالاداجقاف سدا ق لداف عندح  لدعا   انا دا 3زللمتلدتم زلال ندا مدر زل دحال ) م زخع دتر  داتي  ام دذ  

 ( زي ر:4( اجتلت زلنعتئم  ل نا  تل حال )0.05)
 للمتلتم زلحرزسا زخع تر يلو زلاطت قا  .4الجدول 

Critical value Calculated value test 

3.841 2.854 Chi-squar 

0.176 0.0846 k.s. 

 TLER(  ع ا  ات ا 3ل لة مت  لمتلتم زل حال ) 
 زتلته:  ( 5 حرم  اراتم زلعات ا  طق قا زي  ت  زيعتم اجات  ل نا مر زل حال )

 لرلمتلتم زلفقمقما TLER قحرزم زلإ  ت  زأعتم لااراتم  ات ا  .5الجدول 
Parameters ML MSE 

α 31.9824840 16.23672 

θ 0.5291509 0.0001805998 

λ 0.1508879 0.00617105 

 
 الاستنتاجات:. 4

  :لرجص زبم زيسعنعت تم مر زل ف   تي ر
ث ق عرددا زيلعددازي ازلددع رطح ألهددت  دد αث ق عرددا  قمددتس زيلعددازي ازلددع رطح ل ناددت زلااراددا زلانددتما ألددمس لااراددا زلقمددتس زي  دد .1

 لي تتي قماا زلااراا زلانتما.رطح ي   يقض زيلعازي ا يتزت زلع 

 .اب ز ازضح  و زيش تل زلاجعر ا لانفنا تزلا زلاجتطقي لرعات ا ERزك ق  قالا  و  ات ا  TLERلقح زص ح  ات ا  .2

( J نفنا تزلا ج تما زييعاتل يأخ  زل  ض زيسدر زلاعندت ص  لدقعا ل نادت تزلدا زلجطدق  أخد  زل د ض )( aي   ي ا  مر )
( p.d.f( زخد   نفندا )bل نادت مدر زل د ض ) ө=0.5قب  و زل د ض زلجطدر عندح ت  كدا   ارادا زلقمدتس زلاعيزوح ل طئ ا قع

 ( زلاقراب ازلاعيزوح ل طئ.Jزيلعازي زلاا ب ا نفنا تزلا زلجطق زخ  ش ض )

 ي م زلا نا اثلام  اراتم زلعات ا.لي تتي  ML عاسط  قباتم زلجطت لاقحرزم  يقض .3

عندح زلقدمم زيخدق   MSEز دض  دو   λ=1عندح ت MSEا لة لكدا   TLERزمنض  و   TLRللعنعم ز  زلعقحوق لناا ج   .4
 .𝛼 = 1.5,0.75اعنح ت  λ ل

𝜆 لراقددددحرزم عنددددح ت MSEاثلددددام  اراددددا زلقمددددتس اعنددددح زلاقترلددددا لدددد و  n=25,50,100عنددددح ت ي ددددا  ي ددددم زلا نددددا  .5 =

0.75𝛼مقح  ل و ز  زلاقحرزم عنح ت   0.5,1,2  .MSE بر زيمنض ي عهكهت زصغق =

 .TLERلقح  ل و ز  زطازل زيلمتف زلكتربالما  ع ا  ات ا  .6
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