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                المستخلص
  . هو تمدٌم نهج عددي للحل العددي لمعادلات فولتٌرا التكاملٌة ثنائٌة الأبعاد من البحثالهدف الرئٌسً 

          خوارزمٌة تعتمد على استخدام كثٌرات حدود تاٌلور لبناء حل توافمً 
(  ) لتمرٌب حل   (    )

ٌتم تضمٌن بعض  اذ . ربةمتما  معادلتا فولتٌرا المتكاملتان بعد ذلن ، تم تطوٌرها ونوضح أن هذه الخوارزمٌة
 . الأمثلة العددٌة لإثبات دلة الطرٌمة الممترحة

متعددة الحدود  ، الطرٌمة الثنائٌة الابعاد لمعادلات فولتٌرا التكاملٌة ، الطرٌمة التجمٌعٌة :تاحية المفالكلمات 

 .  تحلٌل الخطأ ،
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 بحث مستل من رسالة ماجستير . *
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 (2)المعادلة التفاضلية 

الدالة المجهولة تحتوي على واحد أو أكثر من المتغٌرات المستملة ومشتماتها. ٌتم هً معادلة رٌاضٌة تكون فٌها 
حل العدٌد من مشاكل الفٌزٌاء والكٌمٌاء فً الرٌاضٌات باستخدام المعادلات التفاضلٌة. المعادلة التفاضلٌة ممسمة 

 الجزئٌة.إلى نوعٌن من المعادلات التفاضلٌة العادٌة والمعادلة التفاضلٌة ذات المشتمات 
المعادلة التفاضلٌة هً معادلة رٌاضٌة تكون فٌها الدالة المجهولة تحتوي على واحد أو أكثر من  : 1-1تعريف 

المتغٌرات المستملة ومشتماتها. ٌتم حل العدٌد من مشاكل الفٌزٌاء والكٌمٌاء فً الرٌاضٌات باستخدام المعادلات 
اضلٌة العادٌة والمعادلة التفاضلٌة ذات التفاضلٌة. المعادلة التفاضلٌة ممسمة إلى نوعٌن من المعادلات التف

 المشتمات الجزئٌة.
   أي معادلة تشمل المتغٌر المستمل           معرفا" على الفترة  ( )    اذا كان : 2-1تعريف 

 . هً معادله تفاضلٌة عادٌة   و مشتمات  ( )    للتابع ، 
 . فاضلٌة مرتبة المعادلة التفاضلٌةٌسمى أعلى ترتٌب للمشتك فً معادلة ت : 3-1تعريف 
المعادلة التفاضلٌة ذات المشتمات الجزئٌة هً مجموعة من المعادلات التً تتضمن دالة غٌر :  4-1تعريف 

بتلن  معروفة من حٌث العدٌد من المتغٌرات المستملة جنبًا إلى جنب مع المشتك الجزئً للتوابع فٌما ٌتعلك
 . المتغٌرات ، وٌمكن تمسٌم هذا النوع من المعادلات إلى نوعٌن ، خطً و غٌر خطً

 : تفاضلٌة للفروق الخطً بالمضارٌب المتغٌرة هل على النحو التالً  معادله : 5-1تعريف 

(1) ∑∑   
 ( )  

( )(    )    ( )

 

   

 

   

              

 
 الشروط الثابتة التالٌة:وكذلن لدٌنا 

(2) 
∑    

   
( )( )     

   
( )( )     

   
( )( )     

   

   

  

                               
 

، كذلن       الفترة توابع معلومة و معرفة ضمن  ( )    ( )   و تابع مجهول   ( )  بحٌث 

 . ثوابت لاعلى التعٌٌن                

 (3)كثيرات حدود تايلور

تعد سلسلة تاٌلور أداة بحٌث ٌمكن تمٌٌم أي دالة فً فترة عشوائٌة فمط بمساعدة المعلومات حول الدالة 
 . ومشتماتها فً نمطة واحدة. أٌضًا ، بمساعدة سلسلة تاٌلور ، ٌمكن كتابة أي دالة على أنها كثٌرة الحدود وبمٌة

هذه المسألة مفٌدة جدًا لأن خصائص كثٌرات الحدود معروفة وهً تجعل من الممكن حل العدٌد من 
 . . لذلن ، فإن منشور تاٌلور هو أساس العدٌد من الطرق العددٌة المشكلات عددًٌا

تعد كثٌرات الحدود من أبسط الدوال التً تظهر فً الرٌاضٌات ومن السهل التعامل معها فً العملٌات 
 . الحسابٌة العددٌة لأن لٌمها ٌمكن حسابها بسهولة

، والذي  ، أحدها هً كثٌرة حدود تاٌلور pبمساعدة كثٌرة الحدود مثل  fلذلن ، ٌمكن تمرٌب دالة مثل 
 . سنمدمه أدناه

،  nكثٌرة حدود من الدرجة    ( )  و  مرة  nلابلا" للاشتماق حتى      في   ( ) اذا كان 
 بحٌث أن 

  ( )   ( ) 
  
 ( )    ( ) 

  
  

( )( )    ( ) 
 كما يلي،   ( )  اذا كان 

  ( )              
  

 

 يمكن الحصول عليها كما يلي:    عندئذ 
  ( )   ( )      ( ) 



 طريقة تايلور تجميعية ثنائية الابعاد

441412023

137 

  
 ( )    ( )     

  ( )

  
 

  
 ( )    ( )     

  ( )

  
 

   
  ( )

  
             

 سٌكون   من اجل نمطة لاعلى التعٌٌن 

(3)   ( )  ∑
 ( )(  )

  

 
   (    )

    

 aعند النمطة  f(x)كذلن اذا كان التابع        كثٌرة الحدود هذه هً نفسها كثٌرة حدود تاٌلور حول النمطة
 ستكون على النحو التالً :  ( )   كثٌرات حدود تاٌلور له  ، مرة nللاشتماق حتى  لابلا

(4)    ( )  ∑
 ( )( )

  

 
   (   )    

 طريمة تجميع تايلور 
نمدم طرٌمة جدٌدة لإٌجاد الحل التمرٌبً لجملة المعادلات التفاضلٌة الخطٌة ذات المعاملات العالٌة 

 التجمٌع. افترض أن لدٌنا الجملة التالٌة:والمتغٌرة من خلال تطوٌر المصفوفات التشغٌلٌة وطرٌمة 

(5) ∑ ∑    
 ( )  

( )(    
   

 
    )    ( )                   

 كذلن الشروط التالٌة:

(6) 
∑    

   
( )( )     

   
( )( )     

   
( )( )      

   

   

 

                                 
   و تابع مجهول  ( )    حٌث 

 ( )
 

و كذلن         الفترةتوابع معلومة معرفة على    ( )  و 

 ثوابتا لاعلى التعٌٌن.            

( والذي ٌتم الحصول علٌه بمساعدة سلسلة تاٌلور الممتطعة على 1هدفنا هو إٌجاد الحل التمرٌبً للجملة )
 التالً:النحو 

(7) 

  ( )  ∑   (   ) 
 

   

 

     
  
 ( )

  
 

                  
 

عدد صحٌح   هً المضارٌب المجهولة و  (                      ) مع        حٌث

 .    موجب بحٌث 
  (4)إنماض الخطأ في طريمة تجميع تايلور

طرٌمة تاٌلور للتجمٌع بها خطأ كبٌر فً فترات كبٌرة. نمترح الآن طرٌمة ٌمكن استخدامها  وفمًا للبحث ، نعلم أن
 بالشروط الأولٌة التالٌة:  (2) لتملٌل الخطأ على فترات كبٌرة. فً هذه الطرٌمة ، نأخذ المعادلة

(8) ∑    
   

( )( )     

   

   

                              

 فترة متساوٌة، لذلن سٌكون لدٌنا: Mالى  -   ,من اجل حل هذه المسألة, نموم اولا" بتمسٌم الفترة 

,   -  ⋃,       -               
   

 

   

   

 

 بحيث أن 

                             
 : على النحو التالً ( )     لنعرف والان
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    ( )≃

{
  
 

  
 

    ( )                   
    ( )                   

 
    ( )                      

 
    ( )                     

 

 

 ( وٌحمك الشروط التالٌة:5جواب المعادلة ) ( )    حٌث أن 

(9)     (  )     
    

      ( )                                                                    

(. دون فمدان 8، مثل الشروط المحددة فً المعادلة )  = dالآن علٌنا الحصول على الشروط الأولٌة عند 
فً الشكل  ( أولاً 2نعٌد كتابة المعادلة ) ( )     . من أجل الحصول على t  ب   عمومٌة المسألة ، نستبدل 

  . المصفوفً التالً

(10) ∑    (  )  
( )
(     )   (  )

 

   

   

 بحٌث

    (  )  

[
 
 
 
 
   
 (  )                   

 (  )                   
 (  )

   
 (  )                   

 (  )                   
 (  )

                     
 ( )                      

   ( )

   
 (  )                   

 (  )                   
 (  )

 ]
 
 
 
 

     

 و

    (  )  

[
 
 
 
 
   
 (  )                   

 (  )                   
 (  )

   
 (  )                   

 (  )                   
 (  )

                     
 ( )                      

   ( )

   
 (  )                   

 (  )                   
 (  )

 ]
 
 
 
 

,   

  (  )  [

  (  )

  (  )
 

  (  )

] 

 (.3-2بالصٌغة )( 22-2لذلن ٌمكن الحصول على حل كثٌرة حدود تاٌلور من المعادلة )
 نحدد نماط تجمٌع تاٌلور على النحو التالً:

(11)         
       

 
                                                                          

 : بحيث أن

                ,                                       

 
 ( نحصل على الجملة التالٌة:11( فً )10بوضع نماط تجمٌع تٌلور )

∑      
( )

    

 

   

 

 : بحٌث

      

[
 
 
 
 
    (    )                               

               (    )             

                                   
                                 (    ) ]

 
 
 
 

 , 
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( )  

[
 
 
 
   

( )
(       )

  
( )(       )

 

  
( )(       )]

 
 
 
 

    و                 

[
 
 
 
 
 (    )

 (    )

 
 (    )]

 
 
 
 

   . 

(    )( ) بوضع المعادلة  و نماط تجمٌع تٌلور                      ̃ (   )̃ ( )   
 سنحصل على:

  
( )(       )    

 (    ) ̃(   ) ̃
                           

 والتً ٌمكن ان نكتبها على النحو التالً:

(12)   
( )     ̃(   ) ̃

    

 : بحٌث

   [  (    )         
 (    )         

 (    )]
 
 

(13)   



m

r

dd

r

ddr FABBTP
0

,

~
),(

~
                                                                      

 ( ٌمكن ان تتلخص كما ٌلً:13المعادلة )
(14)            

. بحل  هذه  مجهول (   ) و معادلة  (   ) وهو جملة من المعادلات الخطٌة الجبرٌة تحتوي على 
 سنحصل على:الجملة نحصل على مضارٌب تاٌلور و 

(15)    [   ] 
 ∑       ̃(   )

 

   

 ̃                    (   )  

 ( ٌمكن كتابة الشروط الأولٌة على النحو التالً:9وكذلن باستخدام )

16)) 
   

       
      (    )  ∑      

   

   

    
( )
(  )                

             

 بحٌث

       

[
 
 
 
 
                        
                

                             
        

                        
                           

 
]
 
 
 
 

  ,          

[
 
 
 
     
     
 

     ]
 
 
 
  ,                    

 ( ٌمكن ان تكتب على النحو التالً:16وبالتالً خلاصة للمعادلة )

∑     

   

   

  
( )
(  )      

 و

      

[
 
 
 
      

      

 
        ]

 
 
 

    

,           [

    
    
 

    

]

    

. 

  بوضع 
( )
 ( نحصل على العلالة التالٌة:21فً المعادلة  )  (  )

(17)  





1

0

*

, .
~

)(
m

j

dd

j

dddj ABaTD 
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 ٌمكن ان تعرف على النحو التالً:   المصفوفة 

   ∑(       
 (  ) ̃ 

   

    
 ومصفوفة الشروط الاولٌة ستكون كما ٌلً:

         . 
 ، على التوالً    و     بدلا" من السطور الأخٌرة فً المصفوفات      و    و بوضع المصفوفات 

 : سنحصل على ما ٌلً

                
 بحٌث ان

  

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(     )                     (     )                                                ((    (   ))  

(    )                    (      )                                                (     (   )) 
                                                                                                                

(     )                      (    )                                             (    (   )) 

                                                                                                     
     (   (     )   )             (   (     )  )                                 (  (     )  (   ))        

(    )                        (    )                                                (     (   )) 
          (     )                       (    ) 

                                                    (    (   ))        

                                                                                                    
     (     ) 

                      (     )                                        (     (   ))     

  ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

          [  (    )     (    )    (    )       (      )                     ]
 
  

ومع ذلن ، بالنسبة للجملة أعلاه ، يتم حساب معاملات تايلور (  ( N+1من الدرجة  Wالمصفوفة اذ ان 
 . (9الشروط الأولية ) ( في ظل5) الحصول على الحل التمريبي للمعادلة بسهولة ويتم

 (  (1,2حل معادلة فولتيرا التكاملية ببعدين بطريمة تجميع تايلور

 لنأخذ معادلة فولتٌرا التكاملٌة ثنائٌة الأبعاد التالٌة:

 (18)  (   )   (   )  ∫ ∫  (         (   ))
 

 
  

 

 
     

 و

(19)    (   )   (   )  ∫ ∫  (        ) (   )
 

 
  

 

 
   

 (4) توضيح الطريمة

-   ,  )ممادٌر حمٌمٌة( معرفة على  Kو  gو التوابع       حٌث   ,   -     ، 

. ٌمكن اعتبار الطرٌمة المستخدمة هنا بمثابة   +                  (       )*  
، ٌظهر  (   )تعمٌم لمعادلات فولتٌرا المتكاملة أحادٌة البعد من النوع الثانً مع الأخذ فً الاعتبار متغٌرٌن 

 ( بناءً على نظرٌة فولتٌرا الكلاسٌكٌة.2( و )1التحمٌك فً وجود وتفرد حل المعادلتٌن )
وهً تجزئة  +                 *   و  +                 *   لنضع 

  بمٌاسات معطاة  -   , -   ,منظمة للفترة 
 

 
  و  

 

 
من تعرف هذه التجزئة تمسٌما" شبه منظما"  .

. نموم بتنظٌم الفترات +              (     )*           ،  Dاجل 

و  hبمٌاسات               -       ,      -       ,     الجزئٌة 
     و  kبمياسات               -       ,      -       ,     

مجموعه جمٌع          . كذلن لنأخذ  (                           )     

بلاٌن لكثٌرات الحدود الحمٌمٌة من -فضاء اس .yو xفي   p-1 ن الدرجة ألل منلحدود الحمٌمی مكثٌرات ا
 . على النحو التالً yو  xدر  p-1الدرجة 
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(  )

(    )  *             
                          

           + 
منطمته هً  و yو xفي  p-1بلاٌن من الدرجة )على الأكثر( -هذا الفضاء كثٌات الحدود المنفصل ل اس

     

 ) 5 ) واب تايلور التجميعيجتوضيح 

ٌتم تعٌٌنها على الترتٌب بحسب كثٌرات      و      و      حلول تاٌلور التجمٌعٌة فً المستطٌلات 

 ، بحٌث أن (                           )من اجل      و      و       الحدود

(20)     (   )  ∑
 

    

     (   )

      
     

   
          (   )         

حيث  
     (   )

      
، هو الممدار الدليك ل   

     

      
 .(   )عند النمطة   

(21)     (   )  ∑
 

    

     ̂   (    )

      
(    )

    
   
          (   )         

(22)     (   )  ∑
 

    

     ̂   (     )

      
(    )

 (    )
  

   
          (   )          

  (2) توضيح خوارزمية معادلات فولتيرا التكاملية غير الخطية

من اجل الحصول على  
   (   )

   
 .yمرة بالنسبة ل   j( ، 1نموم باشتماق المعادله )  

(23) 

   (   )

   
   

( )
 (   )  ∫ ∑ 0  

(     )
 (         (   ))1   

   
   

 

 
 

∫ ∫   
( )
 (         (   ))    

 

 

 

 
  

 حٌث سنحصل على ما ٌلً: xمرة بالنسبة ل  i( 23والآن نشتك المعادلة )

     (   )

      
   

( )  
( )
 (   )

 ∑∑
  

   
[
      

       
    (

  

   
0  

(     )
 (         (   ))1)]

   

   

   

   

 ∑∫
  

   
,
  

   

 

 

   

   

0  
(     )

 (         (   ))1  

 ∫ ∑
  

   
0  

(     )
  
( )
 (         (   ))1  

   

   

 

 

 ∫ ∫   
( )
  
( )
 (         (   ))    

 

 

 

 

 

 وبالتالي

     (   )

      

   
( )  

( )
 (   )

 ∑∑
  

   
[
      

       
    (

  

   
0  

(     )
 (         (   ))1)]
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 الحل الدليك للمعادلة التكاملية:    ̂  

(14) 

 ̂   (   )   (   )  ∑∫ ∫  .            (   )/    
 

 

    

  

   

   

 ∫ ∫  .         ̂   (   )/    
 

 

 

  

 

من اجل الحصول على 
   ̂   (   )

   
 :yمرة بالنسبة ل  j( 24نشتك المعادلة )  

(25) 

   ̂   (   )

   
 

  
( )
 (   )  ∑ ∫ ∑

  

   
0  

(     )
 .            (   )/1

   
     

    

  

   
    

∑ ∫ ∫   
( )
 .            (   )/     

 

 

    

  

   
    

∫ ∑
  

   
0  

(     )
 .         ̂   (   )/1

   
   

 

  
   

∫ ∫   
( )
 .         ̂   (   )/    

 

 

 

  
   

 xمرة بالنسبة ل  i( 25والان نشتك المعادلة )

     ̂   (   )

      
   

( )  
( )
 (   )

 ∑∑∫
  

   
[
  

   
0  

(     )
 .            (   )/1]  

    

  

   

   

   

   

 ∑∑
  

   
[
      

       
    (

  

   
0  

(     )
 .         ̂   (   )/1)]

   

   

   

   

 ∑∫
  

   
[
  

   
0  

(     )
 .         ̂   (   )/1]  

 

  

   

   

 ∫ ∑
  

   
0  

(     )
  
( )
 .         ̂   (   )/1   

   

   

 

 

 ∫ ∫   
( )  

( )
 .         ̂   (   )/    

 

 

 

 

 

 وبالتالً

     ̂   (    )

      

   
( )  

( )
 (    )

 ∑∑∫
  

   
[
  

   
0  

(     )
 .            (   )/1]

        

  
    

  

   

   

   

   

 ∑∑
  

   
[
      

       
    (

  

   
0  

(     )
 .         ̂   (   )/1)]
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 الحل الدليك للمعادله التكاملية:    ̂ ثالثا"،  

(26) 

 ̂   (   )   (   )  ∑ ∑ ∫  .            (   )/
    

  

    

   

   

   

   

 ∑∫ ∫  .            (   )/    
 

  

    

  

   

   

 ∑ ∫ ∫  .            (   )/    
    

  

 

  

   

   

 ∫ ∫  .         ̂   (   )/     
 

 

 

  

 

صٌغة من اجل حساب المضارٌب                لوالآن من أجل ك
     ̂   (     )

      
باستخدام  

استدلال مشابه لما سبك من اجل الحصول على ممادٌر 
     ̂   (    )

      
 ، بهدف الحصول على الصٌغة التالٌة: 
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 وبالتالً

     ̂   (     )
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 ) 3)  العدديةدراسة تمارب و خطأ الطريمة 

على المنطمة المعطاة. عندئذ  pكتوابع تمتلن مشتمات مستمرة حتى المرتبة  gو  k  لنضع :نظرية

          ( تمرٌب وحٌد 8) الى( 7تعرف المعادلات )
(  )

(   ) ولدٌنا تابع الخطأ الناتج  (    )  

 (   )  كما ٌلً: (   )  
‖ ‖  ( )   (   )  

 .kو hثابت محدود مستمل عن  cحٌث 
 لنأخذ معادلة فولتٌرا التكاملٌة الخطٌة ثنائٌة الأبعاد التالٌة مثال  :

 (   )      ( )  
  

 
(   ( )   )  

  

 
    ( )

 ∫ ∫ (       ( )) (   )    
 

 

 

 

 

(   ) مع الحل الدلٌك  -   ,     من اجل  طرٌمة تٌلور الموضعٌة على . نطبك ( )     
 المعادلة السابمة.

( الخطأ المطلك فً بعض النماط 2( الخطأ المطلك فً بعض النماط. ٌوضح الجدول )1ٌوضح الجدول )
(. 1(. تم رسم دالة الخطأ المطلك فً الشكل )3( فً الجدول )EOCبالترتٌب. ٌظهر ترتٌب تمارب التجارب )

من هذا الشكل ، ٌمكننا أن نرى أن  .Pو  Nو  Mفً أشكال دالة الخطأ المطلك ، لمنا بالحساب بمٌم مختلفة لـ 
  Pو  Nو  Mدالة الخطأ تتنالص عندما تزداد لٌم 

 : ممارنة الحل التمريبی و الدليك للمثال  1الجدول 
N=M=50 N=M=20 N=M=10 (   ) 

0 0 0 (0/0،0/0) 

32  8/4 19  9/5 07  8/2 (1/1،0/0) 

70  8/3 16  8/5 29  7/3 (2/2،0/0) 

28  8/1 85  7/1 29  6/1 (3/3،0/0) 

06  8/3 54  7/4 28  6/3 (4/4،0/0) 

11  8/6 11  7/9 71  6/6 (5/5،0/0) 

08  8/1 62  6/1 21  5/1 (6/6،0/0) 

77  8/1 68  6/2 01  5/2 (7/7،0/0) 

78  8/2 21  6/4 19  5/3 (8/8،0/0) 

24  8/4 43  6/6 89  5/4 (9/9،0/0) 

56/234 61/36 01/9 CPU Time/s 
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 ،  M  ،N ،P: الخطأ المطلك في النماط عندما يزداد  2الجدول 
P=6, N=M=50 P=5, N=M=20 P=4, N=M=10 (   ) 

0 0 0 (0/0،0/0) 

10  12/1 17  11/1 29  9/1 (1/1،0/0) 

20  12/8 25  11/1 23  9/5 (2/2،0/0) 

09  11/3 60  10/1 26  8/1 (3/3،0/0) 

94  12/1 52  10/8 77  8/2 (4/4،0/0) 

75  10/2 56  9/2 26  8/6 (5/5،0/0) 

35  10/8 36  9/8 45  7/1 (6/6،0/0) 

91  9/2 18  8/2 37  7/3 (7/7،0/0) 

75  9/4 04  8/5 57  7/7 (8/8،0/0) 

30  8/1 14  7/1 63  6/1 (9/9،0/0) 

27/3953 42/632 13/62 CPU Time/s 

 : تمارب المثال  3الجدول 
(64،64) (32،32) (16،16) (8،8) (4،4) (2،2) (   ) 

02/2 05/2 09/2 16/2 28/2 /     

99/2 97/2 94/2 86/2 64/2 /     

 
 

 : رسم الخطأ المطلك 1الشكل  
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 الاستنتاجات
 استخدمنا طرٌمة تاٌلور المحلٌة لتمدٌر حلول معادلات فولتٌرا المتكاملة الخطٌة وغٌر الخطٌة ثنائٌة الأبعاد  -1
هذه الطرٌمة فعالة وسهلة التنفٌذ وحلول تمرٌبٌة موثولة وٌتم تحدٌدها بالصٌغ المتكررة دون تظهر النتائج ان  -2

 الحاجة إلى حل أي معادلات جبرٌة.
تم تمدٌم سلسلة من الأمثلة العددٌة لتوضٌح أن هذه الطرٌمة تتمارب بدلة عالٌة ، ولد أكدت النتائج العددٌة  -3

 التمدٌرات النظرٌة 

 التوصيات
 . استخدام طرق عددٌه اخرى والممارنه بٌنهم -1
 .  تعمٌم هذه الطرٌمة لتمرٌب معادلات فولتٌرا المتكاملة فً الوضع ثلاثً الأبعاد -2
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Abstract 

  The main goal of the research is to provide nanoscale numerical solution of two-

dimensional Volterra integral equations. An algorithm is based on the use of Taylor 

polynomials to construct a harmonic solution              
(  ) (    ) to approximate 

the solution of the two integral Tavera equations. Next, it is developed and illustrated. 

Some Numerical examples of the inverse proof of the convergent algorithm method. 

Keywords : Two-dimensional Volterra integral equation, Collocation method, Taylor  

polynomials, Error analysis. 
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