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 لمستخلص:ا

 كاما  هما التوزيعالذي تم الحصول عليه عن طريق خلط توزيعين مفردين  (كاما – فريجت)المختلط  الاحتمالينموذج لأالبحث ا هذا قدم

Gamma(2, β) علمة الخلط بين التوزيعاتـتعرف بم وذلك بأستعمال معلمة فريجتوتوزيع(α)  بغية الحصول على توزيع احتمالي جديد يمتاز

حيث تم اشتقاق ،اذ تم اشتقاق بعض الخصائص الرياضية للتوزيع المقترح  بالدقة والشمولية والحداثة والمرونة في تمثيل بيانات الظاهرة المدروسة

الجانب اما في ،  (Moment)والعزوم , (Maximum likelihood Method)لإمكان الاعظمطريقة عمال ـوذلك بأستمقدرات دالة البقاء 

 (25,50,100)عينات  ومـحج مكونة من ثلاثة توليد البيانات العشوائية لعينةت مونت كارلو بطريقة الرفض والقبول لاتوظيف محاك تم التجريبي

ط ـالاحصائي متوسالمؤشر وباستخدامالمستعملة  الإحصائيةن المقاييس ـوذلك بهدف إعطاء فكرة كاملة ع (كاما – فريجت) نموذج المختلطالاتتبع 

دير ـفي تق ML) ) قة الامكان الاعظمطري افضليهظهرت ا اذ،المستعملة طرائق التقديرافضلية ين ـللمقارنة ب (IMSE) مربعات الخطاء التكاملي 

لى ـعلتقدير دالة البقاء طريقة الامكان الاعظم  الباحث  لـستعمأ ي الجانب التطبيقي )الحقيقي(ــفاما المتوسطة والكبيرة قاء لحجوم العينات ـدالة الب

( 50اذ كانت عدد المشاهدات )( (2020/7/17ولغاية  ((2020/5/8للمدة بين ( في محافظة كربلاء المقدسةعينة الدراسة )مرضى فايروس كرونا 

عظم لتقدير دالة البقاء عند حجوم العينات الأمكان لاستعمال طريقة اأأكد على ـالت ة في الجانبين التجريبي والتطبيقي وقد اثبتت النتائج المبين

 .صحة كربلاء المقدسة  ةوكذالك التوصية باعتماد نتائج البحث لدى دائرالمتوسطة والكبيرة 

Frecht)مختلط   عتوزي ، طريقة العزوم، الإمكان الأعظم  ة: طريقالكلمات المفتاحية − Gamma) 

ABSTRACT: 

This research presented the mixed probabilistic model ( Frecht - Gamma), which was obtained by mixing two 

single distributions, namely the Gamma(2,β) distribution, and the Frecht distribution, using a parameter known 

as the parameter mixing between the distributions (α) in order to obtain a new probability distribution 

characterized by accuracy. comprehensiveness, modernity, and flexibility in representing the data of the 

phenomenon studied, and the research mainly aims to estimate the survival function by using amethod for the 

Maximum Likelihood Method and Moment, but on the experimental side, Monte Carlo simulations were 

employed by the rejection and acceptance method to generate random data for a sample. It consists of three 

sample sizes (25,50,100) that follow the mixed model (Frecht - Gama) in order to give a complete idea of the 

statistical measures used and by using the statistical indicator, the mean integral error squares (IMSE) to 
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compare the preference of the estimation methods used. It showed the preference of the Maximum Likelihood 

Method (ML) in estimating the survival function for medium and large sample sizes. The empirical and applied 

sides: Confirming the use of the greatest possibility method to estimate the survival function at medium and 

large sample sizes, as well as recommending the adoption of the research results at the Holy Karbala Health 

Department. 

                                                                                                المقدمة:1-

تي تعتمد عليها بقية المراحل ـهم مراحل التحليل الإحصائي الأن ـدروس يناسبها مـعلمي متعد مرحلة وضع البيانات ضمن أنموذج 

 .دروسةـواهر المـوالظمعروفة لتمثيل البيانات  احتماليةتوزيعات لذجة البيانات " والتي تستعمل ـعرف هذه المرحلة بمرحلة " نمـوت

 والاخر توزيع كاما، توزيع أحدهماردين ـوزيعين احتماليين مفـعن استعمال تتلط الناتج ـوف يتم دراسة النموذج المخـالبحث س اوفي هذ

اما في الجانب ، واشتقاق بعض الخصائص الرياضية المرتبطة بالتوزيع المقترح  مالي المختلطـبناء النموذج الاحت وطريقة فريجت

 Method likelihood) ظمـة الإمكان الأعطـريق مقارنة بين مقدرات لل مونت كارلو توظيف اسلوب المحاكاةتم التجريبي 

Maximum) المقياس الاحصائي متوسط مربعات الخطاء التكاملي  بأستعماللتقدير دالة البقاء  وطريقة العزوم(IMSE) لمقارنة بين ل

   .قاءـالمستعملة لتقدير دالة الب هذه طرائقافضلية 

                           :البحثمشكلة -2

عبر القارات بسرعة هائلة وخلفت مئات الملايين من الإصابات  انتشرت( التي 19-تمثلت مشكلة الرسالة بظهور جائحة كورونا )كوفيد 

قتصاد جلة الاوعشرات الملايين من الوفيات في مدة زمنية قصيرة، ما سبب الخوف والهلع لدى المجتمعات الإنسانية، وعرقلة ع

 .الأماكنوجب القيام بالبحوث والدراسات، لتفسير سلوك هذه الجائحة، ومحاولة السيطرة عليها قدر أالعالمي، ما 

 

                                                                                                        :  هدف البحث-3

 .)كاما  –فريجتتقدير دالة البقاء لنموذج احتمالي مختلط ) - 1

 .المحاكاةال ـة من طرائق التقدير باستعمـالحصول على افضل طريق -2

 .بلاء المقدسةالأفضل في الجانب التجريبي على عينة حقيقية من مرضى فايروس كرونا في كر تطبيق الطريقة 3-

  :                                                                        دالة البقاء -4

أحد أساليب في علم الإحصاء هو تحليل البقاء على قيد الحياة، الذي يصف الموت في الكائنات الحية والفشل في لأنظمة والمكائن إضافة 

الى استخداماتها في الجانب الحياتي والجانب الطبي ويمكن تعريف وقت البقاء على انه حدوث حدث معين، كظهور مرض معين او 

معين او الانتكاسة او الموت، يتركز تحليل البقاء  على  قيد  الحياة  بشكل  رئيسي  على  التنبؤ في تحديد  احتمال الاستجابة الى العلاج 

 : ]8] [7 [ويمكن التعبير عنها رياضيا كالاتي S(t)المخاطر ويرمز لها بالرمز 

 S (t) = 1 − F(t)                                                                                                      … (1)  

 F(t): يمثل دالة الكثافة التجميعية التراكمية للمتغير العشوائي.  

 t:يمثل  زمن بقاء الكائن الحي على قيد الحياة .
                                                          :فريجتتوزيع -5

يستخدم في تحليل الاشارات خدمة بشكل واسع في  نمذجة بيانات الحياة ـتية المستمرة المسالإحصائمن التوزيعات ]13[ فريجتيعد توزيع 



  Warith Scientific Journal  
 

3 
 

ISSN: 2618-0278   Vol. 4No. 10 JUN 2022 

 

عام الفرنسي ودالة البقاء، ينتسب هذا التوزيع الى العالم ودراسة الظواهر العشوائية مثل سرعة الرياح وهطول الامطار   الضوئية

(Maurice Frechet 1973) وان توزيع ،د نماذج الفشل ـويعد اح ،وزيع ساهم في تطور الإحصاء ـشاف هذا التـن اكتأو

 ة الكثافةـن دالا و ،منها في دراسات المعولية و ي الحقول المختلفةـله  العديد من الاستعمالات ف (Frecht Distribution) فريجت

 :ةالتاليتكون بالصيغة الاحتمالية للتوزع 

f(x, θ, γ) =
γ

θ
(
θ

x
)
γ+1

e
−(

θ
x
)
γ

                        𝑥 > 0, θ > 0, γ > 0                                                      … (2) 

 -حيث ان: 

γ   معلمة الشكل :( Shape parameters). 

  θ معلمة القياس :  (Scale parameter)  . 

 التالية: تكتب بالصيغة C∙D∙Fالكثافة التجميعية للتوزيع  وأن دالة 

  F(x, θ, γ) = e−(
𝛉
𝐱
)
γ

                                                                                                                        …  (3)  

                                                                          :توزيع كاما-6

 [11]الاتية:وهو من التوزيعات الاحتمالية المستمرة الذي يعطى بالصيغة 

f(x, α, β) =
1 

Γ(α)
βαxα−1e

−
x
β                                                                                       … (4) 

αعندما تكون  = ,Gamma(2فأن دالة الكثافة الاحتمالية  2 β) 

f(x, 2, β) = β2x e
−

x
β                                                                                                       … (5) 

  β معلمة القياس :∙  (Scale parameter)   

 التالية: تكتب بالصيغة C∙D∙Fالكثافة التجميعية للتوزيع  وأن دالة

F(x, β) = 1 − (βx + 1) e−βx                                                                                    … (6) 

 : (كاما– فريجتالتوزيع الاحتمالي المختلط )-7

ان هذه وتقطعة ات مستمرة ام مـذه التوزيعـكان تركيز اغلب الدراسات والبحوث السابقة على التوزيعات الأحادية سواء كانت ه

ع ـالتوزي .]13[حتمالية ت الاط التوزيعاـاء الباحث الى استخدام تقنية خلـتحقق المرونة الكافية في كثير من الحالات لذا لج التوزيعات لا

نسب  لجزئية وفقاتمعات ط توزيعات المجـه التوزيع الناتج من خلط توزيعين احتمالين وبتعبير اخر هو خلـالمختلط يمكن تعريفه على ان

 .يغةـبالص]11[ ها كن كتابتـأن دالة الكثافة الاحتمالية للتوزيع المختلط بصورة عامة يمـتمع الأصلي وعليه فما يمثله من كل مج

f(x) = P1f1(x  ) + P2f2(x ) + P3f3(x )……………P𝑛f𝑛(x )                                   … (7) 

 تحت الشرط التالي:

∑P𝑖 = 1

𝒏

𝒊=𝟏

 

غيرين عشوائيين احدهما يتبع توزيع كاما ـالية الناتج من خلط متـالدالة الاحتميتم بناء وان التوزيع الاحتمالي الجديد الذي 
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Gamma(2, β)  بمعلمة قياس(β)  فريجتوتوزيع (Frecht)  بمعلمة قياس(θ)  ومعلمة شكل(γ)   وبالاعتماد على المعادلة

 أن  صيغة الخليط  تكتب وفق الصيغة الاتية :ـالسابقة ف

f(x) = Pf1(x  ) + (1 − P)f2(x )                                                                                  … (8) 

P نسبة الخلط  وان =
α

α+1
 

كاما(يمكن كتابتها بالشكل  -فريجتتمثل معلمة الخلط )نسبة مساهمة كل توزيع من التوزيعات المفردة في التوزيع المختلط ) αحيث ان 

 الاتي :

f(x, β, θ, γ, α) =
1

α + 1
[αβ2xe−βx +

γ

θ
(
θ

x
)
γ+1

e
−(

θ
x
)
γ

] ،x, β, θ, γ, α > 0          … (9)   

γ   معلمة الشكل :( Shape parameters) 

  θ معلمة القياس : ∙  (Scale parameter)   

  β معلمة القياس :∙  (Scale parameter)   

  α معلمة نسبة الخل :∙  (Mixing proportion parameter)   

وهو من اعداد الباحث بالاعتماد على برنامج (FGDالاحتمالية للنموذج الاحتمالي المختلط )يوضح سلوك الدالة (1الشكل رقم )و

(Wolfram Mathematica). 

 
 (FGDسلوك الدالة الاحتمالية للنموذج الاحتمالي المختلط ) ح( يوض1شكل )

 )         (:F-Gدالة الكثافة التجميعية للتوزيع المختلط ) -8

 :]7[الاتيةالعلاقة على  بالاعتماد

F(x, β, θ, γ, α) = P1F(x1) + (1 − P1)F(x2)                                                                … (10)    
F(x1)يع كامازلتوالكثافة التجميعية للتوزيع  ة: دال. 

F(x2) :يع فريجتزلتوالكثافة التجميعية للتوزيع  ةدال. 

 -( يمكن صياغتها بالشكل الاتي: FGD) كاما فريجتالتجميعية للتوزيع المختلط التراكمية لذألك فأن دالة 
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F(x, β, θ, γ, α) =
 1

α + 1 
 ( α[1 − (βx + 1) e−βx] + e−(

𝛉
𝐱
)
γ

)                                    … (11) 

(وهو من اعداد الباحث بالاعتماد على FGDالتجميعية التراكمية  للنموذج الاحتمالي المختلط ) ة(يوضح سلوك الدالة الكثاف2والشكل رقم )

 .(Wolfram Mathematica)برنامج 

 

 

 

 

 
 (FGD(يوضح سلوك الدالة الاحتمالية التراكمية للنموذج الاحتمالي المختلط )2شكل )

  (:FGDللتوزيع المختلط ) البقاء دالة -9

S(t) = 1 − F(t)                                                                                                                  

S(t) = 1 −

(

 
 

 α [1 − (β xi + 1)e−β xi] + [e
−(

θ 
xi

)
γ 

 ]

(α + 1) 

)

 
 

                                          … (12)  

(وهو من اعداد الباحث بالاعتماد على برنامج FGDختلط )(يوضح سلوك دالة البقاء للنموذج الاحتمالي الم3والشكل رقم )

(Wolfram Mathematica). 
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شكل 

 (FGD(يوضح سلوك دالة البقاء للنموذج الاحتمالي المختلط )3)

 :(FGD) خصائص التوزيع المختلط-10

                                    :اشتقاق صيغة العزم المركزي 1-10

𝐸(𝑥 −  𝑀)𝑟  = 𝜇 
𝑟
=

1

α + 1
∫(𝑥 − 𝑀1)

𝑟 

∞

0

αβ2xe−βx +
γ

θ
(
θ

x
)
γ+1

e
−(

θ
x
)
γ

               … (13) 

= ∫  (x − M1)
r 

∞

0

α

α + 1
Xβ2e−βx  

dx + ∫ (x − M2)
r 

∞

0

1

α + 1
[
γ

θ
(
θ

x
)
γ+1

e
−(

θ
x
)
γ

] dx       

             Let c1=∫  (x −  M )r 
∞

0

α

α+1
Xβ2𝑒−βx  

𝑑𝑥  

=
αβ2

α + 1
∫  (x −  M2)rX  𝑒−βx  

𝑑𝑥 
∞

0

 

𝑢 = βx.  𝑥 =
u

β
 . 𝑑𝑥 =

du

β
 

=
αβ2

α + 1
∫  (

u

β
 −  M)

r

(
u

β
)
 

𝑒−𝑢
  du

β

∞

0

 

=
α

α + 1
∫  (

u

β
 −  M)

r

u 𝑒−𝑢  du
∞

0

 

=
α

α + 1
∑𝑐𝑗

𝑟

𝑟

𝑗=0

 (
1

β
)
 j

 (− M)𝑟−𝑗 ∫ 𝑢𝑗+1
∞

0

  𝑒−𝑢

  

du 



  Warith Scientific Journal  
 

7 
 

ISSN: 2618-0278   Vol. 4No. 10 JUN 2022 

 

c1 =
α

α + 1
∑ 

𝑟

𝑗=0

(
𝑟

𝑗
) (

1

β
)
j

(− M)𝑟−𝑗 Γ(j +  2)                                                   … (14)         

 وبالنسبة للحد الثاني 

(x −  M  )
r = ∫ (x −  M)r 

∞

0

1

α + 1
[
γ

θ
(
𝜃

𝑥
)
γ+1

𝑒
−(

𝜃
𝑥
)
γ

] 𝑑𝑥   

Let 𝑐2 =
γ

(α + 1)θ
∫ (x −  M)r 

∞

0

[(
𝜃

𝑥
)
γ+1

𝑒
−(

𝜃
𝑥
)
γ

] 𝑑𝑥   

         𝑢 = 𝜃γ𝑥−γ  .      
𝑑𝑢

𝑑𝑥  
= 𝜃γ ( −γ𝑥−γ−1 𝜃γ)            𝑥 = 𝑢 −

𝜃

γ
 

(x −  M )
r =

γ

(α + 1)θ
∫ ((𝑢 −

𝜃

γ
) −  M)

r

 
∞

0

[
 
 
 

(
𝜃

𝑢 −
𝜃
γ

)

γ+1

𝑒−(𝑢)γ

]
 
 
 

𝜃γ ( −γ𝑥−γ−1 𝜃γ)𝑑𝑢 

(x −  M )
r =

−1

α + 1
∑ 

𝑟

𝑗=0

(
𝑟

𝑗
) (𝜃)j(− M)𝑟−𝑗 Γ(1 − 

𝑗

γ
) 

c2 =
−1

α + 1
∑ 

r

j=0

(
r

j
) (θ)j(− M)r−j Γ(1 − 

j

γ
) 

(x −  M )
r = 𝑐1 + 𝑐2 

(x −  M )
r = 𝜇 

𝑟 =
α

α+1
∑  r

j=0 (r
j
) (

1

β
)
j
(− M1)r−j Γ(j +  2) −

1

α+1
∑  r

j=0 (r
j
) (θ)j(− M2)r−j Γ (1 − 

j

γ
) … (15)  

 ومنها فأن:

(x −  M)1 = 𝜇 
1 =

α

α + 1
[−M1 + (

2

β
)] −

1

α + 1
[−M2 + θΓ(1 − 

1

γ
)] 

 when  M1 =
2

β
 ,M2 = θΓ(1 − 

1

γ
) 

(x −  M)1 =
α

α + 1
[
2

β
−

2

β
] −

1

α + 1
[[−θΓ(1 − 

1

γ
) + θΓ(1 − 

1

γ
)]] 

(x −  M)1 = zero 
hen r=2 

(x −  M)2 = 𝜇 
2 =

α

α + 1
∑ 

2 

j=0

(
2

j
) (

1

β
)
j

(− M1)2−j Γ(j +  2) −
1

α + 1
∑ 

2

j=0

(
2

j
) (θ)j(− M2)2−j Γ(1 − 

j

γ
) 

=
α

α + 1
[(

2

β
)
2

+
4

β
  (− (

2

β
)) +

6

β2] −
1

α + 1
[(θ2Γ(1 − 

1

γ
))

2

− 2θ2Γ(1 − 
1

γ
)2  + θ2Γ (1 − 

2

γ
)] 

=
2

β2 [ 
α

α + 1
] −

1

α + 1
 [θ2Γ(1 − 

2

γ
) + θ2Γ(1 − 

1

γ
)2]                                                                  …   (16) 

(x −  M)3 = 𝜇 
3 =

α

α + 1
∑ 

3

j=0

(
3

j
) (

1

β
)
j

(− M1)3−j Γ(j +  2) −
1

α + 1
∑ 

3

j=0

(
3

j
) (θ)j(− M2)3−j Γ(1 − 

j

γ
) 
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(x −  M)3  =
α

α + 1
[
4

β3] −
1

α + 1
[2θ3Γ(1 − 

1

γ
) − 3θ3Γ (1 − 

1

γ
)  Γ (1 − 

2

γ
) + θ3Γ (1 − 

3

γ
)]  …   (17) 

(x −  M)4  =
α

α + 1
∑ 

4

j=0

(
4

j
) (

1

β
)
j

(− M1)4−j Γ(j +  2) −
1

α + 1
∑ 

4

j=0

(
4

j
) (θ)j(− M2)4−j Γ(1 − 

j

γ
) 

(x −  M)4 =
α

α + 1
[
24

β4] −
1

α + 1
[−3θ4 (Γ (1 − 

1

γ
))

4

+ 6θ4 (Γ (1 − 
1

γ
))

2

Γ (1 − 
2

γ
) − 4θ4 Γ(1 − 

1

γ
)] 

Γ (1 − 
3

γ
) + θ4 Γ (1 − 

4

γ
)                                                                                                                       …   (18) 

 : شتقاق صيغة العزم اللامركزي الرائي حول نقطة الأصلأ10-2

𝜇′
𝑟

= E(Xr) = ∫  Xr  f(x) ∙ d(x)
∞ 

0

                                                                                             …   (19) 

 بالنسبة للحد الأول  

𝜇′
𝑟

= E(Xr) =
1

α + 1
∫  Xr  (αβ2xe−βx +

γ

θ
(
θ

x
)
γ+1

e
−(

θ
x
)
γ

) ∙ d(x)
∞ 

0

 

m1 =
α

α + 1
β2 ∫ xr+1

∞

0

e−βxdx 

=
α

α + 1
β2 ∫ (

𝑢

β
)
𝑟+1∞

0

𝑒−u
𝑑𝑢

β
 

=
αβ2

(α + 1) (β)𝑟+1
∫ (𝑢)𝑟+1

∞

0

𝑒−u
𝑑𝑢

β
 

m1 =
αβ2Γ(r + 2)

(α + 1) (β)r+2
                                                                                                   …   (20) 

 بالنسبة للحد الثاني

𝑚2 =
1

α + 1
(
γ

θ
)∫  

∞

0

 𝑥𝑟 [(
𝜃

𝑥
)

γ+1

𝑒
−(

𝜃
𝑥
)
γ

] 𝑑𝑥 

𝑢 = (
𝜃

𝑥
)
γ

. 𝑥 = 𝑢γ
−

1
γ         . 𝑑𝑥 =  (−

𝜃 𝑢
−1
γ

−1

𝛾
𝑑𝑢) 

𝑚2 =
1

α + 1
(
γ

θ
)∫  

∞

0

 [(𝑢γ
−

1
γ)

 𝑟

(
𝜃

𝑥
)
γ+1

𝑒−u −
𝜃 𝑢

−1
γ

−1

𝛾
𝑑𝑢] 

m2 =
1

α + 1
θ
rΓ(1 − 

r

γ
)                                                                                                                     …   (21) 

𝜇′
𝑟

= 𝑚1 + 𝑚2 
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𝜇′
𝑟

=
αβ2Γ(r + 2)

(α + 1) (β)r+2
+

 1

α + 1
θ
rΓ (1 − 

r

γ
)                                                                    …   (22) 

Where r=1 

𝜇′
1

= E(x1) =
2α

(α + 1) 
+

 1

α + 1
θ
 Γ(1 − 

1

γ
) 

Where r=2 

𝜇′
2

= E(x2) =
6α

(α + 1) β2
+

 1

α + 1
θ
2Γ(1 − 

2

γ
) 

Where r=3 

𝜇′
3

= E(x3) =
24α

(α + 1)β3 
+

 1

α + 1
θ
3Γ(1 − 

3

γ
) 

Where r=4 

𝜇′
4

= E(x4) =
120αβ2

(α + 1) β4
+

 1

α + 1
θ
4Γ (1 − 

4

γ
)                                

 

   :                                                   معامل الاختلاف 10-3

 C ∙ V =
𝜎

𝜇′
1

× 100% 

C ∙ V =

√
2

β2[ 
α

α+1
]−

1

α+1
 [𝜃2Γ(1− 

2

γ
)+𝜃2Γ(1− 

1

γ
)
2
]  

2α

(α+1) 
+

 1

α+1
θ
 Γ(1− 

1

γ
)

× 100%                                              (23)  

 :معامل الالتواء 10-4

S ∙ K =
𝜇3

(𝜇2)
3
2

 

S ∙ K =

α

α+1
[

4

β3]−
1

α+1
[2θ3Γ(1− 

1

γ
)
 
−3𝜃3Γ(1− 

1

γ
) Γ(1− 

2

γ
)+ 𝜃3Γ(1− 

3

γ
)]

(
2

β2[ 
α

α+1
]−

1

α+1
 [𝜃2Γ(1− 

2

γ
)+𝜃2Γ(1− 

1

γ
)
2
])

3
2

                                    (24)                                                                  

  :معامل التفلطح10-5

C ∙ K =
𝜇4

(𝜇2)2
− 3 

C ∙ K =

α

α+1
[
24

β4]−
1

α+1
[−3θ4 (Γ(1− 

1

γ
))

4

+6θ4 (Γ(1− 
1

γ
))

2

Γ(1− 
2

γ
)−4θ4 Γ(1− 

1

γ
)Γ(1− 

3

γ
)+θ4 Γ(1− 

4

γ
)]

(
2

β2[ 
α

α+1
]−

1

α+1
 [θ2Γ(1− 

2

γ
)+θ2Γ(1− 

1

γ
)
2
])

2  − 3    … (25)  

 :                           MLطريقة الإمكان الأعظم -11
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المهمة في عملية التقدير واكثرها استخداما كونها تمتاز بخصائص جيدة منها الكفاية والثبات  ]5[تعد هذه الطريقة من طرائق التقدير التقليدية 

رية والاتساق وعدم التحيز  وتملك اقل تباين, وتكون اكثر دقة عندما يكون حجم العينة كبير, وان مبدأ وهدف هذه الطريقة هو ايجاد قيم تقدي

,x1( لتكن (MLة الامكان  في نهايتها العظمى ويرمز لدالة الامكان بالرمزللمعلمات التي نريد تقديرها وذلك بجعل دال x2, … , xn   

 : ]1[فان دالة الإمكان للمشاهدات يمكن صياغتها بالشكل الآتي( كاما -فريجتالمقترح )توزيع التتبع    n مشاهدات عشوائية بحجم عينة 

Lf(x, β, θ, γ, α) = ∏ f(x, β, θ, γ, α)
n

i=1
                                                                                               …   (26) 

= [
1

α + 1
]
n

∑ 

n

i=1

β2αxe−βx + [
1

(α + 1)θ
]
n

∑ 

n

i=1

 [γ (
θ

x
)
γ+1

e
−(

θ
x
)
γ

] 

LnLf(x, β, θ, γ, α) = −n Ln(α + 1)  ∑Ln(β2αxe−βx)

n

i=1

− nL𝑛(θ) − nLn(α + 1)∑Ln

n

i=1

(γ (
θ

x
)
γ+1

e
−(

θ
x
)
γ

) 

= −n2Ln[α + 1]Ln[β2αxe−βx] + e
−(

θ
x
)
γ

Ln(
θ

x
)

γ+1

nLn[1 + a] − nLn[θ] 

             
dLnLf(x, β, θ, γ, α)

dα
= 0 

n2 Ln (β2αxe−βx) − e
−(

θ
x
)
γ

Ln (
θ
x) nln(α + 1)

α + 1
−

n2 Ln (1 + α)

α
= 0                 …   (27) 

dLnLf(x, β, θ, γ, α)

dβ
= 0 

 Ln (1 + α)n2(βx − 2)

β
= 0                                                                                                     

Ln (1 + α)n2(βx − 2) = 0                                                                                       …   (28) 

dLnLf(x, β, θ, γ, α)

dθ
= 0 

 (γ + 1)ne−(
θ

x
)
γ

(γ (
θ

x
)
γ

) (Ln(θ) − Ln (1 + α) − 1)Ln (
θ

x
) − Ln(θ) + Ln (1 + α) = 0                        … (29)  

dLnLf(x, β, θ, γ, α)

dγ
= 0 

−nL n(θ) − Ln (1 + α)Ln (
θ

x
) [Ln (

θ

x
) γ (

θ

x
)
γ

Ln (
θ

x
) (

θ

x
)

γ

e
−(

θ
x
)
 

] = 0                                   …   (30) 

إذ سيتم اللجوء الى الطرائق حيث الاعتيادية بالطرائق التحليل غير خطية ولا يمكن حلها (27)،(28)،(29)،(30)ان المعادلات 

 الاتي: الأعظم تكون بالشكلبأستعمال طريقة الإمكان  العددية لحلها وان تقدير دالة البقاء
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S(x) = 1 −

(

 
 

 αMLE[1 − (βMLExi + 1)e−βMLExi] + [e−(
𝛉MLE

𝐱𝐢
)
γMLE

 ]

(αMLE + 1) 

)

 
 

                                        …   (31) 

                                                      :(MOM)العزومطريقة -12

بي لوسط الحسامع ا تي هذه الطريقة يتم مساواـث تعتمد على الدالة المولدة للعزوم وفـطريقة العزوم وهي طريقة واسعة الاستخدام حي

على  نحصل ثـحل هذه المعادلات حيـذي يكون عددها مساوي الى عدد المعالم وبـتج عنها عدد من المعادلات الـللمجتمع حيث تن

 .]9] [6[دراتـالمق

Mr =
αβ2Γ(r + 2)

(α + 1) (β)r+2
+

 1

α + 1
𝜃𝑟Γ(1 − 

r

γ
)                                                                          …   (32) 

Mr = mr 

M1 =
2α

(α + 1) 
+

 1

α + 1
θ
 Γ(1 − 

1

γ
) 

M2 =
6α

(α + 1) β2
+

 1

α + 1
θ
2Γ(1 − 

2

γ
) 

M3 =
24α

(α + 1)β3 
+

 1

α + 1
θ
3Γ(1 − 

3

γ
) 

M4 =
120αβ2

(α + 1) β4
+

 1

α + 1
θ
4Γ(1 − 

4

γ
) 

m1 =
∑ xin

i=1

n
 

m2 =
∑ xi2n

i=1

n
 

m3 =
∑ xi3n

i=1

n
 

m4 =
∑ xi4n

i=1

n
 

2α

(α + 1) 
+

 1

α + 1
θ
 Γ(1 − 

1

γ
) =

∑ xin
i=1

n
                                                                      …   (33) 

6α

(α + 1) β2
+

 1

α + 1
θ
2Γ(1 − 

2

γ
) =

∑ xi2n
i=1

n
                                                               …   (34) 

24α

(α + 1)β3 
+

 1

α + 1
θ
3Γ(1 − 

3

γ
) =

∑ xi3n
i=1

n
                                                               …   (35) 

120αβ2

(α + 1) β4
+

 1

α + 1
𝜃4Γ (1 − 

4

γ
) =

∑ xi4n
i=1

n
                                                               …   (36) 
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إذ سيتم اللجوء الى الطرائق غير خطية ولا يمكن حلها بالطرائق التحليل الاعتيادية حيث (33)،(34)،(35)،(36)ان المعادلات 

 الاتي: تكون بالشكلالعزوم قاء بأستعمال طريقة ـالعددية لحلها وان تقدير دالة الب

S(x) = 1 −

(

 
 

 αmom[1−(βmomxi+1)e−βmomxi]+[e
−(

θmom
xi

)
γmom

 ]

(αmom+1) 

)

 
 

                                         …   (37)  

 :                                                                                   الجانب التجريبي-13

الواقع  صول عليها منيا من دون الحظرـي تتبع التوزيع المقترح نـتم توليد البيانات الت ثتجريبا، حين الطرائق المختلفة ـلغرض المقارنة بي]4[تم استخدام المحاكات 

 ية :الخطوات الاتلطريقة بااحثين الكثير من الوقت والجهد والمال لذلك يعتبر أسلوب مرن ويمكن تلخيص هذه ـهذا الأسلوب بالدقة ويوفر للبالعملي اذ يتميز 

 لاتي :ت قيم افتراضية للمعلمات فكانت كما في الجدول ا( واستخدم25,50,100يار ثلاثة حجوم للعينات وهي )ـتم اخت الافتراضية:تحديد القيم  -أولا

 ( القيم الافتراضية لمعلمات التوزيع1جدول رقم )

Experiment Θ  β  γ 

                1 2 5 5 2 

  2                   2 3.5 2 2 

 

 .مرة1000 تكرار التجربة -ثانيا

 يلي: والرفض وكما ريقة القبولـباستعمال طعة معالم ـبكاما( بأر-فريجتذي يتوزع وفق النموذج المختلط )ـتوليد المتغير العشوائي ال -ثالثا 

 ( .0,1بالمدة ) uiنتظم ـتوليد متغيرات عشوائية تتبع التوزيع الم -1

,x~gama(2 الذي يتبع توزيع كاما بالمعلمة   توليد المتغير -2 β),. 

,x~frecht(γحيث Frecht الذي يتبع توزيع توليد المتغيرين العشوائي -3 θ),. 

𝑢𝑖فاذا كان -4 ≤ 𝑝 =
𝛼

𝛼+1
𝑥𝑖,فان   = 𝑣𝑖  واذا كان غير ذالك فأن𝑥𝑖 = 𝛽𝑖,. 

 .ار اليهاـوذالك بأستعمال طرائق التقدير المش (FGD)تقدير دالة البقاء للتوزيع المقترح-ثالثا

ائي متوسط مربعات ـضل بأستعمال المعيارالاحصـدير المستخدمة واختيار الطريقة الأفـالمقارنة بين طرائق التق–رابعا 

 : ]3[فضل وتكتب صيغته كالاتياالمقدار  كلما كانذي كلما تقل قيمته ـوال (IMSE)الخطاء

IMSE (Ŝ(ti)) =
1

L
∑{

1

nt
∑(Ŝj(ti)

nt

j=1

− Sj(ti))
2}

L

i=1

, 

                      =
1

L
∑MSE(Ŝj(ti))                                                                             …   (38)

L

i=1

 

 إذ أن: 

L رةـ( م1000)جربة وهو ـالت: تمثل عدد مرات تكرار. 

 𝑛𝑡 هي معبرة عن حدود المتغير :(ti)  لى ـحد الادنى الى الحد الاعـمن ال. 

:Ŝ (ti)لة ـطرائق التقدير المستعم فـقالقيمة المقدرة لدالة البقاء و.  
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ti: ي تعتبر عينة تمثل التوزيع الاحتمالي ـتمثل أوقات البقاء لحين الفشل والت(F − G),. 

S(t): دالة البقاء الحقيقية )الافتراضية( وهي في حالة تناقص. 

:Ŝ(t)ML ( تجربة1000)ـ كان الأعظم لـدالة البقاء المقدرة بطريقة  الإم. 

:Ŝ(t)MOM جربة وهي في حالة تناقصـ( ت1000ـ )لريقة العزوم ـدالة البقاء المقدرة بط, 

 المحاكات:وفي ما يلي نتائج تجارب 

القيم الحقيقية والتقديرية لدالة البقاء بموجب طرائق التقدير وقيمة متوسط مربعات الخطاء التكاملي لكل طريقة عند احجام (2ل )جدو

الأول والثانيالعينات المفترضة للأنموذج   

Model1 Θ=2, =5, β=5, γ=2  Model2 Θ=2, =3.5, β=2, γ=2 

n ti Real(S(t)) Ŝ(t)MOM Ŝ(t)ML n ti 
Real(S(t

)) 
Ŝ(t)MOM Ŝ(t)ML 

25 

0,02875 0,99238 0,95956 0,99112 

25 

0,00703 0,99030 0,99733 0,99915 

0,031796

6 

0,98520 0,91978 0,98315 0,00817 0,98435 0,00683 0,99726 

0,0346 0,97822 0,87935 0,97515 0,00978 0,97856 0,00673 0,99433 

0,03758 0,971042 0,83915 0,96712 0,01479 0,97248 0,00663 0,99034 

0,04078 0,964682 0,79910 0,95911 0,01985 0,96634 0,00653 0,98525 

IMSE 0,00128 0,00178 IMSE 0,00046 0,00031 

Best 𝐒̂(𝐭)𝐌𝐎𝐌 Best 𝐒̂(𝐭)𝐌𝐋 

50 

0,04343 0,95794 0,75926 0,9515 

50 

0,02127 0,96024 0,00643 0,97902 

0,04629 0,89755 0,71938 0,94315

7 

0,02918 0,95437 0,00633 0,97163 

0,04932 0,8902248 0,67928 0,9353 0,02933 0,94879 0,00623 0,96304 

0,05281 0,830284 0,63915

6 

0,92717 0,04900 0,94237 0,00613 0,95323 

0,05519 0,77053 0,59979

0 

0,91913

3 

0,06209 0,93637 0,00603 0,94219 

IMSE 0,00074 0,00062 IMSE 0,00015 0,00030 

Best 𝐒̂(𝐭)𝐌𝐋 Best 𝐒̂(𝐭)𝐌𝐋 

100 
0,058728 0,71022 0,55916 0,91163 

100 
0,99445 0,93039 0,00593 0,99915 

0,0612 0,710722 0,51975 0,90373 0,99044 0,92447 0,00583 0,99726 
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0,06411 0,650292 0,47985 0,89585 0,98531 0,91844 0,99133 0,99433 

0,067567 0,59002 0,43917 0,8878 0,99445 0,91227 0,98533 0,99034 

0,07019 0,53025 0,39914 0,87955 0,99044 0,90630 0,97933 0,98525 

IMSE 0,00048 0,00041 IMSE 0,0005 0,00030 

Best 𝐒̂(𝐭)𝐌𝐋 Best 𝐒̂(𝐭)𝐌𝐋 

 الجانب التطبيقي:-14

المستجد من  سجلات دائرة مستشفى  CΟVD-19 جمعت البيانات المتعلقة بالرسالة لعدد من المصابين بمرض فايروس كورونا 

تحت  الساعاتمشاهدة تمثل أوقات بقاء المرضى ب (50)الغ عددها ـالحسين التعليمي في محافظة كربلاء المقدسة قسم الحميات  والب

تم تبويب البيانات للأشخاص المصابين لغرض اذ ( (2020/7/17ولغاية  ((2020/5/8للمدة بين المراقبة والعلاج لحين الوفاء 

 ن تاريخ الوفاة وكما يلي :ـوذالك بطرح تاريخ الإصابة بالفايروس م(Survival Time)ياة ـالحصول على أوقات الح

 يمثل اوقات البقاء لمرضى المصابين بفايروس كرونا (3)جدول 

0,45 0,25 0,16 0,11 0,01 

0,57 0,29 0,17 0,14 0,05 

0,59 0,29 0,18 0,13 0,03 

0,63 0,30 0,20 0,12 0,04 

0,71 0,34 0,20 0,13 0,01 

0,72 0,41 0,21 0,13 0,04 

0,80 0,41 0,22 0,11 0,03 

0,89 0,42 0,22 0,14 0,07 

1,00 0,43 0,22 0,2 0,04 

1,10 0,49 0,24 0,15 0,09 

 

                                                         اختبار حسن المطابقة:1-14

 Good (ness ofتبار حسن المطابقة ـ( فقد تم أستعمال اخكاما-فريجت ) المقترحقيقية تتبع التوزيع ـة أن البيانات الحـلغرض معرف

)Fit)  2[الأتيةوحسب الفرضية الاحصائية[: 

H0: The data have (FG)Distribution 

H1: The data  dont have(FG)Distribution  

 ]10 :[التاليما في الجدول ك  Squared–Chiتم توضح نتائج اختبار فرضية حسن المطابقة الفرضية بأستعمال قانون  وقد
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 اختبار حسن المطابقة ج( نتائ4)جدول 

Distribution  χc
2  χt

2 Sig, Decision 

aGamm -Frecht 4,22 4,84 ,0727 Not RejectH0 

χc ان قيمة  (4)نلحظ من الجدول 
اكبر من الجدولية إذن لا نرفض فرضية العدم القائلة بأن البيانات  وفق الصيغة هي المحسوبة2

  Frecht- Gamma تتوزع وفق النموذج مختلط

                           توزيع:اختبار افضل معايير2-14

                                               :]AIC] 2  يكاختبار أكاي14-2-1

 كما يلي: (AIC)) يك  أكايأن الصيغة العامة لأحصاءة معيار 

A IC = −2L(θ̂ ∖ X) + 2P                                                                                                                        … (39)  

: P وزيع الاحتمالية النظريةـتمثل عدد المعلمات في دالة الت. 

L(θ̂ ∖ X)  تمثل لوغاريتم دالة الترجيح : (Log Likelihood Function))  بيانات العينةلمشاهدات. 

 BIC :بيز أكايكياختبار 2-14-2

 تكون كما يلي:العامةوأن صيغته ]BIC(  ]10(ويرمز له اختصار  )GOF(احدى معاير اختبار حسن المطابقة 

BIC = −2L(θ̂ ∖ x) + P Log(𝑛)                    0(0(0(                                                                           …  (40) 

L(θ̂ ∖ X) تمثل لوغاريتم دالة الترجيح : (Log Likelihood Function) .لمشاهدات بيانات العينة 

:P .تمثل عدد المعلمات في دالة التوزيع الاحتمالية النظرية 

nتمثل حجم العينة :. 

 CAIC :أكايكي المتسقاختبار 2-14-3

 :هي كما يلي ]CAIC( ]2(ان الصيغة لاختبار حســـن المطابقة أكايكي المتسق 

CAI𝐶 = −2L(θ̂ ∖ x) +
2nP

n − P − 1
                                                                                 … (41) 

 و ان 

      nتمثل حجم العينة:. 

وتوزيع  distribution Gamaأداء التوزيع المقترح مع كل من توزيع ة( لمقارن5في جدول رقم )قد تم توضيح نتائج الاختبارات التي تم ذكرها انفاً 
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Frecht distribution بفايروس  للأشخاصبالساعات  بأستعمال عينة حقيقة تمثل اوقات البقاءcovid-19. 

 وتوزيع كاما والتوزيع المقترح في تمثيل البيانات الحقيقية فريجتمعاير المفاضلة بين توزيع  ن( يبي5جدول )

Distribution AIC AICc BIC 

Gama 4,5818 6,1152 9,2573 

Frecht 0,8434 6,3771 8,5192 

Frecht- Gama 0, 3433 0,6436 0,9932 

معايير  ثلاثةا ي استعمل منهمعايير والتختبار أفضل توزيع احتمالي من بين مجموعات احصائية وهنالك عدة أفي المعايير الإحصائية هو 

توزيع هو النموذج  ضلـأف ( تبين أن5ومن خلال النتائج وفي الجدول ) التوزيعهذا  إفضاليه ( لبيان41)و( 40)و( 39في المعادلة ) ةالموضح

 .ةـللمعايير الثلاثه يملك أقل قيمة ـالمختلط لأن

 الحقيقيــــــةالبقاء للبيانات  الأعظم لدالةالإمكان  ت( مقدرا6جدول )

i t 𝐒̂(𝐭)𝐌𝐋 i t 𝐒̂(𝐭)𝐌𝐋 i t 𝐒̂(𝐭)𝐌𝐋 

1 0,01 0,95128 10 0,11 0,72660 19 0,16 0,6131

5 

2 0,05 0,92737 11 0,14 0,65976 20 0,17 0,6060

7 

3 0,03 0,88464 12 0,13 0,65649 21 0,18 0,5733

2 

4 0,04 0,88279 13 0,12 0,65599 22 0,20 0,5566

8 

5 0,01 0,88198 14 0,13 0,64472 23 0,20 0,5431

2 

6 0,04 0,87384 15 0,13 0,64352 24 0,21 0,5014

6 

7 0,03 0,80165 16 0,11 0,64011 25 0,22 0,4987

9 

8 0,07 0,78818 17 0,14 0,62696 26 0,22 0,4845

4 

9 0,04 0,76191 18 0,2 0,62006 27 0,22 0,4750

0 
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i t 𝐒̂(𝐭)𝐌𝐋 i t 𝐒̂(𝐭)𝐌𝐋 i t 𝐒̂(𝐭)𝐌𝐋 

27 0,24 0,47500 37 0,49 0,24185 47 0,25 0,0623

9 

28 0,25 0,47389 38 0,45 0,23517 48 0,29 0,0440

9 

29 0,29 0,46889 39 0,57 0,22884 49 0,29 0,0293

8 

30 0,29 0,43766 40 0,59 0,18397 50 0,25 0,0211

6 

31 0,30 0,42448 41 0,63 0,18309    

32 0,34 0,37026 42 0,71 0,14989    

33 0,41 0,36767 43 0,72 0,13665    

34 0,41 0,35359 44 0,80 0,12662    

35 0,42 0,30730 45 0,89 0,08425    

36 0,43 0,24488 46 1,00 0,08163    

 الاستنتاجات:-15
المتوسطة  لعيناتاأظهرت نتائج تجارب المحاكات ان طريقة الإمكان الأعظم هي الأفضل لتقدير دالة البقاء بالنسبة لحجوم  .1

 والكبيرة.

ظرية ـجم العينة وهذا يطابق النـكلما زاد ح (IMSE)التكاملي متوسط مربعات  الإحصائيتناقص القيم الخاصة بالمقياس -  .2

 .هذا المؤشرـل الإحصائية 

 .ن سلوك هذه الدالةــجانب النظري عـي الـابق مع ما تم عرضه فـوهذا يط(t) تناقص قيم دالة البقاء بزيادة الزمن- .3

 .اطرةة المخرض فايروس كرونا في جميع محافظات العراق لحساب دالة البقاء ودالـى البيانات مـالاهتمام بالحصول عل .4

لكشف لت خاصة الانتقالية سريعة الانتشار فلا بد من إقامة دورات توعية ومختبران الامراض ـتعد مرض فايروس كرونا م .5

 .ن انتشارهـن الفايروس والوقاية مـع

 التوصيات: -16

انات ي تمثيل بيالية فع وكفاءةاستعمال أنواع جديدة من التوزيعات المختلطة وذالك لما تمتاز به هذه التوزيعات من مرونة  .1

 .الوقت

 .ئق البيزية لتقدير دالة البقاءثل الطراـتقدير أخرى م استعمال طرائق .2

 .اما ( في الجوانب الهندسية والطبية والصناعيةك– فريجتتطبيق النموذج الجديد المقترح ) .3

 :المصادر العربية
لي " ( " بعض طرائق تقدير معلمات دالة المعولية لنموذج احتمالي مركب مع تطبيق عم2016مهدي علي عبد الحسين ) الدريعي،.1

 بغداد.كلية الادارة والاقتصاد ـــ جامعة  ماجستير،رسالة 
 
اء للتوزيع ر دالة البقارنة مقدرات بيز مع مقدر الأمكان الأعظم في تقديـ(. "مق2008سميرة مزهر  و قتيبة نبيل ) مهدي،تهاني .2

  .70 – 58,  11, 1راقبة من النوع الثاني". مجلة جامعة النهرين. ـالطبيعي اللوغاريتمي باستخدام بيانات م
, كلية  ء( " مقارنة تقدير دالة المعولية للتوزيع الاسي المختلط مع تطبيق عملي " اطروحة دكتورا2012خضر نصيف ) جاسم..3
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