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  ARMA(p,q)نظرة في العلاقة بین توزیع عملیة 
  بواقیھاوتوزیع 

  

  

 I -   المقدمة  
  pمEEن الدرجEEة  ) (AutoregressiveالخلEEیط للانحEEدار الEEذاتي  جیعتبEEر النمEEوذ               

" ، والذي یرمز لھ اختصارا qمن الدرجة   ( Moving Average )والمتوسطات المتحركة 
فEي التطبیقEات العملیEة " احد اكثر نماذج السلاسل الزمنیة استخداما ، ARMA(p,q)بالشكل 

tXtخضعت لھ السلسلة الزمنیة لو  إذ،  ,...),2,1,0(   بالشكل ،صیغتھ  لكانت، =±±
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m aaB یمثEEEل  ta، وان   m، لكEEEل عEEEدد صEEEحیح مثEEEل   =-

فEاذا    .tXالمتمثلة بالسلسلة متغیر البواقي الذي یختلف توزیعھ باختلاف الظاھرة المدروسة 
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مEEن اھتمEEام البEEاحثین منEEذ الخمسEEینات مEEن القEEرن " كبیEEرا" قEEد اخEEذ حیEEزا أعEEلاهالنمEEوذج  إن

الموضEوع بEالبحوث الحدیثEة  أدبیEاتالمنصرم حتى وقتنا الEراھن ، ولEذلك سEنحاول ھنEا حصEر 
  .التي لھا صلة وطیدة بالموضوع فقط 

  
  

      

توزیع لعملیة تخضع لنموذج سلاسل زمنیة ، ھو الباحث  إیجادمن اھتم بموضوع  أول إن     
Andel  ذيEEھ الEEي بحثEEك فEEاهوذلEEؤتمر  ألقEEي مEEةفEEام  الأكادیمیEEوم عEEھ للعلEEد  ١٩٨٢الجیكیEEفق ،

 بدلالEEة الدالEEة uxF)( الأولEEىلعملیEEة انحEEدار ذاتEEي مEEن الدرجEEة  الممیEEزةاسEEتطاع تمثیEEل الدالEEة 
  :، بالشكل التالي  uaF)(الممیزة لمتغیر البواقي فیھا 
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لنفس المسألة التي اھEتم بھEا سEلفھ    Priestley، فقد تصدى الباحث  ١٩٨٤في عام  أما    

Andel  تمثیل للدالة الممیزة لتلك  إلى، ولكن لعملیة انحدار ذاتي من الدرجة الثانیة ، فتوصل
  :العملیة بدلالة الدالة الممیزة لبواقیھا  ، بالشكل 
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  : مثل تلك العملیة بدلالة بواقیھا ، على النحو التالي  أنبعد   
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    EEدرالقEEي قEEع الطبیعEEذ التوزیEEام " د اخEEن اھتمEEیر مEEیس بیسEEاحثین،لEEا البEEوه توزیعEEفافترض "

للبEEواقي فEEي اغلEEب النمEEاذج التEEي تصEEف الظEEواھر والمسEEائل قیEEد اھتمEEامھم لان ھEEذا الافتEEراض 
 لأنEھ الإحصائیة، كون التوزیع الطبیعي احد المرتكزات القویة في النظریة " یسھل العمل كثیرا
  .ددة لشقي تلك النظریة ، التقدیر والاختبار یعطي معاییر مح

ان كثرة واتساع التطبیقات العملیة التي لا یخضع متغیر البواقي فیھا للتوزیع الطبیعEي قEد      
كانت السبب الرئیسي وراء اندفاع الباحثین باتجEاه فھEم سEلوك الظEواھر والمسEائل محEور تلEك 

، ومEنھم مEن  (Robustness)حث في الحصEانة التطبیقات وكیفیة تحلیلھا ، فأتجھ بعضھم للب
، ومEEنھم مEEن ذھEEب الEEى الاسEEاس  (Nonparametric)ذھEEب للبحEEث فEEي الطEEرق اللامعلمیEEة 

  ! .النظري وحاول ان یغیره لیرى مالذي سیحصل ، وما النتائج التي سیجنیھا ؟
ومEEن  ان مEEن ابEEرز البEEاحثین اللEEذین اھتمEEوا بدراسEEة سEEلوك عملیEEة انحEEدار ذاتEEي مسEEتقرة     

عEEام  SimالدرجEEة الاولEEى ، یخضEEع متغیEEر البEEواقي فیھEEا لعملیتEEي كامEEا وویبEEل ، ھEEو الباحEEث 
، ولكEن عنEد خضEوع  ١٩٩٠، عEام  AR(1)، لیتبع ذلك ببحEث حEول نفEس العملیEة ،  ١٩٨٦

متغیر البواقي فیھا لعملیتي كاما و الاسي ، ثلاثیة المعلمات ھذه المره ، واشتق في كلا بحثیEھ 
تحت الفروض التي استخدمھا ، كما توصEل  AR(1)لدالة الارتباط الذاتي لعملیة  صیغة نظریة

ھو افضEل مEن اسEلوب الامكEان الاعظEم فEي  CLSالى ان اسلوب المربعات الصغرى الشرطیة 
،فقEد اسEتثمرت الباحثEة المEرزوك ماتوصEل لEھ  ١٩٩٢امEا فEي عEام  .تقدیر معلمEات الانمEوذج 

Andel  ع لتستخدم تحویل  ١٩٨٢عامEا توزیEن خلالھEدد مEیغة تحEل لصEدف التوصEلابلاس بھ
درس  ١٩٩٣وفي عام . بواقي سلسلھ مستقره تخضع لنموذج انحدار ذاتي من الدرجة الاولى 

یخضEع لعملیEة بواسEون  ARMA(p,p-1)خصائص انمEوذج  Al-oshو  Al-zaidالباحثان 
 ث التوزیEEع المشEEتركمEEن حیEE (Generalized Poisson)                          المعممEEة 

اخEرى " مEرة SimوفEي نفEس السEنة عEاد الباحEث .   والانعكاسیة في الزمن وسلوك الانحدار 
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، ولكEEEن ببEEEواقي تخضEEEع للنمEEEوذج  AR(1)لیEEEدرس عEEEزوم سلسEEEلة زمنیEEEة تخضEEEع لنمEEEوذج 
فقEد افتEرض  ١٩٩٤امEا فEي عEام .  اللوجستي ، كما درس ھیكلیة الارتباطEات الذاتیEة للعملیEة 

تخضEع لتوزیعEات اللوجسEتي والقطEع الزائEد والقEاطع  AR(1)ث بان بEواقي عملیEة نفس الباح
وكاما والاسي ولابلاس ، والقEى الضEوء عمEا سEیحدث عنEد تشEخیص وتقEدیر النمEوذج الملائEم 
للسلسلة على وفق تلك الفروض ، وكذلك عند اختبار ملائمة النموذج المقدر ، وطبق ماتوصل 

التایلنEEدي   MekongمشEEاھدة تمثEEل مسEEتوى میEEاه نھEEر ٢٤٠الیEEھ علEEى سلسEEلة مؤلفEEة مEEن 
، قEام الباحEث الموسEوي ، بدراسEة التوزیEع الحEر لعملیEة انحEدار  ١٩٩٥وفEي عEام . الشھریة 

، كمEا وعEرض بعEض  ١٩٨٤عEام  PriestleyممEا قدمEھ " ذاتي من الدرجة الثانیة ، مستفیدا
اءة النسEEEبیة ، للمقارنEEEة بEEEین معEEEاییر مختلفEEEة ، ابرزھEEEا الكفEEE" الجوانEEEب التجریبیEEEة مسEEEتخدما

الاحصEEاءات التEEي اسEEتخدمھا ، وطبEEق ماتوصEEل الیEEھ علEEى سلسEEلة مبیعEEات قطEEرات السEEعال فEEي 
فقد قEام كEل  ١٩٩٧اما في عام .  العراق التي ذكر بانھا تخضع للتوزیع اللوغاریتمي الطبیعي 

یقتین باسEEتخدام المحاكEEاة لمقارنEEة طEEر Al-zaidو  Al- waselو  Al- nachawatiمEEن ِ
لتقدیر معلمات انموذج انحدار ذاتي مEن الدرجEة الاولEى یخضEع لعملیEة بواسEون المعممEة ، الا 

ولكEEر، فتوصEEل ھEEؤلاء البEEاحثین الEEى ان قیمEEة معلمEEة  -وھمEEا طریقتEEي الامكEEان الاعظEEم و یEEل 
الEى " خEرى جنبEافي افضلیة احدى الطEریقتین علEى الا" كبیرا" تلعب دورا lبواسون المعممة

جنب مع حجم العینة ، وقد طبقوا ماتوصلوا الیھ من نتائج على بیانات تمثل عEدد الاخطEاء فEي 
، قEام نفEس البEاحثین باسEتخدام المحاكEاة لمقارنEة  ١٩٩٨وفEي عEام .   نظام حاسبة الكترونیھ 

لحEدین ، اربع طرق لتقدیر معلمات انموذج انحدار ذاتي من الدرجة الاولى یخضع لعملیEة ذي ا
ولكEر والمربعEات الصEغرى الشEرطیة والامكEان الاعظEم وطریقEة العEزوم ،  -الا وھي طEرق یEل 

فتوصلوا الى عدة استنتاجات تبین افضلیة طریقھ علEى اخEرى بEاختلاف حجEوم العینEات واقیEام 
قامEEEت الباحثEEEھ الخفEEEاجي بدراسEEEة بعEEEض  ٢٠٠٠وفEEEي عEEEام .   معلمEEEات عملیEEEة ذي الحEEEدین 

یة لعملیة متوسطات متحركة من الدرجEة الاولEى ، طبیعیEة وغیEر طبیعیEة ، الخصائص الاحتمال
للمEؤتمر القطEري الاول " وفEي نفEس العEام قEدم الباحEث عبEد بحثEا.   وذلك باسEتخدام المحاكEاة 

لعلوم الاحصاء توصل فیھ الى ایجاد صیغة عامھ لتمثیل الدالة الممیزه لعملیEة الانحEدار الEذاتي 
، فقEد قEدم كEل مEن الناصEر  ٢٠٠٢اما في عام .  بدلالة الدالة الممیزه لبواقیھا  pمن الدرجة 

للمؤتمر العلمي الثالEث عشEر للجمعیEھ العراقیEھ للعلEوم الاحصEائیھ تنEاولا فیEھ " والعزاوي بحثا
زیعEات كوشEي ، عنEد خضEوع بواقیھEا لتو  ARMA(1,1)استخراج التوزیع الحEدي لعملیEة 

الى ان العملیة التي تخضع بواقیھا لتوزیعي كوشEي " الطبیعي وذي الحدین حیث توصلا نظریا
والطبیعي ، تخضع ھي بدورھا لھEذین التEوزیعین علEى التEوالي ولكEن بمعلمEات اخEرى مختلفEھ 

علEEى تجربEEة محاكEEاة بخضEEوع العملیEEة التEEي تخضEEع بواقیھEEا " حEEدداھا ، كمEEا اسEEتنتجا اعتمEEادا
فقEد  ٢٠٠٣امEا فEي نھایEة عEام   .زیع ذي الحدین ، لذات التوزیع ، ولكن بمعلمات مختلفة لتو

اخرى لیعمم صیغة نظریة على درجة كبیرة من الاھمیة حدد من خلالھا " عاد الباحث عبد مرة
علEى الدالEة الممیEزة لبEواقي " ، استنادا ARMA(p,q)الدالة الممیزة وبالتالي توزیع العملیة 

اخEرى ولكEن ھEذه المEرة مEع الباحEث " عاد الباحث الناصر مEرة ٢٠٠٤وفي عام . یة تلك العمل
وذلك عنEد خضEوع بEواقي تلEك العملیEة لاي ،  ARMA(1,q)عبدالله ، لیحتسبا عزوم العملیة 

  .ام غیر ذلك " توزیع سواء اكان طبیعیا
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II -  ھدف البحث وة أھمی  

إن الاھتمEEام فیھEEا منصEEب علEEى توزیEEع  لاحظنEEا ممEEا سEEبق وتEEم عرضEEھ مEEن أدبیEEات ،          
العملیEEة التEEي تخضEEع لھEEا السلسEEلة الزمنیEEة ومEEا یEEرتبط بھEEا  مEEن سEEلوك وعEEزوم ودوال مولEEدة 

  .ما علم توزیع بواقي تلك العملیة  إذاللعزوم ودالة ممیزة ، 
    Eاحثین  بإن نظرة موضوعیة للأمر تبین لنا إن ما ذھEھ البEلاهإلیEات  أعEض افتراضEو محEھ

ھEEي السلسEEلة الزمنیEEة قیEEد التمحEEیص ولEEیس " لان المشEEاھد فعEEلا بEEالمرة،" اردة عملیEEاغیEEر و
بواقیھا ، بمعنى إن ما بین یدي الباحث ھي السلسلة الزمنیة ، التي من خلال اقیامھEا یسEتطیع 

التي تھتم  الإحصائیةاستكشاف نمط وبالتالي توزیع العملیة التي تخضع لھا ، من خلال الطرق 
لبواقي العملیة التي تخضع " إن نحدد توزیعا أكثرعلیھ لربما یكون من المنطقي .  بھذا الجانب

  .توزیع تلك العملیة ، ولیس العكس  إلى" لھا السلسلة استنادا
  

فمبنEيٌ علEى مEا لتلEك  ھEدف البحEثمما ورد أعلاه یتبین بعضٌ من أھمیEة ھEذا البحEث ، أمEا     
  ARMA(p,q)د صEیغة عامEة لتمثیEل بEواقي عملیEة ، بإیجا "متمثلا فجاءالأھمیة من قیمة ، 

لكتابة الدالة الممیزة لبواقي العملیة بدلالة الدالة الممیزة للعملیة " بدلالة العملیة نفسھا تمھیدا
  . نفسھا 

  

  إن ھناك بقیة باقیة لاھمیة ھذا البحث یمكن اجمالھا بالنقاط الثلاثة التالیة ،    
  

ة ترتبط بتوزیع احتمالي وحید والعكس صحیح ، فكل توزیEع من المعلوم ان الدالة الممیز  - ١
احتمEEالي یEEرتبط بدالEEة ممیEEزة وحیEEدة ، فلEEو تمكنEEا مEEن اسEEتخراج الدالEEة الممیEEزة للسلسEEلة 
الزمنیEة لاسEEتطعنا تحدیEEد التوزیEEع الاحتمEEالي الEEذي تسEEلك علEEى وفقEEھ ، ممEEا یعنEEي امكانبEEة 

EEة خصEEا وملاحظEEتخراج عزومھEEلة واسEEك السلسEEلوك تلEEف سEEرى وصEEرات اخEEائص ومؤش
سEواء فEي جانEب " وفائEدة" ترتبط بھا ، الامر الذي یجعEل تحلیEل ھEذا السEلوك اكثEر یسEرا

  .التقدیر او في جانب الاختبار 
  

لبحEوث اخEرى قادمEة " ربما ستكون الجوانب النظریEة التEي سEترد فEي ھEذا البحEث اسسEا  - ٢
بعملیEEEEEة وان حیEEEEEز الدراسEEEEEة ھنEEEEEا یتمثEEEEEل " تسEEEEEتند علیEEEEEھ او تسEEEEEتخدمھ ، خصوصEEEEEا

ARMA(p,q)    اتEبشكل عام ولیس حالة خاصة منھا ، الامر الذي لم تتطرق لھ دراس
  " .سابقة على حد علمنا مطلقا

  

علEى توزیEع العملیEة " اسEتنادا  ARMA(p,q)توزیع لبEواقي العملیEة إن الحاجة لتحدید  - ٣
ن الأعظEم ذاتھا ھي من الاھمیة بمكان كبیر اذ إن ھناك بعض طرق التقدیر كطریقة الامكEا

عEEEام  Boxو  Ljungو  ١٩٧٢عEEEام  pierceو  BoxكأختبEEEاري وبعEEEض الاختبEEEارات 
لقصور الملائمة ، على سبیل المثال لا الحصر ، تستند علEى توزیEع البEواقي فEي   ١٩٧٨

بتحدیEد توزیEع لتلEك الاحصEاءة " من صEیاغة احصEاءتھا مEرورا" صلب اسس عملھا بدءا
  " .ام اختبارا" ومن ثم بما یروم الباحث من تلك الاحصاءة في النھایة تقدیرا

  
    

  

 III -  ة عملیبواقي التمثیلARMA(p,q)  العملیة ذاتھا بدلالة  
   

  ARMA( j ,q )  ،j = 1,2,3,4عملیEة بEواقي اللتمثیEل " سEنقدم فEي ھEذه الفقEرة اسEلوبا     
لعملیEEة ل، أي  j = pلتعمEEیم الحالEEة الEEى الدرجEEة " بالتفصEEیل ، تمھیEEدا العملیEEة ذاتھEEا ،بدلالEEة 

ARMA(p,q)  وكما یلي ،:  
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  a-  1( عملیةبواقي التمثیل,A(pARM  العملیة ذاتھابدلالة  
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سیكون  mو  dوببواقي تخضع لتوزیع كوشي بالمعلمتین  ARMA(p,3) على وفق العملیة 

  عبارة عن توزیع كوشي بالمعلمتین 
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-c  لةEEوع السلسEEد خضEEة عنEEة  الزمنیEEق عملیEEى وفEEلك علEEي تسEEالتARMA(p,q)  ، عEEللتوزی
والدالEEEEEEEEEEEEة  l، بالمعلمEEEEEEEEEEEEة (Inverse Gaussian) الطبیعEEEEEEEEEEEي المعكEEEEEEEEEEEEوس  
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التي tX، للسلسلة الزمنیة  taالبواقي ، یكون توزیع  q=1وكحالات خاصة فانھ عند كون     
اعEلاه ، امEا عنEد كEون ) ١٨(ھو الEوارد فEي الصEیغة  ARMA(p,1)تسلك على وفق العملیة 

q=2 زةEEEة الممیEEان الدالEEواقي  ، فEEة ا لبEEEلة الزمنیEEلسلسtX  قEEى وفEEEلك علEEي تسEEة االتEEEلعملی
ARMA(p,2) تخضع للتوزیع الطبیعي المعكوس بالمعلمة  وl  ستكون:  
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تسلك علEى التي  tXالسلسلة بواقي فان توزیع  q=3وعلى وفق نفس الاجراء ، فانھ عند     
سیكون عبEارة  lزیع الطبیعي المعكوس بالمعلمة و تخضع للتو ARMA(p,3)عملیة وفق ال

بالمعلمEEEEEEEEEEEEEEEة ولكEEEEEEEEEEEEEEEن " ایضEEEEEEEEEEEEEEEاعEEEEEEEEEEEEEEEن التوزیEEEEEEEEEEEEEEEع الطبیعEEEEEEEEEEEEEEEي المعكEEEEEEEEEEEEEEEوس 
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l   ، وھكذا نستمر لقیمq الاخرى. .  

  -d   لةEوع السلسEة عند خضEة الزمنیEق عملیEى وفEلك علEي تسEالتARMA(p,q)  ، عEلتوزی
l ةلمE، بالمع بواسEون )والدالEة الممیEزة       )( )1exp)( -=Y ui

X eu l  زةEة الممیEان الدالEف ،
  :بالشكل ) ٢١(لسلسلة ستكون وعلى وفق المعادلة لبواقي تلك ا
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افEة ان الدالة اعلاه لا تؤشر أي صیغة دالة ممیزة لتوزیع معروف ، ولغرض ایجEاد دالEة كث    

لمثل ھذه الحالة وایة حالة مماثلة ، فانھ یمكن استخدام علاقة الوحدانیة التي تربط  taاحتمال 
  .الدالة الممیزة بدالة الاحتمال التي تناظرھا للوصول لتلك الدالة 
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  المصادر
حتمالیEEة لانمEEوذج دراسEEة بعEEض الخصEEائص الا ) "٢٠٠٠(الخفEEاجي ،كریمEEة عبEEد الكEEاظم  - ١

،  "باسEEتخدام المحاكEEاة ) الطبیعEEي وغEEي الطبیعEEي(الوسEEط المتحEEرك مEEن الدرجEEة الاولEEى 
  . جامعة بغداد  -كلیة الاداره والاقتصاد  -اطروحة  دكتوراه

الانحدار الذاتي غیر الطبیعي من الدرجEة الاولEى ،مEع ") ١٩٩٢(المرزوك ،عصریة ردام  - ٢
  . جامعة بغداد  -كلیة الاداره والاقتصاد  -، اطروحة  دكتوراه" تطبیق عملي 

التوزیع الحEر فEي السلاسEل الزمنیEة ،نمEوذج الانحEدار ") ١٩٩٥(الموسوي ،جواد كاظم   - ٣
، اطروحEEEة  "الEEذاتي مEEن الدرجEEEة الثانیEEة ،الطبیعEEEي وغیEEر الطبیعEEEي ،مEEع تطبیEEEق عملEEي 

  . جامعة بغداد  -كلیة الاداره والاقتصاد  -دكتوراه
التوزیع الحEدي للنمEوذج المخEتلط ") ٢٠٠٢(ید حمزة والعزاوي ،ماجد الناصر،عبد المج  - ٤

، بحEث منشEور فEي مجلEة  "الطبیعEي وغیEر الطبیعEي  ARMA(1,1)من الدرجة الاولEى 
 .وقائع المؤتمر العلمي الثالث عشر للجمعیة العراقیة للعلوم الاحصائیة 

ترحEة لحسEاب العEزوم طریقEة مق) " ٢٠٠٤(و عبدالله ، سEھیل  الناصر،عبد المجید حمزة - ٥
، المجلEة العراقیEEة للعلEEوم  "الطبیعیEة وغیEEر الطبیعیEEة  ARMA(1,q)للنمEاذج المختلطEEة 
 . ٤، المجلد  ٦الاحصائیة ، العدد 

صیغة عامة لتمثیEل الدالEة الممیEزة لعملیEة الانحEدار الEذاتي ") ٢٠٠٠(عبد ،صلاح حمزة  - ٦
ث منشEور فEي مجلEة وقEائع المEؤتمر ، بحE " بدلالة الدالة الممیزة لبواقیھEا  pمن الدرجة 
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