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الخلاصة

الأمثل للمسألة هنالك عدة طرق لحل مسائل البرمجة الكسرية يتم من خلالها الحصول على الحل 
لكن عنـدما تكـون هنالـك     حيث تكون قيم المتغيرات غالباً أعداد كسرية وليست أعداد صحيحة

أي أن تكون قيم المتغيـرات   الأمثل روط في المسألة تتطلب كون الحل الناتج هو الحل العدديش
طريقة نحصل من خلالها على الحـل العـددي    إلىسوف نلجأ عندها الناتجة قيم عددية صحيحة 

تطوير مولد قطع المسـتوي  (طريقة  خوارزمية للمسألة وهذا هو موضوع البحث حيث سنستخدم
الحل العددي لمسائل البرمجة الكسـرية   لإيجاد) MSCPAالعددية الخطية رمجة لحل مسائل الب

  .هذا بعد أن نلقي نظرة على مفهوم البرمجة الكسرية والبرمجة بالأعداد الصحيحة 
Abstract 
   There are many methods for solving Fractional Programming problems that 
getting the optimal solution of the problem where the values of variables are 
fractional numbers not integer numbers, But when there are conditions in the 
problem that requires the result is optimal integer solution, that is the resulted 
variables values was numerical integer, At that time we must turn to a method that 
we get from it the integer solution of the problem. That is the subject of the 
research where we will employ an algorithm of the method (Modify Surrogate 
Cutting Plane to solve linear integer programming problems) to find integer 
solution of Fractional Programming problems that after getting a view at Fractional 
Programming and Integer Programming. 

البرمجة الكسرية -1
  Fractional  Programming

الة الهدف عبارة عن نسبة بـين دالتـين خطيتـين    أذا كانت د 
وكانت قيود المسألة خطية ومتغيراتها غير سلبية تدعى المسألة 

 Fractionalحينئذ بمسألة برمجـة دوال الهـدف الكسـرية    
Linear Programming FLP.)  ( ويمكن التعبير عن مسألة

  :البرمجة الكسرية بالنموذج الرياضي التالي
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  -:حيث أن
x :سالبةالالحقيقية غير (العددية المتغيرات متجه مثل ي(

. لنموذج الرياضيادف وقيود هدالة الل
c :تمثل معاملات المتغيرات)x( في دالة هدف البسط.

d :تمثل معاملات المتغيرات)x( في دالة هدف المقام.
α :  في دالة هدف البسط  )الحد المطلق(كمية ثابتة.  
β  : في دالة هدف المقام  )الحد المطلق(كمية ثابتة.  
A : لقيود المسألة يراتالمتغمعاملات تمثل مصفوفة.  
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b : القيم المطلقة لقيود المسألة تمثل مصفوفةكمية ثابتة.  
 
 

  :هنالك شرطان يجب توفرهما )*(ولحل المسألة الرياضية

1-  0≠+ βdx   ، يمثل هذا الشرط وجود قيمة معرفه

                                        .           xZ)(للدالة 

2-  )( αφβ +=+ cxdx ،  رط شوهذا

  .كمية ثابتة φحيث أنxعلىxZ)(اعتماد
على هذه الشروط فيمكن حل  )*(أستوفى النموذج الرياضي فإذا

ل مسائل البرمجة الكسرية حيث المسألة بعدة طرق تستخدم لح
سنتطرق إلى إحدى هذه الطرق كتوضـيح لمفهـوم البرمجـة    

  .الكسرية 
  
  .الطريقة التكميلية المطورة لحل مسائل البرمجة الكسرية 

Complementary Development Method to Solve 
FLP.  

  
الكسـرية  البرمجة سائل مالطرق المستخدمة لحل  إحدىوهي 

باسـتخدام عـدة    لمسألة لالأمثل لى الحل حيث يتم الحصول ع
لتوضـيح  لبجداول السمبلكس المبسط ،و ةمستعينللحل خطوات 

   :خطواتنستعرض هذه ال
  

 باسـتخدام لمسـائل البرمجـة الكسـرية    الحل إيجاد خطوات 
  .الطريقة التكميلية المطورة

دالتين خطية تمثل الأولى  إلىدالة الهدف الكسرية  نجزئ -1
دالـة   ولكي تكون قيمـة  ،ية دالة المقامدالة البسط والثان

مايمكن يجب أن تكون دالة البسـط أكبـر    أعظم الهدف
بينمــا تكــون دالــة المقــام أقــل  )1MaxZ(مــايمكن

   . )2MinZ(مايمكن
من حاصل طرح دالة المقام  *MaxZيتم استخراج دالة  -2

في نموذج رياضي  هذه الدالة توضع،ثم من دالة البسط 
المسألة الأصلية بالإضافة إلـى شـروط    ودمكون من قي

هب ولحل مسألة البرمجة الخطية الناتجة نذ، بيةعدم السال
 .)3(للخطوة 

بإضـافة  الصيغة القياسـية   إلىنحول النموذج الرياضي  -3
 باسـتخدام بعدها يتم حل المسألة ، )Si(المتغيرات المهملة

الحصول علـى نتـائج   وعند السمبلكس المبسط  طريقة

xقيمل j بـذلك  بدالة الهـدف الأصـلية و   يتم تعويضها

  . *MaxZقيمة  نستخرج
في الجدول  Zقيمة الناتجة مع  *MaxZيتم مقارنة قيمة  -4

أكبر من القيمة السـابقة  كانت القيمة الجديدة  فإذاالسابق 
توقف من لقيمة السابقة ن أقلكانت  إذاأما  ،نستمر بالحل

xقيم بذلك وتكون jالقديمة هي الحل الأمثل للمسألة. 

  
  البرمجة بالأعداد الصحيحة  -2

Integer Programming                                            
                                       

يود أن نعبر عن مسألة البرمجة الخطية بمجموعة من الق يمكن
 .الخطية والتي تكون على شكل متباينات مع دالة هدف خطية

تي تشـترط أن تكـون جميـع    لأن مسائل البرمجة الخطية ا
متغيراتها ذات قيم عددية صحيحة تدعى بمسـائل البرمجـة   

وموضوع بحثنا هـو  الصحيحة  بالأعدادالبرمجة العددية أو 
 طريقة باستخدامل العددي لمسائل البرمجة الكسرية حال إيجاد

 الخطيـة قطع المستوي لحل مسـائل البرمجـة    تطوير مولد
إيجاد الحـل العـددي   ولمعرفة خطوات ) MSCPA (العددية

سـوف نسـتعرض خوارزميـة    الكسـرية  البرمجة لمسائل 
   .لكي يتسنى لنا استخدامها فيما بعد  MSCPAطريقة

  
   (MSCPA).تطوير مولد قطع المستوي خوارزمية طريقة 

وذلـك  برمجة الخطية إلى الصيغة القياسية نحول مسألة ال -1
بإضافة المتغيرات المهملـة  بتحويل المتباينات إلى معادلات 

)(Si  بعـدها  ، إلى قيود المسألة بمعدل متغير واحد لكل قيد
نذهب إلـى الخطـوة    للمسألة ثمون جدول الحل الابتدائي كن
)2 .( 

 ـ) عمود المتغير الداخل(يتم اختيار العمود المولد  -2 ذي وال
وأكبـر  ) MaxZ(يحمل أكبر أشارة سالبة في حالة التعظيم

 ـ إذا،)MinZ(قيمة موجبة في حالة التصغير ك لم يتحقق ذل
وبخلافـه   ،الأمثل وبذلك نتوقـف الحل فالحل الموجود هو 

 ).3(نذهب للخطوة
والـذي  ) سطر المتغير الخارج (يتم اختيار السطر المولد -3

علـى  ) B(لأساسية سمة قيم عمود الحلول ايمثل أقل ناتج ق
العنصر الذي ينتج من تقـاطع  إن ،عمود المتغير الداخلقيم 

، الارتكـاز محـور  بالعمود المولد مع السطر المولد يسمى 
بعدها بقسمة عناصر السطر المولـد علـى قيمـة محـور     
الارتكاز وأخذ دالة العدد الصحيح لكل مقدار ينـتج القطـع   

العمود المولد مع  العنصر الناتج من تقاطع،أما  )Sc1(الأول
،وبـأجراء   عنصـر المحـور  ب يسـمى سطر القطع المولد 

دول الوصول إلى جيتم  الأول الجدول علىالتالية الحسابات 
 :وهي كما يلي جديد 

في سطر القطـع المولـد   إذا كانت قيمة عنصر المحور  -  أ
في الجدول الجديد تكون المولد فأن قيم العمود ) 1(تساوي 

أما باقي قـيم الجـدول   ).-1(وبة نفس القيم القديمة مضر
  :فتحسب من العلاقة التاليةالجديد 
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 -:أنحيث  
r :المولد رقم سطر القطع يمثل)r=n+m+2(.  



 

c:  في الجدولالمولد  رقم العموديمثل.  
n :يمثل عدد متغيرات المسألة. 
m: يمثل عدد قيود المسألة.  
أما أذا كانت قيمة عنصر المحور في سطر القطع المولـد  -ب

فأن قيم العمود المولد في الجدول الجديد تكون ) -1(تساوي 
العلاقـة  نحصل عليها باسـتخدام  نفسها وباقي  قيم الجدول 

  .السابقة

 )jc≤0(كانت قيم دالة الهدف الناتجة في الجدول الجديد فإذا 
الحـل الأمثـل      إلىفي حالة التعظيم نتوقف لأننا قد وصلنا 

 ).2(للمسألة ، وبخلافه نعود للخطوة 
  
  البرمجة الكسريةالحل العددي لمسائل أيجاد  -3

Finding Integer Solution to Fractional 
Programming Problems 

 
عندما تكون لدينا دالة هدف عبارة عن دالة كسرية وشروط في 
المسألة تتطلب كون الحل الناتج هو الحـل العـددي الأمثـل    

 طـوات بألأضافه إلى شروط عدم السالبية سوف نسـتخدم الخ 
  .لمسألةذه الهالتالية لإيجاد الحل 

  
  إيجاد الحل العددي لمسائل البرمجة الكسرية خطوات 

مسألة برمجة خطيـة   إلىنحول مسألة البرمجة الكسرية  -1
خطيـة   تيندال إلىل دالة الهدف الكسرية يتحوذلك بيتم و

 مـن ) 1(الخطـوة رقـم    كما فيدالة البسط ودالة المقام 
حـل  الطريقة التكميلية المطورة ل طوات الحل باستخدامخ

 .مسائل البرمجة الكسرية
من حاصل طرح دالة المقام  *MaxZيتم استخراج دالة  -2

في نمـوذج رياضـي   هذه الدالة من دالة البسط وتوضع 
مكون من قيود المسألة الأصلية بالإضافة إلى شروط عدم 

 .السالبية 
تحول المسألة إلى ألصيغه القياسية بإضـافة المتغيـرات    -3

مولـد  تطـوير  رزمية طريقة خوا تطبيقببعدها  ،المهملة
 )MSCPA( قطع المستوي لحل مسائل البرمجة العدديـة 

  .للمسألة الأمثل يتم الحصول على الحل العددي
 :نستعرض الأمثلة التاليةهذه الخطوات ولتوضيح 

 
  : )1-3(مثال
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          21 , xx  (متغيرات ذات قيم عددية صحيحة) 
  

  :الحل

أعظم ما يمكن يجب أن يكون  (Z)دالة الهدف  لكي تكون قيمة
مـن  ) 1(الخطوةحسب البسط أكبر مايمكن والمقام أقل مايمكن 

لـذلك  الطريقة التكميليـة المطـورة ،    طوات الحل باستخدامخ
  :سوف نجزئ المسألة بالشكل التالي

123 211 ++= xxMaxZ  
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           21 , xx  (متغيرات ذات قيم عددية صحيحة)  

1212 ++= xxMinZ  
 S.T 
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           21 , xx  (متغيرات ذات قيم عددية صحيحة) 
  

  :إلى صيغة التعظيم نحصل على 2Z وبتحويل دالة

1212 −−−= xxMaxZ   
S.T 
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           21 , xx  (متغيرات ذات قيم عددية صحيحة) 
كمـا   MaxZ* وبطرح دالة المقام من دالة البسط نستخرج 

  :مبين 

212* xxMaxZ +=  
S.T 
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          21 , xx  (متغيرات ذات قيم عددية صحيحة) 
  

 الآن نحول النموذج الرياضي أعلاه إلـى الصـيغة القياسـية   
  . )Si(بإضافة المتغيرات 

02* 21 =−− xxMaxZ  
S.T 
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           21 , xx  (متغيرات ذات قيم عددية صحيحة) 
  
يتم وضـع المسـألة فـي     باستخدام جداول السمبلكس المعدلو

   :بالشكل التالي) 1(جدول رقم 
      
      
      

        
(جدول

1( 
  

  
  
  
  
  
  
  

على الجـدول   MSCPAألان سوف نطبق خوارزمية طريقة 
كعمود للمتغير الداخل  T1حيث سنختار عمود المتغير ) 1(رقم

على قيم عمود المتغير الداخل وأخذ أقـل   Bوبقسمة قيم عمود 
نحدد سـطر المتغيـر الخـارج    ) Min(2/5,3/2)(ناتج قسمة 

المتغير الخـارج   هو S1حيث سيكون المتغير ) السطر المولد(
القطـع الأول   ولاستخراج،  )5(الارتكازمحور وبذلك سيكون 

Sc1 السطر المولد  قيم نقسمS1  5(الارتكاز محورعلى قيمة ( 
ينتج بذلك القطع الأول لاخذ دالة العدد الصحيح لكل مقدار مع 
Sc1 مبين أدناهكما و :   

Sc1=([2/5],[5/5],[1/5])=(0,1,0) 
  

) 1(، وبذلك سيصبح جـدول  العدد الصحيح تمثل دالة ].[حيث
ــا  كمـ

  :مبين
  
  
   
   
  
 
 
  

كما مبين في الجـدول  ) 1(بما أن قيمة عنصر المحور تساوي
في الجدول الجديد تكون نفـس  ) T1(لذلك فأن قيم عمود  )1(

              :التالية أما باقي القيم فتحسب من العلاقة) 1-(وبة القيم مضر

),(*),(),(),( ciajrajiajia new −=  

1,...,2,1
1,...,2,1

+=
++=

nj
mni

 

   m=2  ،n=2 ،r=6 ،c=2 حيث أن
  :الجديدة تكون a(4,1)فعلى سبيل المثال أن قيمة 

25*02)2,4(*)1,6()1,4()1,4( =−=−= aaaa new  
وبذلك 
ينــتج 
جدول

كم)2(
  :ا يلي

        
        

  )2(جدول                      
  
  
  
  
  
  
  
  

لـذلك  ) 2(لم نحصل على الحل الأمثل في الجدول  إننانلاحظ 
نختار و) MSCPA(من خوارزمية طريقة ) 2(سنعود للخطوة 

T2  عمود للمتغير الداخل وS2  لمتغير الخـارج حيـث   لسطر
وبذلك سنحصل على القطـع   )3(ون قيمة محور الارتكازستك

  :أدناهوكما مبين في الجدول  )Sc2(الثاني
  

  )3(جدول                                        
 
  
  
  
  
  
  
  
  
  .)3( جدولنحصل على نفس الخطوات السابقة بأجراء و

           
 
 
 
 

 B T1 T2 
Z* 0 -2 -1 
x1 0 -1 0 
x2 0 0 -1 
S1 2  5  1 
S2 3 2 3 

 B T1 T2 
Z* 0 -2 -1 
X1 0 -1 0 
X2 0 0 -1 
S1 2 (5) 1 
S2 3 2 3 
Sc1 0 ((1)) 0 

 B SC1 T2 
Z* 0 2 -1 
X1 0 1 0 
X2 0 0 -1 
S1 2 -5 1 
S2 3 -2 3 

 B SC1 SC2 
Z* 1 1 1 
X1 0 1 0 
X2 1 -1 1 
S1 1 -4 -1 
S2 0 1 -3 



 

 
  
  
  
  
  
  
  
  
الأمثـل   العددي يشير إلى إن الحل الناتج هو الحل Bعمود  إن

أعـداد  جميعها في صف دالة الهدف يم الناتجة قاللأن للمسألة 
  :فأن الحل العددي الأمثل للمسألة هو ذلكوبموجبة 

X1=0 
X2=1,Z*=1 

  : ستكون   MaxZوبذلك فأن قيمة 

MaxZ= 5.1
2
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  : )2-3(مثال 
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           21 , xx  (متغيرات ذات قيم عددية صحيحة) 
  :الحل

الحل العددي  إيجادخطوات من ) 2(و) 1(رقم  الخطوةبتطبيق 
  *MaxZيتم استخراج دالـة   الأمثل لمسائل البرمجة الكسرية

  :من طرح دالة البسط من دالة المقام وهي كما يلي
 

12* 21 −+−= xxMaxZ  
 

 :لذلك فأن المسألة ستصبح بالشكل التالي

12* 21 −+−= xxMaxZ  

S.T     
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            21 , xx  (متغيرات ذات قيم عددية صحيحة) 

  ∴ 12* 21 −+−= xxMaxZ  

  S.T  
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يمكن أن نسـتخرج   MSCPAخوارزمية طريقة تطبيق بالآن 
  :مبينبجدولين كما  للمسألةالحل العددي الأمثل 

  )1(جدول            
  

 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 

  )2(جدول         
  
  
 
 
 
 
 
 
 
 

  :سيكون كالأتيالعددي الأمثل للمسألة  وكما نلاحظ فأن الحل
X1=0 
X2=7 
Z*=13 
 

  : ستكون   MaxZوبذلك فأن قيمة 

MaxZ= 4482759.1
29
42

==  

 
 
 
 
 

 
 

 B T1 T2 
Z* -1  1 -2 
X1 0 -1 0 
X2 0 0 -1 
S1 -15 -3 -5 
S2 9 1 1 
S3 -24 -6 -4 
S4 7 1 (1) 
Sc1 7 1 ((1)) 

 B T1 SC1 

Z* 13 3 2 
X1 0 -1 0 
X2 7 1 1 
S1 20 2 5 
S2 2 0 -1 
S3 4 2 -4 
S4 0 0 -1 
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                                     Conclusionsألاستنتاجات -4
                                                                   

قطع المسـتوي لحـل    تطوير مولد طريقة تخداماسمن خلال 
تمكنا من الحصول على  )(MSCPAمسائل البرمجة العددية 

  :النتائج التالية
تم الحصول على الحل العددي الأمثل لمسـائل البرمجـة    -1

الكسرية دون الاستعانة بالحل المسـتخرج بطـرق حـل    
  .)طريقة السمبلكس (مشاكل البرمجة الخطية

 لسمبلكس المعدل في خوارزمية الحلاستخدام جداول ا إن -2
سهولة في أجراء العمليات  أضاف) MSCPA( باستخدام

 .أخر إلىسهولة التنقل من جدول  إلىالحسابية وبالتالي 
من الملاحظ إن قيمة عنصر المحور في سـطر القطـع    -3

وهذا يحافظ على بقاء القيم ) -1(أو) 1(المولد تكون دائما
حة مما يضيف سهولة في جميع جداول الحل أعداد صحي

 .النتائج إيجادوسرعة في 
) MSCPA(خوارزمية باستخدامالقطع المولد  إيجادعملية  -4

جدول جديـد   إلى الانتقالتكون بسيطة وهذا يسهل علينا 
الحل العـددي الأمثـل    إلىوبالتالي يمكننا من الوصول 

يساوي عدد الجداول باستخدام الطرق  أوللمسألة بعدد اقل 
 .الأخرى

طريقـة   عند تطبيقهنالك شرط يحدد علامة القيود ليس  -5
)MSCPA ( التي تم عرضـها   الأمثلةوهذا ما لمسناه في

الحـل العـددي الأمثـل للمسـائل      إيجادحيث تمكنا من 
 ـ الكسرية بنفس عدد الجداول التي نجد  ر فيها الحـل غي

     .  عددي الأمثل لهذه المسائل أوأقلال
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