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Abstract: 

  The Poisson distribution has the property of equal dispersion because of the 

equal variance and mean this characterizes this distribution from among other discrete 

distributions. Often and in many real data the population under study are loss of 

heterogeneous and most of datasets express over dispersion. In this paper, we 

introduced the generalized Poisson distribution with two parameters ( ) as one of the 

characteristics of this distribution is that the population is non-heterogeneous also it 

provides a model which suits most count data. The parameters of the generalized 

Poisson distribution were estimation by different methods, which are Moment method, 

maximum likelihood method and Mixed (Shrinkage) method. Also, comparison 

between those methods through simulation study, with different sample sizes and 

different values of ( ) using the mean square error (MSE). The theoretical results 

are supported by a simulation and lead to that the Mixed (Shrinkage) method is better. 

Keywords: Generalized Poisson Distribution, Moment Method, Maximum Likelihood 

Method, Mixed (Shrinkage) method. 

 استخدام أسلوب المحاكاةتقدير معلمات توزيع بواسون المعمم ب
 

 أ.م.د. ابتسام كريم عبدالله  الباحث: ميثم كفاح كاظم

 كلية الإدارة والاقتصاد  كلية الإدارة والاقتصاد

 جامعة بغداد  جامعة بغداد

 المستخلص:
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ث تم عالي. في هذا البحالدراسات تكون المجتمعات تحت الدراسة غير متجانسة وتعاني من تشتت 

اذ ان من خصائص هذا التوزيع ان يكون  (𝜆 ،ذي المعلمتين ) تقديم توزيع بواسون المعمم

( بطرائق مختلفة وهي طريقة العزوم GPDالمجتمع غير متجانس. تم تقدير معلمات توزيع )
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والمقارنة بين تلك الطرائق المختلطـة )طريقـة التقلـص(.  الاعظم والطريقةوطريقة الامكان 

واستخدام معيار متوسط لفة لية مختوقيم اوبالاعتماد على دراسة المحاكاة واحجام عينات مختلفة 

 اظهر نتائج الدراسة ان طريقة التقلص كانت هي الافضل.. (MSEمربعات الخطأ )

مقدرات  لاعظم،امقدرات الامكان  العزوم،مقدرات  المعمم،توزيع بواسون الكلمات المفتاحية: 

 .التقلص

 المقدمة  .1

ها بدالة احتمالية لها توزيع ثيلمتو ان مسألة التعامل مع الاحداث او الظواهر الطبيعية  

المواضيع المهمة في الاحصاء لذا لابد لنا  أبرزمع تلك الظواهر واحدة من  يتلاءماحتمالي معين 

من معرفة تلك الظواهر وتعبير عنها بمتغير عشوائي. اذ ان كل متغير عشوائي يعبر عنه بدالة 

 مختلطة.عات مستمرة أو توزيعات زيتوزيعات متقطعة أو تو توزيع احتمالي والتي تكون أما

ذو  (Regular Poisson Distribution (RPD)) يمتلك توزيع بواسون الاعتيادي 

خاصية التشتت المتساوي بسبب  والذي يسمى احياناً بتوزيع الحوادث النادرة (𝜆) المعلمة الواحدة

ة الاخرى، الا ان كثير قطعيميز هذا التوزيع عن التوزيعات المت تساوي التباين والمتوسط وهذا ما

يان وفي العديد من الدراسات تكون المجتمعات تحت الدراسة غير متجانسة، كذلك في من الاح

المجتمعات التي لها توزيع بواسون الاعتيادي بأن احتمال حدوث الحدث لا يبقى ثابت انما يتغير 

 .[3] بتغير الزمن مما يؤدي الى عدم التساوي بين التباين والمتوسط

ً لتوزيع بواسون الاعتيادي ت 1973عام  Consul and Jainم قد   ً معمما  (RPD)وزيعا

 ذي المعلمتين (Generalized Poisson Distribution (GPD)سمي بتوزيع بواسون المعمم )

(، 𝜆( والذي يسمى احياناً توزيع لاكرانج بواسون )Lagrangion Poisson Distribution )

( وهي معلمة حيث تم فيه اضافه معلمة اخرى ) ،الويأخذ عدة اشكحتمالي متقطع وزيع اوهو ت

( ليكون اكثر ملائمة في التعامل مع نمذجة البيانات ذات 𝜆الى معلمة التوزيع ) ةضافإالتشتت 

علمة ان م .[5](under-dispersion( او التشتت المنخفض )over-dispersionالتشتت العالي )

ً ما يكون التباين صف العلاقة بيلتشتت هي لوا من المتوسط،  أكبرن التباين والمتوسط التي غالبا

وهي صفة شائعة في الواقع  (Over-dispersion) وهذه الحالة تدعى بخاصية التشتت العالي

ي العال التطبيقي والتي تحدث بسبب الارتباط الموجب بين عناصر متغير الاستجابة او بسبب التباين

وجود قيم متطرفة او في بعض نماذج الانحدار التي لا تتضمن عدد من لبيانات العد او بسبب 

والتي تعني  (Under-dispersion) التشتت المنخفضا خاصية المتغيرات التوضيحية المهمة. ام

ت لبيانااو بسبب عملية النمذجة او بسبب ا البياناتتوليد لتباين اقل من المتوسط تحدث بسبب ان ا

( تطبيقات واسعة في تحليل بعض الاحداث مثل GPDان لتوزيع ) .يرةذات حجوم العينات الصغ

علم الاحياء وعلم البيئة وعلم الوراثة وفي التسويق ونظرية الانتظار وعمليات التفرع وموضوعات 

 .[7] ،[6] أخرى

دير ئصه وتق( وعرض بعض خصاGPDتوزيع ) تقديمهو  هذا البحثمن  الهدف: هدف البحث .2

 وطريقة الامكان الاعظم طريقة العزوم من مختلفة وهي كلتقليدية طرائق معلماته باستخدام 

حيث في تقدير معلمات التوزيع والطريقة المختلطة )طريقة التقلص(. تم استعمال اسلوب المحاكاة 

مج بلغة البرنا تم كتابةو في توليد المتغيرات العشوائية طريقة الرفض والقبول تم الاعتماد على
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(MATLAB وتم )مختلفة والمقارنة بين طرائق التقدير  افتراضيةأحجام عينات وقيم  اختيار

 (.MSEالمعيار الاحصائي متوسط مربعات الخطأ ) باستخدام

متغير عشوائي متقطع قيمه غير سالبة له توزيع بواسون المعمم  ليكن : وزيع بواسون المعممت .3

(GPD) 

 

 :لشكل التالي( تكون باpmfفأن دالة الكتلة الاحمالية )

 
 حيث ان:

𝜆: .تمثل معلمة التوزيع 

α: .تمثل معلمة التشتت 

m: عندما تكون () اكبر عدد صحيح موجب بحيث يكون (α) .بين  سالبة

(Consul and Shoukriبان )  قيمة لـاقل m احتمال قل خمس فئات لها لضمان وجود على الا

 .(هي ) ()غير صفري عندما تكون 

  [4](.RPDيؤول الى توزيع ) (GPD)فأن توزيع  α=  0عندما تكون 

ان  بالإمكان فان المقدار  (عندما تكون قيمة معلمة التشتت ) 

( ممكن ان يكون سالب حسب GPDلتوزيع )الكتلة الاحتمالية الي فأن ناتج دالة كون سالب، بالتي

كان زوجي ام فردي وعندما تكون حجم العينة كبير. لذلك في هذه الحالة لا  إذا( x-1قيمة الاس )

 يمكن استخدام توزيع بواسون المعمم. 

وذلك  البتر من اليمين، ويتم m ( عند النقطةGPDتوزيع ) بترب هذه المشكلة يتم لتجن  

  m].[2],0)على الفترة  للحصول

ور ـتـبـم المـمـون المعـواسـب عـوزيـتـة لـاليـمـتـة الاحـلــتـة الكــرف دالــعـتو  

(Truncated Generalized Poisson Distribution:بالشكل التالي )  

 
 حيث ان:

 (.GPDلكتلة الاحتمالية الاصلية لتوزيع ): دالة ا 

 (.GPD: دالة التوزيع التجميعية لتوزيع ) 

 كما يلي: فيكون( المبتور GPDاما المتوسط والتباين لتوزيع )  
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 :المتوسط لتوزيع بواسون المعمم هو: خصائص توزيع بوسون المعممبعض  .4

 
  :التباين لتوزيع بواسون المعمم هو

 
 :لشكل التاليالتوزيع التراكمية لتوزيع بواسون المعمم تكون بادالة 

 

 

 
( هو من التوزيعات المتقطة لذا فان هذا التوزيع لا GPDوبما انه توزيع بواسون المعمم )  

 تعتمد على مجموعة محددة منتهية قابلة للعد. توجد له صيغة محددة لدالة التوزيع التجميعية وانما

بواسون المعمم يع يتضمن البحث تقدير معلمتي توز :بواسون المعمم تقدير معلمات توزيع .5

(GPD )وطريقة التقلص  ،طريقة الامكان الاعظم ،الطرائق التقليدية وهي طريقة العزوم باستعمال 

 تعتمد هذه الطريقة على مساواة عزم المجتمع: Moment Method طريقة العزوم .5-1

تم سي ( له معلمتين لذاGPDبما ان توزيع )و ، مع عزم العينة 

 [7]الوسط الحسابي والتباين وكما يلي  اخذ

  r =1عندما 
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 ( نحصل على:11)و( 10من مساواة الصيغتين )

 

 
  r =2عندما 

 

 

 

 
 ( نحصل على:17)و( 14من مساواة الصيغتين )

 

 
 ى:( نحصل عل13( في )19وبتعويض الصيغة )
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سيتم ايجاد مقدرات : Maximum Likelihood Method طريقة الامكان الاعظم: .5-2

 ( لكل تكرارات المشاهدة وكالاتي:GPDالامكان الاعظم لتوزيع )

اخذت من مجتمع تتوزع مفرداته توزيع  nعلى فرض ان لدينا عينة عشوائية بحجم   

(GPD ،) [5]مختلفة هي لأصنافوان تكرارات المشاهدة . 

 
 المشاهدات. أكبرتمثل  kان  إذا

 

 
 يلي: هدات تكون كمالاعظم لجميع المشالامكان اان دالة ا  

 

 

 
 الطبيعي لدالة الامكان الاعظم نحصل على: ماللوغاريتوبأخذ   

 
( وبالاشتقاق الجزئي الاول للوغارتم دالة الامكان بالنسبة الى المعلمتين )  

 نحصل على: ومساواتهما الى الصفر

 

http://www.doi.org/10.25130/tjaes.17.56.4.33


Tikrit Journal of Administration and Economics Sciences, (31/12/2021);Vol. 17, No. 56, Part (4): 547-557 

Doi: www.doi.org/10.25130/tjaes.17.56.4.33 

 

885 

 

 نحصل على الاتي:وجمع الصيغتين  ()( بـ 28)يغة والص () ( بـ27بضرب الصيغة )  

 

 
( لذا فمن الصعب الحصول على Non-liner Equation( غير خطية )30ان المعادلة )  

( Numerical Methodلعددية )حدى الطرق اإ(. لذلك سيتم حلها بصيغة نهائية لتقدير )

 ( التكرارية.Newton-Rophson Methodون )رافس-كطريقة نيوتن

( لذلك فان الشرط الكافي Multiple roots( الى جذور متعددة )30قد يؤدي حل الصيغة )  

( بين الصفر والواحد عندما تكون Unique( يمتلك جذر وحيد )والضروري لجعل مقدر )

 [5]قق الاتي: وفقط اذا تح إذا 

 
دى ي احه : Mixed (Shrinkage) Methodص(ة التقلريقة )ططـة المختلريقالط .5-3

 ثـن الباحـكـث تمـيـالم، حـعـر المـديـي تقـبقة فـالمس اتـلومـمل المعـعتـي تسـرائق التـالط

(James R. Thompson عام )العينة في م من توظيف هذه المعلومات مع معلومات 1968

درات التقلص بالرغم من انها ن استعمال معلومات العينة فقط. ان مقم أفضلل على مقدر الحصو

توفر لدينا مقدرين معلومين فأن  فاذا متحيزة الا انها تمتلك خاصية اقل متوسط مربعات خطأ.

 المقدر الثالث )المختلط( يمكن ان يتكون من تركيبة خطية من المقدرين المعلومين.

فأن المقدر الجديد )مقدر ، MLEهو مقدر  و، MOMقدر هو م فرضنا ان  إذا  

  [1]( يكون بالصيغة التالية:Thompsonالذي اقترحه ) التقلص(

 
 حيث ان:

r: ( يمثل دالة التقليص الموزونةWeighted Shrinkage Function.) 

 [2]ه كما يلي: يتم الحصول عليف (r) دالة التقليص الموزونةاما بصدد 

 
 :نحصل على λ اضافة وطرح
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 :نحصل على rλوطرح  بإضافة

 
  :بتربيع الطرفين نحصل على

 

 :نحصل علىالتوقع للطرفين  وبأخذ

 

 

 :rبأخذ المشتقة الاولى للصيغة اعلاه بالنسبة الى 

 

 مساواة المشتقة الى الصفر نحصل على: من و

 

 :الجديد نحصل على المقدر  (32( في )33لة )وبعد تعويض المعاد

  بق نجد مقدر المعلمة وبنفس الاسلوب السا

 حيث ان:

 

 

  MLEهو مقدر  و MOMهو مقدر  علماً ان 

  ( نحصل على المقدر الجديد 35( في )35وبعد تعويض المعادلة )

 :تالية( وفق المراحل الMATLABبرنامج ) باستعمالة فذت تجربة المحاكان: جانب التجريبيال .6

، اذ تم الافتراض اربعة نماذجوبتشكيل  ) GPD(توزيع  قيم أولية افتراضية لمعلمتي اختيار .أ

 (.α= 0.5 ،0.8)و( λ= 1.4 ،7.6) بأن
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 القيم الافتراضية للمعالم (:5جدول )ال

Parameters 
Models 

λ α 

1.4 0.5 1 

7.6 0.5 2 

1.4 0.8 3 

7.6 0.8 4 

 (n = 20, 50, 90, 120) أربع احجام عينات عشوائية مختلفة اختيار

ً تتبـاهدات عشـتوليد المش .ب بول ـض والقـة الرفـخوارزمي الـباستعم( GPDع )ـع توزيـوائيا

(Reject & Accept Algorithmوكما يلي ): 

I.  توليد المتغيرX  ً  (Uniform) يع المنتظميتوزع وفق التوز عشوائيا

II. وتوليد  ري حساب الاحتمال الصفb :وكما يلي 

 

 

III. ( 7أنتقل الى الخطوة )  أذا كان 

IV. ( توليد المتغيرينV, W( من التوزيع المنتظم )Uniform) 

V. حساب   

VI. ا كانأذ  ( أنتقل الى الخطوةVII)  

 (IVهب الى الخطوة )عدا ذلك أذ     

VII. أعتمد قيمة X  

  .طريقة العزوم وطريقة الامكان الاعظم وطريقة التقلص باستعمال( GPDمعلمات توزيع ) تقدير .ج

 غة التالية. ( وفق الصيMSEمقارنة بين طرائق التقدير باستخدام معيار متوسط مربعات الخطأ ) .د

 
 حيث ان:

 م المقـدرة.: تمثل المعال

 .: تمثل القيم الحقيقية للمعـالم

R (500حيث تم تكرار التجربة ) ،تكرار التجربـةعدد مرات : تمثل. 

 ةالمحاكا تجربةجداول ادناه تمثل نتائج الو( يكون هو الافضل. MSEاذ ان المقدر الذي يمتلك اقل )

 α = (0.5 & λ = 1.4)عندما  لفةلطرائق التقدير المخت (MSEقيم ) (:5جدول )ال

n M.M M.L.E Shrinkage Best 

20 0.99899 1.08433 0.68856 Shrinkage 

50 0.65223 0.91272 0.45546 Shrinkage 

90 0.41112 0.83266 0.10021 Shrinkage 

120 0.11122 0.47123 0.01142 Shrinkage 
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 α = (0.5 & λ = 7.6)عندما  ختلفةلطرائق التقدير الم (MSEقيم ) (:5جدول )ال

n M.M M.L.E Shrinkage Best 

20 0.80184 0.12714 0.11256 Shrinkage 

50 0.65011 0.12244 0.11008 Shrinkage 

90 0.48515 0.12008 0.10105 Shrinkage 

120 0.18314 0.11317 0.09523 Shrinkage 

 α = (0.8 & λ = 1.4)عندما  لمختلفةلطرائق التقدير ا (MSEقيم ) (:4جدول )ال

n M.M M.L.E Shrinkage Best 

20 0.26592 0.11663 0.21563 MLE 

50 0.25623 0.11563 0.21112 MLE 

90 0.23325 0.10256 0.10058 Shrinkage 

120 0.11253 0.09588 0.08544 Shrinkage 

 α = (0.8 & λ = 7.6)عندما  لطرائق التقدير المختلفة (MSEقيم ) (:8ول )جدال

n M.M M.L.E Shrinkage Best 

20 0.12981 0.11238 0.18822 MLE 

50 0.20554 0.12544 0.19872 MLE 

90 0.34967 0.22676 0.21356 Shrinkage 

120 0.11251 0.09881 0.04471 Shrinkage 
 

 
 

 
 العينات( ولجميع احجام GPDة طرائق تقدير معلمات توزيع )( لكافMSEقيم ) (:5الشكل )

http://www.doi.org/10.25130/tjaes.17.56.4.33
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 :تالاستنتاجا .7

ي تقدير سبة الى الطرائق الأخرى فتبين من خلال تجارب المحاكاة أفضلية طريقة التقلص بالن .5

 معلمات توزيع بواسون المعمم.

جم عينة ( وعند ح8( و)4مقدرات الامكان الاعظم في الجدول ) تبين من خلال نتائج المحاكاة ان .5

(n=20 , 50هي الافض ) عزوم كانت غير مناسبة في تقدير معلمات توزيع مقدرات الل بينما

 بواسون المعمم كونها أعطت أكبر متوسط مربعات خطأ.

 .قة التقلص تعطي مقدرات جيدة عندما تكون حجوم العينات كبيرةان طري .5

 ع تزايد حجم العينة.( تتناسب عكسياً مMSEتبين من خلال نتائج المحاكاة ان قيم ) .4

 المصادر

 ة:عربياولاً. المصادر ال

استخدام  (،5555) ،إسماعيلضوية سلمان، إبراهيم، سميرة خليل، عبد الوهاب، بيداء  ،حسين .5

 ، ص55( 5مجلة جامعة النهرين، المجلد ) ،الشكل لتوزيع ويبلالمقدر المقلص في تقدير معلمة 

75-75. 
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