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 Regression B-Spline &B-Spline  (Penalizeمقارنة بين طريقتي

 ج الانحدار اللامعلميذلتقدير أنمو (M -estimate) باستعمال طريقة التحصين 
 

 م.د نازك جعفر موسى                              الباحثة غيداء ابراهيم شهاب

 قسم الاحصاء  - جامعة بغداد  -كلية الادارة والاقتصاد 

            

                                  

 المستخلص 

جذذتبط ائا ذذت ايت فيذذد حذذر الالامذذدار ايامعل ذذر قذذدرا كميذذئا مذذا الالات ذذا  حذذر ايسذذ  ا  الا  يذذئة   حيذذ   ذذم      

اقتذذئاا ايعد ذذد مذذا ائا ذذت ايت فيذذد اي يتل ذذة ي ذذر  ذذتم  اذذد ئ لا ذذا ه الالامذذدار   قذذد   ذذ   لاذذت  اي  ذذا ه  ذذممية و ذذتم 

ب اؤلاذذا ىلذذا ا ذذاب ايسذذمج واي تيمذذة ولاذذتا مذذا  سذذ ا ب  ذذ  ه الالامذذدار و  ذذ   يذذت اذذ   دايذذة و سذذت د ايذذا احتئا ذذا  

بعذذا الاحيذذا  ى ذذد ليذذاة اي عئحذذة بذذايس الائ اي درو ذذة وىذذد  ام الايذذة  مد ذذد ايدايذذة ايسذذممية بذذيا  ممذذددة وي ذذا حذذر

 اي تغيئا      تج  لا ع ا ئ ما لا ا ه الالامدار  س ا  بالالامدار ايامعل ر.

-Bحر لاتا ايمم   م ا تع ال بعا ا اييج ايت فيد م فا  م فد الامدار ايشئ مة وايشئ مة ايمزا ية با تع ال ائ مة       

spline و يك ما اج  ايمص ل ىلا  اد ئ ألا   ه الالامدار ايامعل ر . و فدف ايمم  ايا أ مذذاد أح ذذ  ماذذدر مذذا بذذيا 

مادرا  ايت فيد ايتر  كئ  . يت ثي  ايميالاا  اي درو ة ب اء ىلا لاتا ج  مارة اي ماكاة  وما  ال ايمالاج ايتمئ مذذر   ذذم 

كذذا  الاح ذذ  حذذر  اذذد ئ ألا ذذ  ه الالامذذدار   B-splineايت ص  ايا إ  ا ل ة   فيد ايشئ مة ايمزا ية با تع ال اذذئ مة  

 .ايامعل ر

Abstract 

   Smoothing methods in nonparametric regression have attracted a great deal of attention in 

recent years, as many different smoothing methods have been proposed in order to estimate 

regression models, these models may be causal and are built on the basis of cause and effect. 

There are specific assumptions, but sometimes when there is no knowledge of the studied 

phenomena and it is not possible to determine the causal function between the variables, 

another type of regression model is produced called nonparametric regression. 

     In this research, some smoothing methods were used, including smoothing the regression 

of the slide and the penalty slide using the B-spline, in order to obtain an estimate of the 

nonparametric regression model. The research aims to find the best estimator among the 

preparatory capabilities mentioned. To represent the studied data based on the results of 

simulation experiments, and through the experimental side, it was concluded that the method 

of smoothing the penalty slide using the B-spline was the best in estimating the 

nonparametric regression model 
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           lntroduction                                               المقدمة-1

 سفذذئ الا يذذة الاحصذذاء حذذر مماويذذة درا ذذة ىذذدة وذذ الائ ميتل ذذة ب ا ذذوة لا ذذا ه اقذذئة ايذذا اي اقذذ . قذذد   ذذ   لاذذت      

اي  ذذا ه  ذذممية و ذذتم ب اؤلاذذا ىلذذا ا ذذاب ايسذذمج واي تيمذذة ولاذذتا مذذا  سذذ ا ب  ذذ  ه الالامذذدار و  ذذ   يذذت اذذ   دايذذة 

و سذذت د ايذذا احتئا ذذا  ممذذددة وي ذذا حذذر بعذذا الاحيذذا  ى ذذد ليذذاة اي عئحذذة بذذايس الائ اي درو ذذة وىذذد  ام الايذذة 

 مد ذذد ايدايذذة ايسذذممية بذذيا اي تغيذذئا      ذذتج  لاذذ ع ا ذذئ مذذا لا ذذا ه الالامذذدار  سذذ ا  بالالامذذدار ايامعل ذذر . ولاذذتا 

اي ذذ ع مذذا لا ذذا ه  الالامذذدار لا    ذذت قي ذذة اي تغيذذئ اي سذذتا  اذذ ا ممذذددلا وي  فذذا مم يذذة مذذا اي عل مذذا  اي ذذ    ة مذذا 

ايميالاذذا  ولاذذتا  تولذذج ىي ذذة حم فذذا كميذذئ اكثذذئ مذذا اي عتذذاد. وي ذذر  ذذتم  اذذد ئ دايذذة الالامذذدار ايامعل ذذر حذذا ابذذد مذذا 

ا ذذتيدا  ا ذذل ة ايت فيذذد وا  لاذذتا الا ذذل ة  ذذ د ىلذذا  ائ ذذج دايذذة الالامذذدار ايتائ ميذذة ايذذا دايذذة الالامذذدار ايمايايذذة 

ايشذذئا   اذذا علا جذذدلا  أصذذم  ا ذذتيدا  لاذذت   B-splines   وا  واحذذدة مذذا اكثذذئ اذذئاي  ايت فيذذد اذذي ىا لاذذر اذذئا  

وىلذذ   اي  ميذذ  ئ حذذر ايسذذ  ا  اي يذذئة. حذذر ايصذذ   ذذم ا ذذتيدا   بذذيا ايعد ذذد مذذا ممذذالا  ايئ ا ذذيا  وايف د ذذة  

بالإ ذذاحة ايذذا  يذذك ا  لاذذت  ايتا يذذة    ذذيمية ومئلاذذة  ي ذذا اذذعميتفا و ذذعط  ومياا فذذا  يلذذئاا ايتائ ذذج Bاذذئا   

يلغا ذذة ىلذذا ى ذذة  ا يذذة ايشذذئ مة ايعاد ذذة او اذذئي ايت عذذيم الا ذذئة   حفذذر ييسذذط  ذذئور ة يمسذذاة مشذذتاا  او 

و ذذ  احتئا ذذا   اصذذة يمذذ  اي عذذادلا  بسذذمج لاذذت  اييصذذا د      ذذا ا    ذذ   وقذذط ايمسذذاة ا ذذئع بشذذ   

ا يلسا ذذة واي ئولاذذة كميذذئ م ذذا كذذا  ىليذذت  ا   لاذذت  ايشذذئا    مسذذا بشذذعمية حذذر ايئ ذذ   ايميالايذذة يل  ميذذ  ئ لاسذذئل

وايدقذذة ايتذذر   تل فذذا. وا  لاذذتا الا ذذل ة  ت ذذ ا  مد ذذد ىذذدد مذذا اي اذذاا يذذئبه اي  م يذذا   و ولذذت ىليفذذا ايعاذذد 

 ومعسم الاحيا       ما ايميالاا  اي ت حئة .

 Purpose of Searchهدف البحث                                       -2

 . Sو Mم  ك  ما ايشئا   ايمزا ية والالامدار حر  ايي ارزمية ايمصي ة   B -  ويف دوال ايشئا       -1

 .ماارلاة ايوئا ت ايامعل ية  ايمصي ة يتاد ئ الا   ه الالامدار وا تيار اح   ائ اة  اد ئ ما  ال الا ل ة ايتمئ مر  -2

  .اي  تجة الامعل ية يتالما  ا عار ا فم ايشئكة  -3

 -: يالجانب النظر -3

 ⦌Nonparametric RegressionModels   ⦌1⦌⦋7     اللامعلمي الانحدار نماذج 

 بإىوذذاء  ايمذذاحثيا  اذذ    يفذذتا   اي عل ذذر  الالامذذدار  لا ذذا ه  مذذا مئولاة اكمذذئ    تلك  ايامعل ر الالامدار  لا ا ه  ا     

  اييوذذ ة   ثذذ   ايامعل ذذر الالامدار  ا ل ة وا  . يلعاقة  ايدقياة  ايت اصي  درا ة ما بدلا   ىا  بش    يلعاقة وصف

 الالامذذدار لا ذذ  ه   ثيذذ     ا .ايميالاا   ملي  ى لية اجئاء  حر الا يئة اي ئحلة   ث  او  اي  تجة ى لية حر  الا ت شاحية

 :ايتذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذاير بايشذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذ    ايامعل ذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذر

𝑦𝑖 = 𝑔( 𝑥𝑖 ) + 𝜀𝑖                           𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑛 ……… . (1) 

 -: ان حيث

:  𝑦𝑖   ى د  الا تمابة  متغيئ قيم ايا  شيئi . 

𝑔( 𝑥𝑖 )  .ث  داية الالامدار اي مف ية واي ول ة  اد ئلاا   : 

:  𝜀𝑖      ل    ز عا  ت زع ايتي ايعش ا ر اييو   قي ة ايا  شيئ  الا واء لات  و تصف ثابط و ما ا ص ئ ب ت  ه اميعيا

 . ومت اثلة مستالة ب  لافا
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 م م ذذا أو الالامذذدار بدايذذة أييفذذا  شذذار وايتذذر 𝑔 الالامذذدار دايذذة  اذذد ئ لاذذ  وايفذذدف الا ا ذذر حذذر لاذذتا اي  ذذ  ه

x1اي ااا ى د الآلامدار …… . 𝑥𝑛) . ..(  بايت فيد  س ا لاتا ايتائ ج م م ا ا ل ة وأ. (Smoothing)  

 ⦌Spline Regression ⦌3⦌⦋14⦌⦋17ممهد انحدار الشريحة                   3-1

ب ا وة   ⦌a,b⦋((وايتر    ا   ثيلت باي تئة  x   اسيم ممال قيم اي تغيئ ايت  يمر.)) b-spline  تم حر الامدار ائ مة   

 ىدد ما اي  اق  ايتر  س ا بايعاد و   ا ايتعميئ ى فا بايئم ز الا ية:

𝑇1, 𝑇2, … . . 𝑇𝑘, 𝑇𝑘+1 …… 

aكا         ا ممال ايدرا ة وا    ⦌a,b⦋اي تئة  اي ا  = 𝑡1, 𝑡2, … 𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1 … = 𝑏 

𝑇حيذذ   شذذيئ  = 1,2……𝐾 (ايذذا ايعاذذدKonte ا  لاذذت  ايعاذذد  ذذ ف  اسذذم اي مذذال اي فت ذذيا بدرا ذذتفا وك ذذا )

𝑖 سذذذ ا بايعاذذذد ايدا ليذذذة   𝑇𝑖مذذذا  ايمذذذ ار اي   ذذذعر   وا  kايذذذا  ⦌a,b⦋ااذذذئلاا اييفذذذا  ذذذاباا = 1,2… . . , 𝐾,  اي

ل  ذذتم ب ذذاء الامذذدار ايشذذئ مة با ذذتع ال  ا  اي ىاذذد يا متمذذاور يا  سذذتيد  متعذذدد حذذدود مذذا ر مذذة معي ذذة ممذذدد مسذذماا

 حي  ا  (i 𝑥𝑗)ما  ايدرجة   ما  س ا بدوال الا اب

𝑁𝑖,0 = {
 1                                    𝑡𝑖 ≤ 𝑥 ≤ 𝑡𝑖+1

0                                       𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟 𝑤𝑖𝑠𝑒
 

𝑚(𝑥) = ∑𝛽𝑖

𝑛

𝑖=0

𝑁𝑖,𝑗(𝑥)……………𝑡𝑖 ≤ 𝑥 ≤ 𝑡𝑖+1. …… (2) 

𝑁𝑖,𝑗(𝑥) =
𝑥 − 𝑡𝑖

𝑡𝑖+𝑗 − 𝑡𝑖
𝑁𝑖,𝑗−1(𝑥) +

𝑡𝑖+𝑗+1 − 𝑥

𝑡𝑖+𝑗+1 − 𝑡𝑖+1
𝑁𝑖+𝑗−1(𝑥)……… . (3) 

𝑁𝑖,𝑗(𝑥)  شيئ ايا داية ا اب )ايشئ مة   :حي   ا –  i(Bايدرجة  ماj    وا  𝛽𝑖 . شيئ ايا معاما   داية الا اب  

ومم  ع ايعاد    ا ا   ,pويت ا  jلار متعددة حدود ماوعية ما درجة اق  او  ساوي  𝑁𝑖𝑗وما ايمد ئ باي احسة ا   

𝑇 عمئ ى فا  = [𝑡1, 𝑡2, …… . , 𝑡𝑁+1]    واN≥0. 

 وك ا  ا ر :  B–   ا اىادة كتابتت بدلاية الامدار ايشئ مة   (1-2) ا  اي    ه حر ايصيغة

𝑄 = ∑ (𝑦𝑖 − 𝑚(𝑥𝑖))
2𝑁

𝑖=1=∑ (𝑦𝑖 − ∑ 𝛽𝑗
𝑛
𝑗=0 𝑁𝑖,𝑗(𝑥𝑖))

2
𝑛
𝑖=1 

 𝑄 .حي     ا  عئ  فا ىلا الافا مم  ع مئبعا  ايم اقر : 

 𝛽𝑗: شيئ ايا معاما  دوال الا اب و   ا ا    تج بايش   الا ر  : 

β = [𝛽0, 𝛽1, …… . 𝛽𝑗]
𝑇
 

 ( بايش   الا ر:2-1و   ا اىادة كتابة الالا   ه اي     بايصغية )

𝑌 = 𝑋β + 𝜀……….(4). 

 حي  ا  

𝑌 = (𝑌1, 𝑌2, …… . 𝑌𝑛)𝑇 

 

𝑥 = (𝑁1,𝑗(𝑥1),𝑁2,𝑘(𝑥2),……… .𝑁𝑛,𝑗(𝑥𝑛). )
𝑇
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𝑌اي ا    = [𝑦1, 𝑦2 ……𝑦𝑛]𝑇  شيئ ايا قيم متغيئ اي عت د )الا تمابة( ما درجة nx1   واx   شيئ ايا مص  حة 

 -و   ا كتابتفا بايش   الا ر: 𝑥𝑗) (i ايتص يم ما درجة 

𝑋 =

[
 
 
 
𝑁0,𝑗(𝑥1) 𝑁1,𝑗(𝑥1)…… . . 𝑁𝑖,𝑗(𝑥1)

𝑁0,𝑗(𝑥1) 𝑁1,𝑗(𝑥2)…… . . 𝑁𝑖,𝑗(𝑥2)

⋮
𝑁0,𝑗(𝑥𝑚)

⋮
𝑁1,𝑗(𝑥𝑚)……… .

⋮
𝑁𝑖,𝑗(𝑥𝑚)]

 
 
 

 

 مع  ب اي ص  حة لار ما ر مة كاملة . يفتا      ا ا ماد X  ث  دوال الا اب   وا   𝑁𝑖,𝐾(𝑥) ب ا ا  

 (𝑋𝑇𝑋      ى دما )𝑛 ≥ 𝑘     ا ا    ا ا  لا    اي ادر ايوميعر يل عاماB  با تيدا  ائ اة اي ئبعا  ايصغئة

(ols: حي     ا كتابتفا بايصيغة الا ية) 

β̂ = (𝑋𝑇𝑋)−1𝑋𝑇𝑦 ……………(5) 

 وك ا م    بايصيغة الا ية  mيداية لالامدار ايشئ مة     تج  ما  ال ايصيغة اىا  م م ا ما م ي  م ا

mR̂ = 𝑋𝑇(𝑋𝑇𝑋)−1𝑋𝑇𝑦 ……………(6) 

   (𝑥𝑖)اي متسمة ى د لاااا ايتص يم  m̂𝑝(𝑥). يفتا ا  قيم   mيلداية   b-spline ائ مة و س ا لاتا ىادة بت فيد ا مدار

𝑖 = 1,2,3, ……… . 𝑛: مئ موت  م  متغيئ الا تمابة وك ا م    بايصيغة الا ية      

 

𝑦̂ = (𝑋𝑇𝑋)−1𝑋𝑇𝑦 = 𝐴𝑅𝑌 …………(7) 

 اي ا   

𝑦̂𝑅 = (𝑦̂1, 𝑦̂2, …… . 𝑦̂𝑛. )𝑇…………(8). 

𝑦𝑖̂ = 𝑚̂𝑅(𝑥𝑖)……..𝑦̂𝑅 
 وا  

𝐴𝑅 = 𝑋(𝑋𝑇𝑋)−1𝑋𝑇𝑦 …………(9) 
 

 تولذذج ائ اذذة الامذذدار ايشذذئ مة  مد ذذد مسذذمت ي  اقذذ  ايعاذذد وايتذذر   b-spline.ولاتا ما  س ا ب ص  حة الامدار ايشئ مة

  ولاتا  ؤدي ايا ا   ا تع ال مادر الامدار ايشئ مة   ت ثئ با تيار م اق  لات  ايعاذذد وىذذددلاا. ا  لاذذت  ايعاذذد  ذذتم   Tىددلاا  

و عفا ىادةُ حر اي  اق  ايتر      ى دلاا الام اءا  اي  م ا  وا مة و      ا   غيئا  كميئة . لا اك ىدة ائا ذذت مذذا 

 اي   ا ا ماىفا حر  مد د ىدد وم اق  ايعاد.

  Spline Smoothing    -Penalize B[6] [43]الجزائية Spline-Bممهد انحدار شريحة 2-6  

.و  ذذذ   مذذذ  P-Splineواالذذذت ىليذذذة  سذذذ ية  1986 ذذذ ة  Eilers&marksا  لاذذذتا ايلا ذذذ  ه  قذذذد  مذذذا قمذذذ       

ىاذذد ب سذذاحا    ذذ   متسذذاو ة وي ذذا ىذذددلاا حذذر ايغايذذج   ذذ   اقذذ  مذذا ايميالاذذا . وك ذذا بي ذذا  ذذاباا حذذر   فيذذد ايشذذئ مة 

مذذا اي   ذذا معايمذذة الا  ذذاي حذذر ايت فيذذد   وايذذتي حصذذ  بسذذج ايعذذدد اي ميذذئ يلعاذذد و يذذك مذذا  ذذال ا ذذاحة حذذد 

مذذذا  ذذذال ا مذذذاد  ايشذذذئ مة ايمزا يذذذةايمذذذزاء ي عيذذذار اي ئبعذذذا  ايصذذذغئة    ومذذذا  ذذذال  يلذذذك    ذذذا    ذذذي  

 -وك ا  ا ر: ˆ𝑚اي ادر

∑[𝑦𝑖 − ∑ 𝐵𝑖

𝑛+1

𝑖=1

𝑁𝑖,𝐾(𝑥)]

2𝑛

𝑖=1

+ λ∫ {∑ 𝐵𝑖

𝑛+1

𝑖=1

𝑁𝑖,𝐾(𝑥)}

2

𝑑𝑥 ……… . (10)
𝑥𝑚𝑎𝑘

𝑥_𝑚𝑖𝑛
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مذذا ايصذذ ئ وا  ايمذذزء الاول مذذا ايمذذد   ثذذ  مم ذذ ع مئبعذذا  ايذذا معل ذذة ايت فيذذد و  ذذ   قي تفذذا اكمذذئ 𝜆  شذذيئ 

اي  فذذد مذذا  ايثذذالار مذذا ايمذذد   ثذذ  جذذزاء اييشذذ لاة  ايذذتي   ذذ   م ئو ذذا ىلذذا ايمذذزء ليذذئ وايمذذزء  ايمذذ اقر

 اي  م ر 

 ايتي  ال  اي ادرايتاير:  ˆ𝑚و   ا  عئ ف م فد  ايشئ مة ايمزا ية ايمصي ة ما  ال ا ماد مادر 

1

𝑛
∑𝑝 [𝑦𝑖 − ∑ 𝐵𝑖

𝑛+1

𝑖=1

𝑁𝑖,𝐾(𝑥)]

2𝑛

𝑖=1

+ λ∫ {∑ 𝐵𝑖

𝑛+1

𝑖=1

𝑁𝑖,𝐾(𝑥)}

2

𝑑𝑥
𝑥𝑚𝑎𝑘

𝑥_𝑚𝑖𝑛

 

بالإ ذذاحة ايذذا الافذذا م ذذئوبة  p(  وي ذذا مذذ  وجذذ د ايدايذذة 2-13لااحذذا ا  لاذذت  ايصذذيغة   ذذ   مشذذابفة يلصذذيغة )

  ثذذ  معل ذذة ايت فيذذد و  ذذ   قي تفذذا اكمذذئ مذذا ايصذذ ئ . و   ذذا ا  لامصذذ   λب الذذ ة حمذذم ايعي ذذة . وك ذذا لاعلذذم ا  

 ما  ال اي عادية الا ية وايتر  ولت ىليفا معادية لا بئ:  pىلا قي ة 

𝑝𝑐(𝑥) {
𝑥2               𝐼𝐹|𝑋| ≤ 𝐶

2𝑐|𝑥| − 𝑐2         𝐼𝐹|𝑋| > 𝐶             
 

   ث  ىام  قياب و   ا ا مادلاا وحت ايصيغة الا ية :Cحي  ا  

𝐶 = 10−1√𝑣𝑎𝑟(𝑥) 

 

𝑦. وبالاىت ذذذاد ىلذذذا مصذذذ  حة ايتصذذذ يم حيذذذ  ا   = [𝑦1, 𝑦2, ……… . . 𝑦𝑛 ]𝑇  شذذذيئ ايذذذا متمذذذت قذذذيم اي تغيذذذئ 

 . و   ا كتابتفا بايصيغة الا ية :ixj) ( شيئ ايا مص  حة  Xالا تمابة   وا  

𝑋 =

[
 
 
 
𝑁0,𝑗(𝑥1) 𝑁1,𝑗(𝑥1)…… . . 𝑁𝑖,𝑗(𝑥1)

𝑁0,𝑗(𝑥1) 𝑁1,𝑗(𝑥2)…… . . 𝑁𝑖,𝑗(𝑥2)

⋮
𝑁0,𝑗(𝑥𝑚)

⋮
𝑁1,𝑗(𝑥𝑚)……… .

⋮
𝑁𝑖,𝑗(𝑥𝑚)]

 
 
 

 

 

وما  ال لات  اي ص  حة اىا  ومص  حة اياوئ ة    ا ايا ل الات يية لا ايك اي معاما    ة معاما  ايشئ مة 

 و   ا كتابة اي ص  حة اياوئ ة بايش   الا ية : .ايمزا ية

𝐷 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(0𝑝+1, 1𝑘) 

 وىليت حا  مادر داية ايفدف    ا حسابت با تع ال ايمسابا  اي ماائة وكالا ر :

𝛽𝑙𝑠ˆ = (XT𝑋 + λD)−1XT ……… . (2 − 14) 

ايا مادرا  اي ئبعا  ايصغئة يدوال ا اب اياو . وىلية حا   اد ئ اي تمت اي ااب     ا ايمص ل ىليت   ˆ𝛽 شيئ  

 با تع ال ائا   الامدار اي ئبعا  ايصغئة ايمزا ية  يتا    ا كتابة ايصيغة ايياصة ي ادر اي تمت ك ا    ر : 

𝑚̂𝑙𝑠 = 𝑋(XT𝑋 + λD)−1XT𝑌……….(11) 

 حر ايصيغة اىا   م ا تع ال معيار ايعم ر ايشئىر اي ع م ك ا حر ايصيغة الا ية : λويغئا حساة معل ة ايمزاء

𝐺𝐶𝑉(λ) = ∑(
𝑦𝑖 − 𝑚𝑖̂

𝑛 − 𝑡𝑟(𝐻)
)

𝑛

𝑖=1
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𝐻  حي  ا  : = 𝑋(𝑋𝑇𝑋)−1𝑋𝑇    
 

ri ايمذذ اقر مذذا مم  ىذذة يذذد  ا ى ذذدما   ذذ   = yi − m(𝑥𝑖 − 𝛽)  ذذا    ايمزا يذذةمذذا الامذذدار ايشذذئ مة     

   ويف مادر معيار ايمصالاة ي ر  تم  اد ئ الالامئاف اي عياري يتلك ايم اقر وك ا  لر :

∑𝜓𝑐 (
𝑦𝑖 − 𝑚(xi,𝛽)

𝜎𝜀̂
)

𝑛

𝑖=1

 

𝑝(|𝑟 − 𝑟0.5| < 𝜔) =
1

2
 

ω ممذذدودة ىي ذذة   ز ذذ  لااوذذة قي ذذة   ثذذ 𝑟0.5   ثذذ  و ذذيه اي مت ذذ    ا ذذاحة ايذذا  يذذك حذذا  ω  ذذا ا   ذذتم   

 ا تع ايفا قر حساة الالامئاف اي ولت يل  يه . و   ا كتابتت بايصيغة الا ية :

𝑀𝐴𝐷 = 𝑀𝑒𝑑𝑖𝑎𝑛(|𝑟1 − 𝑀1|, … , |𝑟𝑛 − 𝑀𝑛|) 

n (|𝑟1وي ذذا يلعي ذذة اي  ذذيه لاذذ  𝑀𝐴𝐷 وأ  اي ا  ذذة  يلمذذ اقر الاىتيذذادي ايعي ذذة و ذذيه   ثذذ  𝑀𝑛أ  إ  −

𝑀1|, … , |𝑟𝑛 − 𝑀𝑛|)  ذذتم ايمذذ قر أ  احتذذئاا وىلذذا 0.5ة  اذذار مذذا ولاذذ  اي مذذدودة ايعي ذذة   ز ذذ  لااوذذة مذذ  

 با ذذتيدا  𝜎𝜀̂اي عيذذاري الالامذذئاف  اذذد ئ  ذذتم لا ألاذذت ماحسذذة مذذ  ايوميعذذر  ايت ز ذذ  مذذا ىشذذ ا ر بشذذ   ا تيارلاذذا

ايت ز ذذ     ثذذ  ممذذزاءا  𝑧0.75𝜎𝜀̂(0.75 ا ذذتيدا   اذذد ئا   ذذتم  يذذك ىذذا بذذدلال  وي ذذا يل  ذذيه اي ولذذت فاالالامذذئ

 .(ايوميعر ايايا ر

 ⦌4⦋ ⦌1⦋ ⦌16⦋((B (             )Spline-Bالشرائح من النوع ) 3-3

. ياد  م ايت ص  اييفا ما قم  xحر متغيئ    k( ىلا الافا داية متعددة ايمدود ما ايدرجة  B-spline   ا  عئ ف ائا   )   

حر مول  ايائ  ايتا   ىشئ   و  ط اىادة صيالتفا ما قم  ا ماي  عا ة ولار   ث  ا تصار ل    لاي  لاي ي با شي س ر

Basis-spline       ا  لاتا اي  ع  ما ايشئا        متعدد ايمدود  ئبه حر ما بي فا لاااا ربه  س ا ايعاد   و مج ا .

لات  ايعاد اق  ما حمم ايعي ة  و مج ا       ىدد صمي    وا  م ف   ايشئ مة لا  م م ا متعدد ايمدود مست ئ  ستيد   

يفتا  ا   ايتم م.  ولاااا  الا اب  داية  بيا  ايعاقة  ىلا  ايشئ مة  عت د  لات   م م ا  وا   ر ا ية.  ي ش لة  ايم   يتائ ج 

𝑝(𝑥)اي  م ا داية  عئف ة داية الا اب و   ا كتابتفا بايش   الا ر   = ∑ 𝐵𝑖
𝑛+1
𝑖=1 𝑁𝑖,𝐾(𝑥)   حي   شيئ𝐵𝑖  ايا لاااا

.  ت ث   اصية n=k-1  ث  درجة الا اب يداية متعددة ايمدود حي  ا     𝐾  ث  داية الا اب   𝑁𝑖,𝐾(𝑥)ايتم م ايتم م  

 حر ألات  مج أ   ا  باي ام  دا   ايفي   اي مدة يذ  مد د اي  ل  .  B-splineم م ا 

 ⦌Spline-B     (Spline Curve Components-B )⦌6⦌⦋8⦌⦋10⦌⦋11⦌⦋12حساب منحنيات

(.  مذذج ا   تذذ حئ يذذد  ا  لسذذلة مذذا ايعاذذد    لسذذلة مذذا لااذذاا ايذذتم م . (B-Splineي ذذر لامصذذ  ىلذذا م م ذذا    

وي ذذر  ذذتم  مايذذت اذذئا الا ذذت ئار ة لابذذد مذذا   صذذي  ماذذاا  م م ذذا  بميذذ  كذذ  لااوذذة  م ذذم  ت احذذت مذذ  معامذذ   

(B-Spline.) 

    لز  وج د ثاثة أاياء  B-splineما أج  حساة م م يا  

 متمت ايعاد. ❖

 داية الا اب. ❖

 لاااا ايتم م.  ❖

 

. وبايتاير اي  م ا اي ا ج لا   B-splineب مئد  مد د متمت ايعادة ودوال اي اب ولاااا ايتم م      ا ااتااي م م ا 

 اي  م ا ايتائ مر يم  مش لة  اد ئ داية الالامدار .  

 بايش   ايتر :  b-splineو   ا كتابة داية م م ا 

𝑔(𝑥) = ∑ 𝐵𝑖

𝑛+1

𝑖=1

𝑁𝑖,𝐾(𝑥)……………𝑡𝑖 ≤ 𝑥 ≤ 𝑡𝑖+1. …… (12) 
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 (Knot Vectorsالعقد   ) تجهم ❖

ا جدلا لإلاشاء  م م ر    ا مف ل .وا  ا تيار لاتا اي تمت  مدد وحت درجة متعدد ايمدود  B-spline عد ا تيار متمت ايعادة أمئل

 وحمم اي تئا   بالإ احة ايا  يك ا  لاع مت اي  م ا  مدد  معا لا تيار متمت ايعاد. 

 .هناك ثلاثة أنواع مختلفة من متجهات العقد المستخدمة

 م تسم:      ايعاد  متماىدة بش   متساوٍ. 

   وقيم ايعاد ايدا لية       متماىدة بش     b-splineاي  تسم اي  ت ا:       ىدد قيم ايعاد مساوي ايا درجة م م ا 

 متساو ة. 

 ليئ اي  تسم:  و     ىدد قيم ايعاد متماىدة بش   ليئ متساوي. 

. .حي  متمت ايعادة اي ستيد  B-splineحر لات  ايئ اية  م ا تيدا  متمفا  ايعادة اي  ت حة اي  تس ة يمساة م م يا  

" لا  ىدد اي ااا ايدا لية حر متمت ايعادة. ى دما لا      لا اك  m" لا  درجة  الا اب و "k(   حي  "k + m ساوي )

 . Bezierلا  م م ا  B-splineلاااا ىادة دا لية        م م ا  

 

 (Functions Basisالاساس               )دالة  ❖

 حي     ا حساة وحت ايصيغة الا ية : b-Splineبعد ا   م  مد د متمت ايعاد .      ا بعد  يك حساة داية ا اب 

𝑁𝑖,0 = {
 1                                    𝑡𝑖 ≤ 𝑥 ≤ 𝑡𝑖+1

0                                       𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟 𝑤𝑖𝑠𝑒
 

 

 ما ايدرجة واحد      ا حساة اي درجة يفت  ايداية وحت لات  ايصيغة .   B-Splineبعد ا   م حساة ال 

𝑁𝑖,𝐾(𝑥) =
𝑥 − 𝑡𝑖

𝑡𝑖+𝐾−1 − 𝑡𝑖
𝑁𝑖,𝐾−1(𝑥) +

𝑡𝑖+𝐾 − 𝑥

𝑡𝑖+𝐾 − 𝑡𝑖+1
𝑁𝑖+1,𝐾−1(𝑥) 

 

 لار ايع اصئ ي تمت ايعاد اي مدد مسماا .  𝑡𝑖ايا درجة الا اب   وقيم  kحي   شيئ 

 Control Points ). )نقاط التحكم ❖

اج  ايمص ل ىلا  اد ئ  ائ مر  دقيت ايا اي  م ا اي ول ة.      ا    ت ث  اييو ة الا يئة حر  مد د لاااا ايتم م  ما

 ( ايتايية : Greville Abcissaحساة لاااا ايتم م وحت صيغة ) 

𝑥𝑖 = 1

𝑛
(𝑡𝑖 + 𝑡𝑖+1 + ⋯+ 𝑡𝑖+𝑛1

)……… . 𝑖 = 0,1, … .𝑚 − 𝑘 ……(13)  

 

 متمت ايعاد. ايا ايعدد اي لر يلعاد  حر m( و k-1ايا درجة الا اب او ) n شيئ 

 ⦌estimate)–( M  ⦌17ائ اة-4

 عتمذذئ لاذذت  ايوئ اذذة واحذذدة مذذا الاكثذذئ ايوئا ذذت ا ذذتيداما و يذذك بسذذج ك ذذاءة اي اذذدرا  اي ستمصذذ  ىليفذذا مذذ     

ا  لاذذت  ايوئ اذذة احذذدة ايوئا ذذت ايمصذذي ة ي جذذ د اياذذيم ايشذذ ا  )اي ل ثذذة( حذذر متغيذذئ  ائ اذذة اي ئبعذذا  ايصذذغئة .

 شذذيئ  Mالا ذذتمابة )اي تغيذذئ اي عت ذذد(   ت يذذز لاذذت  ايوئ اذذة بالافذذا امتذذداد ي اذذدرا  الام ذذا  الاىسذذم   وا  ايمذذئف 

    ا كتابتت كالا ر : Mايا الام ا  الاىسم . وا  مادر 

 ⦌Spline-(Regression B ⦌17لتقدير )  estimate-Mخوارزمية  4-1

 و تليد لات  ايوئ اة باييو ا  الا ية : 

و   ذذا اىت ذذاد  اذذد ئ الامذذدار ايشذذئ مة  بالإ ذذاحة ايذذا  مد ذذد قي ذذة ايت ذذئارا    𝑚𝑖̂  ذذتم  مد ذذد قي ذذة اوييذذة يلدايذذة -1

 ما  ال اي عادية 

𝑚̂ = 𝑥(𝑋𝑇𝑋)−1𝑋𝑇𝑦 …… . (11). 

 ( ما  ال ايصيغة الا ية  residualsا ماد ايم اقر ) 2-

𝑟𝑖 = 𝑦𝑖 − 𝑚̂𝑖 ………(12). 

 وحسج ايصيغة الا ية  𝜎𝜀̂ اد ئ الالامئاف اي عياري  3-
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𝑀𝐴𝐷𝑁 =
𝑀𝐴𝐷

𝑍0.75
= 1.4836𝑀𝐴𝐷 ……(13) 

    ا ا مادة ما  ال ايصيغة الا ية   MADحي  ا  

𝑀𝐴𝐷 = 𝑚𝑒𝑑𝑖𝑎𝑛|𝑟𝑖 − 𝑚𝑒𝑑𝑖𝑎𝑛(𝑟𝑖)| 
 

 ما اي عادية الا ية  sحساة قي ة  4-

𝑠 =
𝑦𝑖−𝑚̂𝑖

𝜎𝜀̂
……………(14) 

 حسج ايصيغة الا ية  (pseudo dataا ماد ايايم ايزا  ة ) 5-

𝑧 = 𝑚̂𝑖 +
𝛹𝑐(𝑠)

2
……(15) 

𝛹𝑐(𝑠) حي  ا   = 𝑚𝑎𝑥[−𝑐,min (𝑐, 𝑠)]   c=1.345 

 بالاىت اد ىلا ايايم ايزا  ة وكالا ر : 𝑚̂حساة  اد ئ جد د يلداية  6-

𝑚𝑝̂ = x(xTX)−1𝑋𝑇𝑍…….(16). 

𝑚𝑝̂  جع   7- = 𝑚̂ ( ولات قف حتا لامص  ىلا  اارة حر ايتاد ئ 6(ايا )2  ولاا   بت ئار اييو ا  ما اييو ة ) 

 

 ⦌Spline-(Penajized B ⦌17لتقدير )  estimate-Mخوارزمية  4-2

  تليد لات  ايوئ اة باييو ا  الا ية :

بالإ ذذاحة ايذذا  مد ذذد قي ذذة ايت ذذئار ا  و   ذذا اىت ذذاد  اذذد ئ ايشذذئ مة ايمزا يذذة مذذا  𝑚𝑖̂ ذذتم  مد ذذد قي ذذة اوييذذة يلدايذذة  -1

  ال اي عادية 

𝑚̂ = 𝑥(𝑋𝑇𝑋 + (𝐷ג
−1

𝑋𝑇𝑦…………(17). 

 ( ما  ال ايصيغة الا ية  residualsا ماد ايم اقر ) 2-

𝑟𝑖 = 𝑦𝑖 − 𝑔̂𝑖…………(1`8) 

 وحسج ايصيغة الا ية  𝜎𝜀̂ اد ئ الالامئاف اي عياري  3-

𝑀𝐴𝐷𝑁 =
𝑀𝐴𝐷

𝑍0.75
= 1.4836𝑀𝐴𝐷 …………(19) 

    ا ا مادة ما  ال ايصيغة الا ية   MADحي  ا  

𝑀𝐴𝐷 = 𝑚𝑒𝑑𝑖𝑎𝑛|𝑟𝑖 − 𝑚𝑒𝑑𝑖𝑎𝑛(𝑟𝑖)| 
 ما اي عادية الا ية Sحساة قي ة  4-

𝑠 = 𝑦𝑖−𝑚̂𝑖
𝜎𝜀̂

…………(20) 

 حسج ايصيغة الا ية  (pseudo dataا ماد ايايم ايزا  ة ) 5-

𝑧 = 𝑚̂𝑖 +
𝛹𝑐(𝑠)

2
…………(21) 

𝛹𝑐(𝑠) حي  ا  = 𝑚𝑎𝑥[−𝑐,min (𝑐, 𝑠)]   c=1.345 

 بالاىت اد ىلا ايايم ايزا  ة وكالا ر : 𝑚̂حساة  اد ئ جد د يلداية  6-

𝑚𝑝̂ = 𝑥(𝑋𝑇𝑋 + (𝐷ג
−1

𝑋𝑇𝑦…………(22) 

𝑚𝑝̂  جع   7- = 𝑚̂ ( ولات قف حتا لامص  ىلا  اارة حر ايتاد ئ6(ايا )2  ولاا   بت ئار اييو ا  ما اييو ة ) 
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 ⦌8⦋الجانب التجريبي-5

 

ايئ ا ية      يل ش ا   ايمل ل  ا ماد  ايع لر حي     ا ما  ايفا  يل اق   ى لية  اليد  الافا  ىلا  اي ماكاة     ا  عئ ف 

لاتيمة   الا ل ة كثيئا  ا تع ال لاتا  . وقد  م  ىليت  اي عا  ة  ثم  وميت  يل    ه الاصلر وما  الا   ه مشابت  ب اء  حي   تم 

يتو  ئ   اي يتل ة  الاحصاء  ممالا   حر  ا تع ايفا  ايا  يك  م  بالإ احة  الاي تئولاية  ايما ما   ممال  حر  ايماص   يلتاد  

 ودرا ة ايعد د ما ايوئا ت الاحصا ية اي يتل ة.

 

 :المحاكاة  تجارب في الدوال التي تم استعمالها

 

 -حر لاتا ايمم   م ا تع ال ثاث دول يت ثي  اي    ه الاصلر ولار كا ر:     

                                                                      ⦌ 2⦋داية لا وية  1-

𝒇(𝒙) = 𝒙 + 𝟐𝒆𝒙𝒑(−𝟏𝟔𝒙𝟐) 

                                                                         ⦌15⦋داية ما ايدرجة ايثالاية  -2

𝒇(𝒙) = 𝟖(𝒙 − 𝟎. 𝟓)𝟐 

                                    ⦌11⦋داية ما ايدرجة لا وية -3

𝒇 (𝒙) =  𝒔𝒊𝒏(𝟐𝒙) + 2 exp(−2𝑥2) 

 

يلعي ا  )  ايميالاا  ب سج  𝒏𝟏=50, 𝒏𝟐=100, 𝒏𝟑=150 م    يت  مارة اي ماكاة با تع ال ثاث حم    ( ك ا  م  ل    

(10% ,16% , 20% ) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 و الثـــــلاثــــون   الثانيمجلة كلية التراث الجامعة                                           العدد 
 

 

 
 

 
147 

 -B( ولجميع حجوم العينات ومستويات التلويث لمقارنة طريقة MAE( يبين المعدل لقيم معيار المقارنة )1جدول )

Spline  (في انحدار الشريحة𝑩𝑹𝑺Sو )Spline B- (لانحدار الشريحة الجزائية𝑩𝑷𝑺S بالنسبة لطريق التحصين )M  

 الاولللأنموذج 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Sample si𝘻e 

 حجوم العينات 

طرائق  

 التقدير  

 مستويات التلويث  الثلاث 

10% 16% 20% 

𝒏𝟏=50 

𝑩𝑹𝑺S 0.859185845375766 0.842545086970516 

0.835102747705256 

𝑩𝑷𝑺S 0.302688952249448 0.286476156221006 0.284871454859448 

𝒏𝟐=100 

𝑩𝑹𝑺S 0.772527284688903 0.753273310455836 0.74269244720281 

𝑩𝑷𝑺S 0.435502461638852 0.419882054805362 0.411384431676352 

𝒏𝟑=150 

𝑩𝑹𝑺S 0.727996290706994 0.711515683255502 0.698247512499867 

𝑩𝑷𝑺S 

0.425407711125869 0.413096579712921 0.403354036795963 
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 -B( ولجميع حجوم العينات ومستويات التلويث لمقارنة طريقة MAE( يبين المعدل لقيم معيار المقارنة )2جدول )

Spline  (في انحدار الشريحة𝑩𝑹𝑺Sو )Spline B- (لانحدار الشريحة الجزائية𝑩𝑷𝑺S بالنسبة لطريق التحصين )M  

 الثاني  للأنموذج

 

 

 

 

 

 

 

 

Sample si𝘻e  حجوم

 العينات 

طرائق  

 التقدير  

 مستويات التلويث  الثلاث 

10% 16% 20% 

𝐧𝟏=50 

𝐁𝐑𝐒S 0.847681517356411 0.838768348466307 

0.827979888429032 

𝐁𝐏𝐒S 0.30786908446748 0.302487960805792 

0.292180517516567 

𝐧𝟐=100 

𝐁𝐑𝐒S 0.772287325507211 0.753340502016683 0.749001249649594 

𝐁𝐏𝐒S 0.438801672757033 0.423901115070321 0.418244068041991 

𝐧𝟑=150 

𝐁𝐑𝐒S 0.734709607268037 0.714465369664029 0.700686147483468 

𝐁𝐏𝐒S 0.431209327832542 

0.416545504131353 

0.406585459190554 
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 -B( ولجميع حجوم العينات ومستويات التلويث لمقارنة طريقة MAE( يبين المعدل لقيم معيار المقارنة )3جدول )

Spline  (في انحدار الشريحة𝑩𝑹𝑺Sو )Spline B- (لانحدار الشريحة الجزائية𝑩𝑷𝑺S بالنسبة لطريق التحصين )M  

 الثالث للأنموذج 

 

( كالاذذذذذط M-estimate( با ذذذذذتع ال ائ اذذذذذة ايتمصذذذذذيا )PenalizeB-Spline   ذذذذذا ماحسذذذذذة ا  ائ اذذذذذة )  

( MAEالاح ذذ  حذذر ايتاذذد ئ حيذذ   ذذملط اقذذ  قي ذذة باي سذذمة ي عيذذار اي اارلاذذة معذذدل ي ت  ذذه اييوذذ  اي ولذذت )

 ويم ي  لا ا ه اي ماكاة ومست  ا  ايتل    ايتر  م ا تع ايفا حر لاتا ايمالاج 

 

Sample si𝘻e حجوم  

 العينات 

طرائق  

 التقدير  

 مستويات التلويث  الثلاث 

10% 16% 20% 

𝒏𝟏=50 

𝑩𝑹𝑺S 0.812047015154894 0.796206007522084 

0.787338057892965 

𝑩𝑷𝑺S 0.262490067482313 0.262490067482313 0.261431471718643 

𝒏𝟐=100 

𝑩𝑹𝑺S 0.725153321004964 0.71750701070267 0.700778786567903 

𝑩𝑷𝑺S 0.41999711574937 0.408460815726807 0.398964222494532 

𝒏𝟑=150 
𝑩𝑹𝑺S 0.692936465560763 0.674811390196406 0.654913853427359 

𝑩𝑷𝑺S 0.418391290031671 0.404660524319443 0.392136163354314 
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(عند حجم العينة  𝐁𝐩𝐒S () 𝐁𝐑𝐒Sيبين القيم الحقيقية والقيم التقديرية لمقدرات النموذج الاول ) (  1شكل رقم )

n=150 

 

(عند حجم العينة  𝐁𝐩𝐒S() 𝐁𝐑𝐒S)  الثاني  يبين القيم الحقيقية والقيم التقديرية لمقدرات النموذج (  2شكل رقم )

n=150 
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 الاستنتاجات  

 -   ا ىئا الام الا ت تاجا  ايتر  م ايت ص  اييفا ايماح  حر ايمالاج ايتمئ مر ولار ك ا  لر :

 

 ما  ال لاتا ج اي ماكاة    ا ماحسة اياي ة اي عيار ة يل  ا ه ايثاثة حي  الافا بدأ   ا  ى د ازد اد لاسج ايتل   .  -1

ايثاثة   ميا -2 يل  ا ه  اي تا ج  ما  ال  ايمزا  ي حا  ايشئ مة  كالاط   فيد  الاح    ايت فيد  ايعي ا    ا  ائ اة  يمم    ية 

 . ايثاثة ويم ي  مست  ا  ايتل   

لات  -3 ايمص ل ىلا  ايا  ادة  يك  ايعي ة   كل ا زاد حمم  الات  اي ماكاة    ا ماحسة  لاتا ج  ي عيار ج   ما  ال  باي سمة  اق  

 (. (MAEاي اارلاة 
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