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O R I G I N A L S T U D Y

Study of ∼-Topological Space by ∼-Binary
Relation in Cluster System

Mustafa Hasan Hadi *, Luay Abd Al haine Al swidi

D e p a r t m e n t o f M a t h e m a t i c s , C o l l e g e o f E d u c a t i o n f o r P u r e S c i e n c e s , U n i v e r s i t y o f B a b y l o n , I r a q

ABSTRACT

I n t h i s p a p e r , w e i n t r o d u c e d a n e w t y p e o f o p e r a t o r s , w h i c h w e c a l l e d ∼- o p e r a t o r b y c l u s t e r s y s t e m , a n d s t u d i e d

i t s p r o p e r t i e s w i t h o u t c o n d i t i o n s a n d w i t h c e r t a i n c o n d i t i o n s . T h r o u g h o u r s t u d y o f t h i s o p e r a t o r , w e d e f i n e d a n e w

t o p o l o g y , w h i c h w e c a l l e d ∼- t o p o l o g i c a l s p a c e , s i n c e i t d o e s n o t , i n g e n e r a l , c o n s t i t u t e a r e g u l a r t o p o l o g i c a l s p a c e .

W e a l s o p r e s e n t e d ∼- i n t e r i o r p o i n t s , ∼- c l o s u r e , ∼- e x t e r i o r p o i n t s a n d r e v i e w e d s o m e t h e o r i e s a n d e x a m p l e s a b o u t t h i s

c o n c e p t .

Keywords: ∼- o p e r a t o r , Ԑ - o p e r a t o r , Ԥ - n e t w o r k , I - p r o p e r t y , - ג a d d i t i v e p r o p e r t y

1. Introduction

O p e r a t o r s p l a y a n i m p o r t a n t r o l e i n b u i l d i n g n e w

t o p o l o g i e s t h a t a r e m o r e g e n e r a l t h a n t h e t o p o l o g i e s

k n o w n o n g e n e r a l t o p o l o g i e s , a s t h e s e o p e r a t o r s a r e

b u i l t b a s e d o n s p e c i f i c b i n a r y r e l a t i o n s h i p s . T h e r e -

f o r e , m a n y s c i e n t i s t s h a v e r e s o r t e d t o s t u d y i n g o p e r a -

t o r s a n d c o m p a r i n g t h e m w i t h t h e u s u a l o p e r a t o r s , a s

w e l l a s s t u d y i n g t h e i r p r o p e r t i e s a n d c o m p a r i n g t h e m

w i t h t h e u s u a l p r o p e r t i e s . S o m e r e s e a r c h e r s h a v e p r o -

v i d e d t h e n e c e s s a r y c o n d i t i o n s s o t h a t t h e y c a n o b t a i n

e q u i v a l e n c e b e t w e e n t h e s e p r o p e r t i e s .

I n 1 9 6 6 , K . K u r a t o w s k i [ 1 ] p r o v i d e a s p e c i a l k i n d o f

o p e r a t o r u s i n g i d e a l s p a c e s a n d i n 1 9 4 7 G . C h o p u e t

[ 2 ] d e f i n e d o p e r a t o r b y g r i l l s p a c e s . I r i n a Z v i n a [ 3 ]

i n 2 0 0 6 a n e w t y p e o f o p e r a t o r s i s c a l l e d 4 a n d ≈ i t

i s c o n s i d e r e d a s p e c i a l t y p e o f i d e a l s p a c e . Y i e z i . K

a n d L u a y . A [ 4 ] i n 2 0 2 0 u s e t h e s e i d e a s t o b u i l d f o c a l

f u n c t i o n a n d A l i . K a n d L u a y . A [ 5 ] 2 0 2 3 t h e y b u i l t a

i - s u b s p a c e u s i n g i t . M a r i e , S a a d S . a n d K h a l a f , H a t a m

[ 6 ] u s e I d e a f u z z y s p a c e s t o d e f i n e a n e w t y p e o f

f u z z y s o c l e T - A B S O s u b m o d u l e s . A l s o , S h a r q i , M o a t a z

S a j i d a n d k h a l i l , S h u k e r [ 7 ] a p p l i e d I d e a s o f t t o b u i l d

s o f t p e r m u t a t i o n c o m m u t a t i v e Q - a l g e b r a s a n d t h e i r

a p p l i c a t i o n s .

I n 1 9 8 4 , M i l a n . M [ 8 , 9 ] i n t r o d u c e d a n e w c o n -

c e p t f o r c l a s s i f y i n g s e t s i n t o p o l o g i c a l s p a c e s , w h i c h

h e c a l l e d c l u s t e r s y s t e m , w h i c h i s a n o n - e m p t y s y s -

t e m d e f i n e d i n t h e f o r m Ԑ ⊆ 2ꞩ – {∅}, w h e r e 2ꞩ i s t h e
p o w e r s e t . T h r o u g h i t , h e d e f i n e d a n o p e r a t o r o n

t h e s e t Ⱨ , w h i c h h e c a l l e d Ԑ - o p e r a t o r a n d d e f i n e d

b y Ԑ (Ⱨ ) = {ꞩ ∈ Ꞩ : ∀Ɽ ∈ ₮ (ꞩ ) ∃ Ģ ∈ Ԑ 3 Ģ ⊆ Ɽ ∩ Ⱨ },

s t u d i e d s o m e o f i t s p r o p e r t i e s . I n 2 0 1 5 R . T h a n g a -

m a r i a p p a n a n d V . R e n u k a d e v i [ 1 0 , 1 2 , 1 3 ] t h e y

p r e s e n t e d a n i d e a Ԥ - n e t w o r k i n Ꞩ a n d d e f i n e d b y

a c l u s t e r s y s t e m Ԑ i s a Ԥ - n e t w o r k i n Ꞩ i f f Ԑ (Ꞩ ) =
Ꞩ . A c l u s t e r s y s t e m Ԑ i s s a t i s f y t h e D - p r o p e r t y i f f

∀ Ģ ∈ Ԑ a n d Ⱨ , Ⱪ ⊆ Ꞩ s u c h t h a t Ģ ⊆ Ⱨ ∪ Ⱪ t h e n

t h e r e e x i s t s Ģ 1 , Ģ 2 ∈ Ԑ 3 Ģ 1 ⊆ Ⱨ o r Ģ 2 ⊆ Ⱪ . L e t Ꞡ

b e a n y a n o n e m p t y c o l l e c t i o n o f s u b s e t s o f Ꞩ i s s a t -

i s f y : I ) T h e s t a c k - p r o p e r t y i f f ∀ Ⱨ ∈ Ꞡ s u c h t h a t

Ⱨ ⊆ Ⱪ , t h e n Ⱪ ∈ Ꞡ . I I ) T h e I - p r o p e r t y i f f ∀ Ⱨ , Ⱪ ∈ Ꞡ

t h e n Ⱨ ∩ Ⱪ ∈ Ꞡ [ 1 0 ] . I I I ) T h e a d d i t i v e - p r o p e r t y i f f

∀ Ⱨ , Ⱪ ∈ Ꞡ t h e n Ⱨ ∪ Ⱪ ∈ Ꞡ . I V ) T h e - ג a d d i t i v e p r o p -

e r t y i f f f o r a n y i n d e x f, Ⱨ ∋ ג Ꞡ ∋ ג∀, f s u c h t h a t

fⱧ∋ ג∪ ∋ ג Ꞡ .

R e c e i v e d 1 8 J u n e 2 0 2 5 ; r e v i s e d 7 A u g u s t 2 0 2 5 ; a c c e p t e d 9 A u g u s t 2 0 2 5 .

A v a i l a b l e o n l i n e 1 7 O c t o b e r 2 0 2 5

* C o r r e s p o n d i n g a u t h o r .

E - m a i l a d d r e s s e s : p u r e . m u s t a f a . h a s s a n @ u o b a b y l o n . e d u . i q ( M . H . H a d i ) , l . h . j a b a r 6 4 @ g m a i l . c o m ( L . A . A . h a i n e A l s w i d i ) .

h t t p s : / / d o i . o r g / 1 0 . 5 2 8 6 6 / 2 7 8 8 - 7 4 2 1 . 1 3 2 5

2 7 8 8 - 7 4 2 1 / © 2 0 2 5 T h e A u t h o r ( s ) . T h i s i s a n o p e n - a c c e s s a r t i c l e u n d e r t h e C C B Y l i c e n s e ( h t t p s : / / c r e a t i v e c o m m o n s . o r g / l i c e n s e s / b y / 4 . 0 / ) .

https://orcid.org/0000-0002-6761-3915
https://orcid.org/0000-0001-5641-1616
mailto:pure.mustafa.hassan@uobabylon.edu.iq
mailto:l.h.jabar64@gmail.com
https://doi.org/10.52866/2788-7421.1325
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


2 I R A Q I J O U R N A L F O R C O M P U T E R S C I E N C E A N D M A T H E M A T I C S 2 0 2 5 ; 6 : 1 – 0

2. ∼–Operator and properties

I n t h i s s e c t i o n w e w i l l r e v i e w t h e p r o p e r t i e s t h a t c a n

b e a c h i e v e d i n r e l a t i o n ∼. S o m e o f t h e s e p r o p e r t i e s

a r e a c h i e v e d u n d e r c e r t a i n c o n d i t i o n s a n d o t h e r s c a n

b e a c h i e v e d w i t h o u t a n y c o n d i t i o n s .

D e f i n i t i o n 2 . 1 : L e t Ԑ b e a c l u s t e r s y s t e m o n Ꞩ a n d l e t

Ⱨ , Ⱪ ⊆ Ꞩ , t h e r e l a t i o n ∼ o n Ꞩ d e f i n e d b y : Ⱨ ∼ Ⱪ i f a n d

o n l y i f ∀ Ģ ∈ Ԑ 3 Ģ * Ⱨ – Ⱪ . N e g a t i o n o f t h e s e n t e n c e

t h e n , Ⱨ ∼ Ⱪ i f a n d o n l y i f ∃ Ģ ∈ Ԑ 3 Ģ ⊆ Ⱨ – Ⱪ .

E x a m p l e 2 . 2 : L e t Ꞩ = {ⱨ , қ , ӎ } a n d Ԑ =
{{ⱨ }, {қ }, {ӎ }, {ⱨ , қ }, {ⱨ , ӎ }, {қ , ӎ }, Ꞩ }. I f Ⱨ = {ӎ }, Ⱪ =
{қ , ӎ }, t h e n Ⱨ ∼ Ⱪ , s i n c e Ⱨ – Ⱪ = {ӎ } ∩ {ⱨ } = ∅ +
Ģ ,∀Ģ ∈ Ԑ .

I n t h i s p r o p o s i t i o n w e w i l l i n t r o d u c e p r o p e r t i e s

∼- o p e r a t o r w i t h o u t c o n d i t i o n .

P r o p o s i t i o n 2 . 3 : L e t Ԑ b e a c l u s t e r s y s t e m o n Ꞩ a n d

l e t Ⱨ , Ⱪ , Ӎ ⊆ Ꞩ , t h e n t h e f o l l o w i n g p r o p e r t i e s a r e h o l d :

A ) Ⱨ ∼ Ꞩ ,∀ Ⱨ ⊆ Ꞩ .

B ) Ⱨ ∼ Ⱨ , ∀ Ⱨ ⊆ Ꞩ .

P r o o f :

A ) B y D e f i n i t i o n 2 . 1 , Ⱨ ∼ Ꞩ i f f Ⱨ – Ꞩ = Ⱨ ∩ ∅ = ∅ +
Ģ , ∀ Ģ ∈ Ԑ .

B ) I f p o s s i b l e Ⱨ ∼ Ⱨ , t h e n ∃Ģ ∈ Ԑ 3 Ģ ⊆ Ⱨ ∩

(Ꞩ – Ⱨ ) = ∅, t h e n Ģ = ∅, w h i c h i s c o n t r a d i c t i o n . S o

Ⱨ ∼ Ⱨ .

N o w , w e w i l l r e v i e w i n t h i s p r o p o s i t i o n t h e p r o p e r t i e s

o f ∼- o p e r a t o r w i t h o u t c o n d i t i o n s .

P r o p o s i t i o n 2 . 4 : L e t Ԑ b e a c l u s t e r s y s t e m o n Ꞩ a n d

l e t Ⱨ , Ⱪ , Ӎ , Ⱬ ⊆ Ꞩ , t h e n t h e f o l l o w i n g p r o p e r t i e s a r e

h o l d :

1 ) I f Ⱨ ⊆ Ӎ a n d Ⱨ ∼ Ⱪ , t h e n Ӎ ∼ Ⱪ .

2 ) I f Ⱬ ⊆ Ⱪ a n d Ⱨ ∼ Ⱪ , t h e n Ⱨ ∼ Ⱬ .

3 ) I f Ⱨ ∽ ג Ⱪ , f o r a n y ∋ ג f, w h e r e f b e a n y i n d e x ,

t h e n fⱧ∋ ג∪ ∽ ג Ⱪ . ( W h e r e Ԑ i s f- c l u s t e r s y s t e m ) .
4 ) I f Ⱨ ∼ Ⱪ , ג f o r a n y ∋ ג f, w h e r e f b e a n y i n d e x ,

t h e n Ⱨ ∼ f∋ ג∩ Ⱪ . ג ( W h e r e Ԑ i s f- c l u s t e r s y s t e m ) .
5 ) I f Ⱨ ∽ ג Ⱪ

ɍ
, f o r a n y , ג ɍ ∈ f, w h e r e f b e a n y i n d e x ,

t h e n fⱧ∋ ג∪ ∽ ג ∩ɍ ∈f Ⱪ ɍ .

6 ) I f Ⱨ – Ӎ ∼ Ⱪ ∪ Ӎ , t h e n Ⱨ ∼ Ⱪ a n d Ⱨ ∼ Ӎ .

7 ) I f Ⱨ ∼ Ⱪ a n d Ⱨ ∼ Ӎ , t h e n Ⱨ ∼ Ⱪ ∩ Ӎ .

8 ) I f Ⱨ ∼ Ӎ a n d (Ꞩ – Ӎ ) ∼ Ⱪ , t h e n Ⱨ ∪ (Ꞩ – Ⱪ ) ∼ Ӎ .

P r o o f :

1 ) S i n c e Ⱨ ⊆ Ӎ a n d Ⱨ ∼ Ⱪ , t h e n ∃Ģ ∈ Ԑ 3 Ģ ⊆

Ⱨ – Ⱪ ⊆ Ӎ – Ⱪ , w e g e t Ģ ⊆ Ӎ – Ⱪ , t h e n Ӎ ∼ Ⱪ .

2 ) S i n c e Ⱬ ⊆ Ⱪ a n d Ⱨ ∼ Ⱪ , t h e n ∃Ģ ∈ Ԑ 3 Ģ ⊆ Ⱨ – Ⱪ ⊆

Ⱨ – Ⱬ s o Ģ ⊆ Ⱨ – Ⱬ , w e g e t Ⱨ ∼ Ⱬ .

3 ) D i r e c t l y f r o m p a r t 1 .

4 ) D i r e c t l y f r o m p a r t 2 .

5 ) S i n c e Ⱨ ⊇ ג fⱧ∋ ג∪ a ג n d ∩ɍ ∈fⱩ ɍ ⊆ Ⱪ
ɍ
a n d Ⱨ ∽ ג Ⱪ

ɍ
,

t h e n ∃ Ģ ⊇ ג Ⱨ – ג Ⱪ ɍ = Ⱨ ∩ ג (Ꞩ – Ⱪ
ɍ
), f o r a n y

, ג ɍ ∈ f, s o Ģ ⊇ ג fⱧ∋ ג∪ ∩ ג (Ꞩ – ∩ɍ ∈f Ⱪ ɍ ) =
fⱧ∋ ג∪ – ג ∩ɍ ∈f Ⱪ ɍ , t h e n fⱧ∋ ג∪ ∽ ג ∩ɍ ∈f Ⱪ ɍ .

6 ) S i n c e Ⱨ ∩ (Ꞩ – Ӎ ) ∼ Ⱪ ∪ Ӎ , t h e n ∃Ģ ∈ Ԑ 3 Ģ ⊆ Ⱨ ∩

(Ꞩ – Ӎ ) ∩ (Ꞩ – (Ⱪ ∪ Ӎ )) = Ⱨ ∩ (Ꞩ – Ӎ ) ∩ (Ꞩ – Ⱪ ) ∩

(Ꞩ – Ӎ ) = Ⱨ ∩ (Ꞩ – Ӎ ) ∩ (Ꞩ – Ⱪ ) ⊆ Ⱨ ∩ (Ꞩ – Ӎ ), s o

Ģ ⊆ Ⱨ ∩ (Ꞩ – Ӎ ), t h e n Ⱨ ∼ Ӎ . A n d Ģ ⊆ Ⱨ ∩ (Ꞩ – Ⱪ ),
t h e n Ⱨ ∼ Ⱪ .

7 ) S i n c e Ⱨ ∼ Ⱪ , t h e n ∃Ģ 1 ∈ Ԑ 3 Ģ 1 ⊆ Ⱨ – Ⱪ a n d

Ⱨ ∼ Ӎ , t h e n ∃Ģ 2 ∈ Ԑ 3 Ģ 2 ⊆ Ⱨ – Ӎ , w e g e t

Ģ 1 ⊆ Ģ 1 ∪ Ģ 2 ⊆ (Ⱨ – Ⱪ ) ∪ (Ⱨ – Ӎ ) = Ⱨ – (Ⱪ ∩ Ӎ ),
t h e n Ⱨ ∼ Ⱪ ∩ Ӎ .

8 ) L e t Ⱨ ∼ Ӎ , t h e n ∃Ģ 1 ∈ Ԑ 3 Ģ 1 ⊆ Ⱨ – Ӎ a n d

(Ꞩ – Ӎ ) ∼ Ⱪ , t h e n ∃Ģ 2 ∈ Ԑ 3 Ģ 2 ⊆ (Ꞩ – Ӎ ) – Ⱪ ,
s o Ģ 1 ⊆ Ģ 1 ∪ Ģ 2 ⊆ (Ⱨ – Ӎ ) ∪ ((Ꞩ – Ӎ ) – Ⱪ ) =
Ⱨ ∪ (Ꞩ – Ⱪ ) – Ӎ , w e g e t Ⱨ ∪ (Ꞩ – Ⱪ ) ∼ Ӎ .

I n t h i s r e m a r k w e w i l l p r e s e n t e x a m p l e s o f t h e i n -

v e r s e p r o p e r t i e s o f ∼- o p e r a t o r w i t h o u t c o n d i t i o n .

R e m a r k 2 . 5 :

1 ) T h e c o n v e r s e o f ( p a r t 1 ) i s n o t n e c e s s a r y t r u e .

F o r e x a m p l e , l e t Ꞩ = {ⱨ , қ , ӎ } a n d Ԑ = {{қ }}. I f

Ⱨ = {ⱨ }, Ⱪ = {ⱨ , ӎ }, Ӎ = {ⱨ , қ }, t h e n Ⱪ ∼ Ӎ a n d

Ⱨ ⊆ Ӎ , b u t Ⱨ ∼ Ⱪ , b e c a u s e Ⱨ – Ⱪ = ∅ + {қ }.

2 ) T h e c o n v e r s e o f ( p a r t 2 ) i s n o t n e c e s s a r y t r u e . F o r

e x a m p l e , l e t Ꞩ = {ⱨ , қ , ⱬ } a n d Ԑ = {{қ }}. I f Ⱨ =
{қ }, Ⱪ = {ⱨ , қ }, Ⱬ = {ⱨ }, t h e n Ⱨ ∼ Ⱬ , a n d Ⱬ ⊆ Ⱪ ,

b u t Ⱨ ∼ Ⱪ , b e c a u s e Ⱨ – Ⱪ = ∅ + {қ }.

3 ) T h e c o n v e r s e o f ( p a r t 6 ) i s n o t n e c e s s a r y t r u e .

F o r e x a m p l e , l e t Ꞩ = {ⱨ , қ , ӎ } a n d Ԑ = {{ⱨ }, {қ }}.

I f Ⱨ = {ⱨ , қ }, Ⱪ = {ⱨ }, Ӎ = {қ }, t h e n Ⱨ ∼ Ⱪ , b e -

c a u s e {ⱨ , қ } ∩ {қ , ӎ } = {қ } a n d Ⱨ ∼ Ӎ , b e c a u s e

{ⱨ , қ } ∩ {ⱨ , ӎ } = {ⱨ }, b u t Ⱨ – Ӎ ∼ Ⱪ ∪ Ӎ , b e c a u s e

{ⱨ } ∩ {ӎ } = ∅.

4 ) T h e c o n v e r s e o f ( p a r t 7 ) i s n o t n e c e s s a r y t r u e . F o r

e x a m p l e , l e t Ꞩ = {ⱨ , қ , ӎ } a n d Ԑ = {{ⱨ }}. I f Ⱨ =
{ⱨ }, Ⱪ = {ⱨ , қ }, Ӎ = {қ }, t h e n Ⱨ ∼ Ⱪ ∩ Ӎ , b e c a u s e

{ⱨ } ∩ {ⱨ , ӎ } = {ⱨ } ⊇ {ⱨ } a n d Ⱨ ∼ Ӎ , b e c a u s e {ⱨ } ∩

{ⱨ , ӎ } = {ⱨ } ⊇ {ⱨ }, b u t Ⱨ ∼ Ⱪ , b e c a u s e {ⱨ } ∩ {ӎ } =
∅ + {ⱨ }.

5 ) T h e c o n v e r s e o f ( p a r t 8 ) i s n o t n e c e s s a r y t r u e . F o r

e x a m p l e , l e t Ꞩ = {ⱨ , қ , ӎ } a n d Ԑ = {{ⱨ }, {қ , ӎ }}.

I f Ⱨ = {ⱨ }, Ⱪ = {ⱨ , ӎ }, Ӎ = {қ , ӎ }, t h e n Ⱨ ∪

(Ꞩ – Ⱪ ) ∼ Ӎ , b e c a u s e {ⱨ , қ } ∩ {ⱨ } = {ⱨ } a n d Ⱨ ∼ Ӎ ,

b e c a u s e {ⱨ } ∩ {ⱨ } = {ⱨ }, b u t (Ꞩ – Ӎ ) ∼ Ⱪ , b e c a u s e

{ⱨ } ∩ {қ } = ∅ + {ⱨ }.

I n t h i s p r o p o s i t i o n w e w i l l i n t r o d u c e t h e p r o p e r t i e s

o f t h e ∼- o p e r a t o r u s i n g s t a c k - p r o p e r t y .

P r o p o s i t i o n 2 . 6 : L e t Ԑ b e a c l u s t e r s y s t e m o n Ꞩ w i t h

s t a c k - p r o p e r t y a n d l e t Ⱨ , Ⱪ , Ӎ , ⊆ Ꞩ , t h e n t h e f o l l o w -

i n g p r o p e r t i e s a r e h o l d :
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1 ) Ⱨ ∼ ∅ i f f Ⱨ ∈ Ԑ .

2 ) I f Ⱨ ∼ Ⱪ , ∀ Ⱪ ∈ Ꞩ , t h e n Ⱨ ∈ Ԑ .

P r o o f :

1 ) ⇒) L e t Ⱨ ∼ ∅, t h e n ∃Ģ ∈ Ԑ 3 Ⱪ ⊆ Ⱨ – ∅ = Ⱨ ∩ Ꞩ =
Ⱨ , s i n c e Ԑ w i t h s t a c k - p r o p e r t y , t h e n Ⱨ ∈ Ԑ .

⇐) L e t Ⱨ ∈ Ԑ , s i n c e Ⱨ ⊆ Ⱨ , s o Ⱨ – ∅ = Ⱨ ∩ Ꞩ = Ⱨ ∈

Ԑ , s i n c e Ԑ w i t h s t a c k - p r o p e r t y , s o Ⱨ ∼ ∅.

2 ) S i n c e Ⱨ ∼ Ⱪ , t h e n ∃Ģ ∈ Ԑ 3 Ģ ⊆ Ⱨ – Ⱪ ⊆ Ⱨ , s i n c e

Ԑ w i t h s t a c k - p r o p e r t y , t h e r e f o r Ⱨ ∈ Ԑ .

R e m a r k 2 . 7 : C o n d i t i o n t h e s t a c k - p r o p e r t y i n a b o v e

p r o p o s i t i o n i s i n d i s p e n s a b l e . F o r e x a m p l e , l e t Ꞩ =
{ⱨ , қ , ӎ } a n d Ԑ = {{ⱨ }, Ꞩ }. I f Ⱨ = {ⱨ , қ }, Ⱪ = {қ } t h e n :

1 ) Ⱨ ∼ ∅ b e c a u s e , {ⱨ , қ } ∩ Ꞩ = {ⱨ , қ } ⊇ {ⱨ }, b u t Ⱨ /∈ Ԑ .
2 ) Ⱨ ∼ Ⱪ , b e c a u s e {ⱨ , қ } ∩ {ⱨ , ӎ } = {ⱨ } ⊇ {ⱨ }, b u t Ⱨ /∈
Ԑ . ( W h e r e Ԑ d o s e n o t s a t i s f y t h e s t a c k - p r o p e r t y i n

t h i s e x a m p l e ) .

N o w , w e w i l l p r e s e n t t h e ∼- o p e r a t o r p r o p e r t i e s t h a t

c a n b e a c h i e v e d u s i n g I - p r o p e r t y .

P r o p o s i t i o n 2 . 8 : L e t Ԑ b e a c l u s t e r s y s t e m w i t h

I - p r o p e r t y a n d Ⱨ , Ⱪ , Ӎ ⊆ Ꞩ , t h e n t h e f o l l o w i n g p r o p -

e r t i e s a r e h o l d :

1 ) I f Ⱨ ∼ Ⱪ a n d Ⱨ ∼ Ӎ , t h e n Ⱨ ∼ Ⱪ ∪ Ӎ .

2 ) I f Ⱨ ∼ Ӎ a n d (Ꞩ – Ӎ ) ∼ Ⱪ , t h e n Ⱨ ∼ Ⱪ .

P r o o f :

1 ) S i n c e Ⱨ ∼ Ⱪ , t h e n ∃Ģ 1 ∈ Ԑ 3 Ģ 1 ⊆ Ⱨ – Ⱪ , a n d

Ⱨ ∼ Ӎ , t h e n ∃Ģ 2 ∈ Ԑ 3 Ģ 2 ⊆ Ⱨ – Ӎ , s i n c e Ԑ w i t h I -

p r o p e r t y , t h e n Ģ 1 ∩ Ģ 2 ⊆ (Ⱨ – Ⱪ ) ∩ (Ⱨ – Ӎ ) = Ⱨ ∩

((Ꞩ – Ⱪ ) ∩ (Ꞩ – Ӎ )) = Ⱨ ∩ (Ꞩ – (Ⱪ ∪ Ӎ )) = Ⱨ – (Ⱪ ∪

Ӎ ), s o Ⱨ ∼ Ⱪ ∪ Ӎ .

2 ) I t i s c l e a r .

R e m a r k 2 . 9 : C o n d i t i o n t h e I - p r o p e r t y i n a b o v e

p r o p o s i t i o n i s i n d i s p e n s a b l e . F o r e x a m p l e : L e t Ꞩ =
{ⱨ , қ , ӎ } a n d Ԑ = {{ⱨ , қ }, {қ , ӎ }}. I f Ⱨ = Ꞩ , Ⱪ = {ⱨ }, Ӎ =
{ӎ }, t h e n Ⱨ ∼ Ⱪ , b e c a u s e Ꞩ ∩ {қ , ӎ } = {қ , ӎ } a n d

Ⱨ ∼ Ӎ , b e c a u s e Ꞩ ∩ {ⱨ , қ } = {ⱨ , қ }, b u t Ⱨ ∼ Ⱪ ∪ Ӎ ,

b e c a u s e Ꞩ ∩ {қ } = {қ }.

T h e n e x t p r o p o s i t i o n w e w i l l s h o w t h e p r o p e r t i e s o f

∼- o p e r a t o r u s i n g D - p r o p e r t y .

P r o p o s i t i o n 2 . 1 0 : L e t Ԑ b e a c l u s t e r s y s t e m o n Ꞩ

w i t h D - p r o p e r t y a n d Ⱨ , Ⱪ , Ӎ ⊆ Ꞩ , t h e n t h e f o l l o w i n g

p r o p e r t i e s a r e h o l d :

1 ) I f Ⱨ ∼ Ⱪ , t h e n Ⱨ ∼ Ӎ a n d Ӎ ∼ Ⱪ .

2 ) I f Ⱨ ∪ Ӎ ∼ Ⱪ ∩ (Ꞩ – Ӎ ), t h e n Ⱨ ∼ Ⱪ a n d Ӎ ∼ Ⱪ .

P r o o f :

1 ) L e t Ⱨ ∼ Ⱪ , t h e n ∃Ģ ∈ Ԑ 3 Ģ ⊆ Ⱨ – Ⱪ , b u t Ⱨ ∩

(Ꞩ – Ⱪ ) = Ⱨ ∩ (Ꞩ – Ⱪ ) ∩ Ꞩ = (Ⱨ ∩ (Ꞩ – Ⱪ ) ∩ Ӎ ∪ (Ꞩ –
Ӎ )) = (Ⱨ ∩ (Ꞩ – Ⱪ ) ∩ Ӎ ) ∪ (Ⱨ ∩ (Ꞩ – Ⱪ ) ∩ (Ꞩ – Ӎ )),
t h e n Ģ ⊆ Ⱨ ∩ (Ꞩ – Ⱪ ) ∩ Ӎ ∪ (Ⱨ ∩ (Ꞩ – Ⱪ ) ∩ (Ꞩ –
Ӎ )), b y D - p r o p e r t y t h e n t h e r e e x i s t s Ģ 1 , Ģ 2 ∈ Ԑ 3

Ģ 1 ⊆ Ⱨ ∩ (Ꞩ – Ⱪ ) ∩ Ӎ ⊆ Ӎ ∩ (Ꞩ – Ⱪ ), t h e n Ӎ ∼ Ⱪ

a n d Ģ 2 ⊆ Ⱨ ∩ (Ꞩ – Ⱪ ) ∩ (Ꞩ – Ӎ ) ⊆ Ⱨ ∩ (Ꞩ – Ӎ ),
t h e n Ⱨ ∼ Ӎ .

2 ) S i n c e Ⱨ ∪ Ӎ ∼ Ⱪ ∩ (Ꞩ – Ӎ ), t h e n ∃Ģ ∈ Ԑ 3 Ģ ⊆

(Ⱨ ∪ Ӎ ) ∩ Ꞩ – (Ⱪ ∩ (Ꞩ – Ӎ )) = (Ⱨ ∪ Ӎ ) ∩ ((Ꞩ – Ⱪ )∪
Ӎ ) = (Ⱨ ∩ (Ꞩ – Ⱪ )) ∪ (Ӎ ∩ (Ꞩ – Ⱪ )) ∪ ((Ⱨ ∪

Ӎ ) ∩ Ӎ ), b y D - p r o p e r t y , t h e n ∃Ģ 1 , Ģ 2 ∈ Ԑ 3 Ģ 1 ⊆

Ⱨ ∩ (Ꞩ – Ⱪ ), s o Ⱨ ∼ Ⱪ . A n d Ģ 2 ⊆ Ӎ ∩ (Ꞩ – Ⱪ ), s o
Ӎ ∼ Ⱪ .

R e m a r k 2 . 1 1 : C o n d i t i o n t h e D - p r o p e r t y i n a b o v e

p r o p o s i t i o n i s i n d i s p e n s a b l e . F o r e x a m p l e :

1 ) L e t Ꞩ = {ⱨ , қ , ӎ } a n d Ԑ = {{ⱨ , қ }}. I f Ⱨ = {ⱨ , қ }, Ⱪ =
{ӎ }, Ӎ = {ⱨ }, t h e n Ⱨ ∼ Ⱪ , b e c a u s e {ⱨ , қ } ∩ {ⱨ , қ } =
{ⱨ , қ }, b u t Ⱨ ∼ Ӎ , b e c a u s e {ⱨ , қ } ∩ {қ , ӎ } = {қ } +
{ⱨ , қ }, a n d Ӎ ∼ Ⱪ , b e c a u s e {ⱨ } ∩ {ⱨ , қ } = {ⱨ } ⊇

{ⱨ , қ }. ( W h e r e Ԑ d o s e n o t t h e D - p r o p e r t y ) .

2 ) L e t Ꞩ = {ⱨ , қ , ӎ } a n d Ԑ = {{ⱨ , қ }}. I f Ⱨ = ∅, Ⱪ =
{ӎ }, Ӎ = Ꞩ , t h e n Ⱨ ∪ Ӎ ∼ Ⱪ ∩ (Ꞩ – Ӎ ), b e c a u s e Ꞩ ∩

Ꞩ = Ꞩ ⊇ {ⱨ , қ }, a n d Ӎ ∼ Ⱪ , b e c a u s e Ꞩ ∩ {ⱨ , қ } =
{ⱨ , қ }, b u t Ⱨ ∼ Ⱪ , b e c a u s e ∅ ∩ {ⱨ , қ } = ∅ ⊇ {ⱨ , қ }.

( W h e r e Ԑ d o s e n o t s a t i s f y t h e D - p r o p e r t y ) .

3. ∼-Topological space and its applications

I n t h i s s e c t i o n w e w i l l i n t r o d u c e t h e d e f i n i t i o n o f

∼- t o p o l o g i c a l s p a c e u s i n g t h e ∼- o p e r a t o r a n d r e v i e w

s o m e o f i t s p r o p e r t i e s a n d r e l a t e d e x a m p l e s .

D e f i n i t i o n 3 . 1 : L e t Ԑ b e a c l u s t e r s y s t e m o n Ꞩ i s a

f a m i l y ₮ ∼ o f s u b s e t s o f Ԑ , t h a t s a t i s f i e s t h e c o n d i t i o n s :

1 ) ∅, Ꞩ ∈ ₮ ∼ .

2 ) F o r a n y Ⱨ , Ⱪ ∈ ₮ ∼ , t h e r e e x i s t s a p r o p e r s u b s e t

Ӎ ∈ ₮ ∼ s u c h t h a t Ⱨ ∩ Ⱪ ∼ Ӎ .

3 ) F o r a n y i n d e x f, Ⱨ ∋ ג ₮ ∼ , ∋ ג∀ f, t h e r e e x i s t s a
p r o p e r s u b s e t Ӎ ∈ ₮ ∼ s u c h t h a t fⱧ∋ ג∪ ∽ ג Ӎ .

4 ) Ԑ i s a Ԥ - n e t w o r k i n Ꞩ . T h e n Ꞩ
₮ ∼

Ԑ
i s c a l l e d

∼- t o p o l o g i c a l s p a c e .

E x a m p l e 3 . 2 : L e t Ꞩ = {ⱨ , қ , ӎ , ⱬ }, ₮ ∼ =
{Ꞩ ,∅, {{ⱨ , қ }, {қ , ⱬ }, {ⱨ , қ , ⱬ }} a n d Ԑ = {{ⱨ , қ }, {қ , ⱬ }}.

1 ) ∅, Ꞩ ∈ ₮ ∼ .

2 ) {ⱨ , қ } ∼ {ⱨ , қ }, {қ , ⱬ } ∼ {қ , ⱬ }, {ⱨ , қ , ⱬ } ∼ {ⱨ , қ , ⱬ }

a n d {ⱨ , қ } ∩ {қ , ⱬ } = {қ } ∼ {ⱨ , қ }, b e c a u s e {қ } ∩

{ӎ , ⱬ } = ∅.



4 I R A Q I J O U R N A L F O R C O M P U T E R S C I E N C E A N D M A T H E M A T I C S 2 0 2 5 ; 6 : 1 – 0

3 ) {ⱨ , қ } ∪ {қ , ⱬ } = {ⱨ , қ , ⱬ } ∼ {ⱨ , қ , ⱬ }.

4 ) Ԑ (Ꞩ ) = Ꞩ . T h e n Ꞩ
₮ ∼

Ԑ
i s ∼- t o p o l o g i c a l s p a c e .

E x a m p l e 3 . 3 : F r o m t h e e x a m p l e a b o v e i f Ԑ = {{ⱨ , қ }},

t h e n Ꞩ
₮ ∼

Ԑ
i s n o t ∼- t o p o l o g i c a l s p a c e , b e c a u s e Ԑ (Ꞩ ) 6= Ꞩ .

T h i s r e m a r k w i l l g i v e u s t h e m o s t i m p o r t a n t p r o p e r t i e s

f o r t h e n e w ∼- t o p o l o g y .

R e m a r k 3 . 4 :

1 ) T h e m e m b e r s o f ₮ ∼ i s c a l l e d ∼- o p e n s e t a n d t h e

c o m p l e m e n t o f ∼- o p e n s e t i s c a l l e d ∼- c l o s e d s e t .

2 ) T h e i n t e r s e c t i o n o f t w o ∼- o p e n s e t i s n o t n e c e s -

s a r y ∼- o p e n s e t . F r o m E x a m p l e 3 . 2 , t h e n {ⱨ , қ } ∩

{қ , ⱬ } = {қ } /∈ ₮ ∼ .

3 ) T h e u n i o n o f t w o ∼- o p e n s e t i s n o t n e c e s s a r y

∼- o p e n s e t . F o r e x a m p l e , l e t Ꞩ = {ⱨ , қ , ӎ , ⱬ }, ₮ ∼ =
{Ꞩ ,∅, {қ }, {ⱨ , қ }, {қ , ⱬ }} a n d Ԑ = {{қ }}, t h e n {ⱨ , қ } ∪

{қ , ⱬ } = {ⱨ , қ , ⱬ } /∈ ₮ ∼ .

4 ) I n g e n e r a l , t h e ∼- t o p o l o g i c a l s p a c e m a y b e n o t a

t o p o l o g i c a l s p a c e , i d e a l t o p o l o g i c a l s p a c e a n d g r i l l

t o p o l o g i c a l s p a c e .

N o w , w e w i l l e m p l o y t h e n e w d e f i n i t i o n t o b u i l d

c o n c e p t ∼- i n t e r i o r .

D e f i n i t i o n 3 . 5 : L e t Ꞩ
₮ ∼

Ԑ
b e a ∼- t o p o l o g i c a l s p a c e .

A p o i n t Ꞩ ∈ Ⱨ i s c a l l e d ∼- i n t e r i o r o f Ⱨ ⊆ Ꞩ i f f t h e r e

e x i s t s ∼- o p e n s e t Ɽ s u c h t h a t ꞩ ∈ Ɽ ⊆ Ⱨ a n d t h e s e t

o f a l l ∼- i n t e r i o r p o i n t s o f Ⱨ i s d e n o t e d b y ∼Ɨ ȵ ȶ (Ⱨ ).
A n d Ⱨ i s c a l l e d ∼- n e i g h b o u r h o o d o f ꞩ , t h e s e t o f a l l

∼- n e i g h b o u r h o o d o f ꞩ , i s c a l l e d t h e n e i g h b o u r h o o d

s y s t e m o f p o i n t s a n d d e n o t e d b y ∼ – Ŋ (ꞩ ).

P r o p o s i t i o n 3 . 6 : L e t Ꞩ
₮ ∼

Ԑ
b e a ∼- t o p o l o g i c a l s p a c e .

A n d Ⱨ ⊆ Ꞩ . I f Ⱨ i s ∼- o p e n s e t t h e n Ⱨ i s a

∼- n e i g h b o u r h o o d o f e a c h o f i t s p o i n t s .

P r o o f : L e t Ⱨ i s ∼- o p e n s e t a n d ꞩ ∈ Ⱨ , t h e n ⱬ ∈ Ⱨ ⊆ Ⱨ ,

s o Ⱨ i s ∼- n e i g h b o u r h o o d o f e a c h o f i t s p o i n t s .

R e m a r k 3 . 7 :

1 ) T h e c o n v e r s e o f ( P r o p o s i t i o n 3 . 6 ) i s n o t n e c e s s a r y

t r u e .

2 ) T h e ∼- i n t e r i o r s e t i s n o t n e c e s s a r y ∼- o p e n s e t .

3 ) T h e ∼ – Ŋ (ꞩ ) s y s t e m s a t i s f i e s o f a l l p r o p e r t y o f

s y s t e m n b d i n g e n e r a l t o p o l o g y e x c e p t t h a t i n t e r -

s e c t i o n ∼ – Ŋ (ꞩ ) m a y b e n o t ∼ – Ŋ (ꞩ ).

E x a m p l e 3 . 8 : L e t Ꞩ = {ⱨ , қ , ӎ , ⱬ }, w h e r e Ꞩ r e f e r s o f

t h e n u m b e r i n t e r n e t c o m p a n i e s i n I r a q , w h e r e (ⱨ ) r e f e r s
t o t h e n u m b e r o f H r i n s u s e r s , (қ ) r e f e r s t o t h e n u m b e r
o f A l w a t a n i u s e r s , (ӎ ) r e f e r s t o t h e n u m b e r o f Z a i n

u s e r s a n d (ⱬ ) r e f e r s t o t h e n u m b e r o f A s i a c e l l u s e r s ,
₮ ∼ = {Ꞩ ,∅, {қ , ӎ }, {ӎ , ⱬ }} a n d Ԑ = {{ӎ }}. I f Ⱨ = {қ , ӎ , ⱬ }

t h e n , ∼Ɨ ȵ ȶ (Ⱨ ) = {қ , ӎ , ⱬ } a n d i t i s n e i g h b o u r h o o d f o r

e a c h o f i t s p o i n t s , b u t i t i s n o t ∼- o p e n s e t .

T h e f o l l o w i n g p r o p o s i t i o n w i l l p r e s e n t t h e p r o p e r -

t i e s o f ∼Ɨ ȵ ȶ f o r a n y s e t a n d w e n o t e t h a t t h e r e a r e

p r o p e r t i e s t h a t a c h i e v e e q u i v a l e n c e i n t h e g e n e r a l

t o p o l o g y a n d d o n o t a c h i e v e e q u i v a l e n c e i n t h e n e w

d e f i n i t i o n o f t o p o l o g y .

P r o p o s i t i o n 3 . 9 : L e t Ꞩ
₮ ∼

Ԑ
b e a ∼- t o p o l o g i c a l s p a c e

a n d Ⱨ , Ⱪ ⊆ Ꞩ , t h e n :

1 ) ∼Ɨ ȵ ȶ (Ⱨ ) = ∪{Ɽ ∈ ₮ ∼ : Ɽ ⊆ Ⱨ }.

2 ) I f Ⱨ ⊆ Ⱪ , t h e n ∼Ɨ ȵ ȶ (Ⱨ ) ⊆∼Ɨ ȵ ȶ (Ⱪ ).
3 ) ∼Ɨ ȵ ȶ (Ⱨ ) ⊆ Ⱨ .

4 ) ∼Ɨ ȵ ȶ (∼Ɨ ȵ ȶ (Ⱨ )) ⊆∼Ɨ ȵ ȶ (Ⱨ ).
5 ) I f Ⱨ ∈ ₮ ∼ , t h e n ∼Ɨ ȵ ȶ (Ⱨ ) = Ⱨ .

6 ) ∼Ɨ ȵ ȶ (Ꞩ ) = Ꞩ a n d ∼Ɨ ȵ ȶ (∅) = ∅.

7 ) ∼Ɨ ȵ ȶ (Ⱨ ∩ Ⱪ ) ⊆∼Ɨ ȵ ȶ (Ⱨ )∩ ∼Ɨ ȵ ȶ (Ⱪ ).
8 ) ∼Ɨ ȵ ȶ (Ⱨ )∪ ∼Ɨ ȵ ȶ (Ⱪ ) ⊆∼Ɨ ȵ ȶ (Ⱨ ∪ Ⱪ ).

P r o o f o f ( 3 ) : L e t ꞩ ∈∼Ɨ ȵ ȶ (Ⱨ ), t h e n t h e r e e x i s t s a

∼- o p e n s e t Ɽ ⊆ Ⱨ s u c h t h a t ꞩ ∈ Ɽ ⊆ Ⱨ , w e g e t ꞩ ∈ Ⱨ ,

t h e n ∼Ɨ ȵ ȶ (Ⱨ ) ⊆ Ⱨ .

I n t h i s n o t e w e w i l l s h o w t h e e q u i v a l e n c e b e t w e e n

s o m e r e l a t i o n s u s i n g c o n d i t i o n s - ג a d d i t i v e p r o p e r t y

a n d I - p r o p e r t y a n d a l s o g i v e t h e o p p o s i t e e x a m p l e s .

R e m a r k 3 . 1 0 :

1 ) I f Ꞩ
₮ ∼

Ԑ
i s s a t i s f y t h e - ג a d d i t i v e p r o p e r t y , t h e n : a )

∼Ɨ ȵ ȶ (∼Ɨ ȵ ȶ (Ⱨ )) =∼Ɨ ȵ ȶ (Ⱨ ). b ) ∼Ɨ ȵ ȶ (Ⱨ ) i s a ∼- o p e n

s e t . ∀Ⱨ ⊆ Ꞩ .

2 ) I f Ꞩ
₮ ∼

Ԑ
i s s a t i s f y t h e I - p r o p e r t y , t h e n ∼Ɨ ȵ ȶ (Ⱨ ∩

Ⱪ ) =∼Ɨ ȵ ȶ (Ⱨ )∩ ∼Ɨ ȵ ȶ (Ⱪ ), ∀Ⱨ , Ⱪ ⊆ Ꞩ .

3 ) T h e c o n v e r s e o f ( p a r t 2 ) i s n o t n e c e s s a r y t r u e , b y

( E x a m p l e 3 . 8 ) , i f Ⱨ = {қ } a n d Ⱪ = {ӎ , ⱬ }, t h e n ∼Ɨ ȵ ȶ

(Ⱨ ) = ∅ a n d ∼Ɨ ȵ ȶ (Ⱪ ) = {ӎ , ⱬ }. T h e n ∼Ɨ ȵ ȶ (Ⱨ ) ⊆∼Ɨ ȵ ȶ

(Ⱪ ), b u t Ⱨ * Ⱪ .

4 ) T h e c o n v e r s e o f ( p a r t 3 ) i s n o t n e c e s s a r y t r u e , b y

( E x a m p l e 3 . 8 ) , i f Ⱨ = {ӎ }, t h e n ∼Ɨ ȵ ȶ (Ⱨ ) = ∅, b u t

Ⱨ *∼Ɨ ȵ ȶ (Ⱨ ).
5 ) I n g e n e r a l , t h e o p p o s i t e d i r e c t i o n i s n o t t r u e o f

( p a r t 5 ) , b y ( E x a m p l e 3 . 8 ) , i f Ⱨ = {қ , ӎ , ⱬ }, t h e n

∼Ɨ ȵ ȶ (Ⱨ ) = {қ , ӎ , ⱬ }, b u t Ⱨ /∈ ₮ ∼ .

6 ) I n g e n e r a l , t h e e q u a l i t y i s n o t a c h i e v e d o f

( p a r t 7 ) , b y ( E x a m p l e 3 . 8 ) , i f Ⱨ = {қ , ӎ } a n d

Ⱪ = {ӎ , ⱬ }, t h e n ∼Ɨ ȵ ȶ (Ⱨ ) = {қ , ӎ } a n d ∼Ɨ ȵ ȶ

(Ⱪ ) = {ӎ , ⱬ }, b u t ∼Ɨ ȵ ȶ (Ⱨ ∩ Ⱪ ) = ∅, s o ∼Ɨ ȵ ȶ (Ⱨ ) ∩

∼Ɨ ȵ ȶ (Ⱪ ) * ∼Ɨ ȵ ȶ (Ⱨ ∩ Ⱪ ).
7 ) T h e c o n v e r s e o f ( p a r t 8 ) i s n o t n e c e s s a r y t r u e , b y

( E x a m p l e 3 . 8 ) , i f Ⱨ = {ӎ } a n d Ⱪ = {ⱬ }, t h e n ∼Ɨ ȵ ȶ

(Ⱨ ) = ∅ a n d ∼Ɨ ȵ ȶ (Ⱪ ) = ∅, b u t ∼Ɨ ȵ ȶ (Ⱨ ∪ Ⱪ ) =∼Ɨ ȵ ȶ

({ӎ , ⱬ }) = {ӎ , ⱬ }, s o ∼Ɨ ȵ ȶ (Ⱨ ∪ Ⱪ ) *∼Ɨ ȵ ȶ (Ⱨ )∪ ∼Ɨ ȵ ȶ

(Ⱪ ).
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P r o p o s i t i o n 3 . 1 1 : L e t Ꞩ
₮ ∼

Ԑ
b e a ∼- t o p o l o g i c a l s p a c e

w i t h - ג a d d i t i v e p r o p e r t y a n d Ⱨ ⊆ Ꞩ , Ⱨ i s ∼- o p e n s e t

i f f Ⱨ i s a n e i g h b o u r h o o d o f e a c h o f i t s p o i n t s .

P r o o f : ⇒) F r o m d i r e c t o f ( P r o p o s i t i o n 3 . 6 ) .

⇐) L e t Ⱨ i s a n e i g h b o u r h o o d o f e a c h o f i t s p o i n t s . L e t

ꞩ ∈ Ⱨ , t h e n t h e r e e x i s t s Ɽ
ꞩ
i s ∼- o p e n s e t s u c h t h a t ꞩ ∈

Ɽ
ꞩ
⊆ Ⱨ , t h e n Ⱨ = ∪ꞩ ∈Ⱨ {ꞩ } ⊆ ∪ꞩ ∈Ⱨ Ɽ ꞩ ⊆ ∪ Ⱨ = Ⱨ , w e

g e t Ⱨ = ∪ꞩ ∈Ⱨ Ɽ ꞩ , b u t ₮ ∼ w i t h - ג a d d i t i v e p r o p e r t y , t h e n

∪ꞩ ∈Ⱨ Ɽ ꞩ i s a ∼- o p e n s e t , t h e r e f o r e Ⱨ i s ∼- o p e n s e t .

N o w , w e w i l l r e v i e w t h e d e f i n i t i o n o f ∼Cl f o r t h e

n e w ∼- o p e r a t o r a n d a l s o p r o v i d e e x a m p l e s .

D e f i n i t i o n 3 . 1 2 : L e t Ꞩ
₮ ∼

Ԑ
b e a ∼- t o p o l o g i c a l s p a c e

a n d l e t Ⱨ ⊆ Ꞩ , t h e ∼- c l o s u r e o f Ⱨ i s t h e i n t e r s e c t i o n

o f a l l ∼- c l o s e d s e t s c o n t a i n s o f Ⱨ a n d i s d e n o t e d b y

∼Cl (Ⱨ ), i . e . ∼Cl (Ⱨ ) = ∩{Ӻ : Ӻ i s ∼- c l o s e d , Ⱨ ⊆ Ӻ }.

R e m a r k 3 . 1 3 : T h e ∼- c l o s u r e s e t i s n o t n e c e s s a r y

∼- c l o s e d s e t .

E x a m p l e 3 . 1 4 : L e t Ꞩ = {ⱨ , қ , ӎ , ⱬ }, w h e r e Ꞩ r e f e r s t o

a s q u a d r o n o f a i r c r a f t , (ⱨ ) r e f e r s t o f i x e d - w i n g a i r c r a f t ,
(қ ) r e f e r s t o h e l i c o p t e r s , (ӎ ) r e f e r s t o l i g h t a i r c r a f t , a n d
(ⱬ ) r e f e r s t o d r o n e s , ₮ ∼ = {∅, Ꞩ , {қ }, {қ , ӎ }, {қ , ⱬ }} a n d Ԑ =
{{қ }} t h e n ∼- c l o s e d s e t s a r e : Ꞩ ,∅, {ⱨ , ӎ , ⱬ }, {ⱨ , ⱬ }, {ⱨ , ӎ }.

I f Ⱨ = {ⱨ }, t h e n ∼Cl (Ⱨ ) = {ⱨ }, b u t {ⱨ } i s n o t ∼- c l o s e d

s e t .

T h e p r o p o s i t i o n s h o w s t h e m o s t i m p o r t a n t p r o p e r -

t i e s o f ∼Cl a n d w e n o t i c e t h a t s o m e p r o p e r t i e s w e r e

p r o v e n i n o n e d i r e c t i o n b e c a u s e t h e y d o n o t a c h i e v e

t h e u n i o n b e t w e e n t h e n e w t o p o l o g i c a l s e t s .

P r o p o s i t i o n 3 . 1 5 : L e t Ꞩ
₮ ∼

Ԑ
b e a ∼- t o p o l o g i c a l s p a c e

a n d l e t Ⱨ , Ⱪ ⊆ Ꞩ , t h e n :

1 ) I f Ⱨ i s ∼- c l o s e d s e t , t h e n ∼Cl (Ⱨ ) = Ⱨ .

2 ) Ⱨ ⊆∼Cl (Ⱨ ).
3 ) ∼Cl (Ⱨ ) ⊆∼Cl (∼Cl (Ⱨ )).
4 ) ∼Cl (Ꞩ ) = Ꞩ a n d ∼Cl (∅) = ∅.

5 ) I f Ⱨ ⊆ Ⱪ , t h e n ∼Cl (Ⱨ ) ⊆∼Cl (Ⱪ ).
6 ) ∼Cl (Ⱨ ∩ Ⱪ ) ⊆∼Cl (Ⱨ )∩ ∼Cl (Ⱪ ).
7 ) ∼Cl (Ⱨ )∪ ∼Cl (Ⱪ ) ⊆∼Cl (Ⱨ ∪ Ⱪ ).

P r o o f o f ( 5 ) : L e t ꞩ ∈ ∼Cl(Ⱨ ), t h e n ꞩ ∈ Ӻ i s a ∼- c l o s e d

s e t a n d Ⱨ ⊆ Ӻ . I f p o s s i b l e ꞩ ∈∼Cl (Ⱪ ), t h e n ꞩ /∈ Ȩ , f o r
a n y Ȩ i s ∼- c l o s e d s e t , Ⱪ ⊆ Ȩ b u t Ⱨ ⊆ Ⱪ , t h e n ꞩ /∈ Ȩ , f o r
a n y Ȩ i s ∼- c l o s e d s e t , s o Ⱨ ⊆ Ⱪ ⊆ Ȩ , t h e n ꞩ /∈∼Cl (Ⱨ ),
t h i s i s a c o n t r a d i c t i o n t o t h e a s s u m p t i o n .

R e m a r k 3 . 1 6 :

1 ) I f Ꞩ
₮ ∼

Ԑ
i s s a t i s f y t h e - ג a d d i t i v e p r o p e r t y , t h e n :

a ) ∼Cl (∼Cl (Ⱨ )) =∼Cl (Ⱨ )
b ) ∼Cl (Ⱨ ) i s ∼- c l o s e d s e t , ∀Ⱨ ⊆ Ꞩ .

2 ) I f Ꞩ
₮ ∼

Ԑ
i s s a t i s f y t h e a d d i t i v e - p r o p e r t y t h e n , ∼Cl

(Ⱨ )∪ ∼Cl (Ⱪ ) =∼Cl (Ⱨ ∪ Ⱪ ),∀Ⱨ , Ⱪ ⊆ Ꞩ .

3 ) T h e c o n v e r s e o f ( p a r t 2 ) i s n o t n e c e s s a r y t r u e , b y

( E x a m p l e 3 . 1 4 ) , i f Ⱨ = {қ }, t h e n ∼Cl (Ⱨ ) = Ꞩ , s o

∼Cl (Ⱨ ) * Ⱨ .

4 ) I n g e n e r a l , t h e o p p o s i t e d i r e c t i o n i s n o t t r u e o f

( p a r t 5 ) , b y ( E x a m p l e 3 . 1 4 ) , i f Ⱨ = {ⱨ , ⱬ } a n d

Ⱪ = {қ }, t h e n ∼Cl (Ⱨ ) = {ⱨ , ⱬ } a n d ∼Cl (Ⱪ ) = Ꞩ , s o

∼Cl (Ⱨ ) ⊆∼Cl (Ⱪ ), b u t Ⱨ * Ⱪ .

5 ) T h e c o n v e r s e o f ( p a r t 6 ) i s n o t n e c e s s a r y t r u e , b y

( E x a m p l e 3 . 1 4 ) , i f Ⱨ = {ⱨ } a n d Ⱪ = {ⱬ }, t h e n ∼Cl
(Ⱨ ) = {ⱨ } a n d ∼Cl (Ⱪ ) = {ⱨ , ⱬ } a n d ∼Cl (Ⱨ ∩ Ⱪ ) =
∅, w e g e t ∼Cl (Ⱨ )∩ ∼Cl (Ⱪ ) *∼Cl (Ⱨ ∩ Ⱪ ).

6 ) I n g e n e r a l , t h e e q u a l i t y i s n o t a c h i e v e d o f ( p a r t 7 ) ,

s e e e x a m p l e t h e f o l l o w i n g .

E x a m p l e 3 . 1 7 : L e t Ꞩ = {ⱨ , қ , ӎ , ⱬ }, ₮ ∼ =
{∅, Ꞩ , {ⱨ , қ }, {қ , ⱬ }, {ⱨ , қ , ⱬ }} a n d Ԑ =
{{ⱨ , қ }, {қ , ⱬ }, {қ }, {ⱬ }} t h e ∼- c l o s e d s e t s a r e :

Ꞩ ,∅, {ӎ , ⱬ }, {ⱨ , ӎ }, {ӎ }. I f Ⱨ = {ӎ , ⱬ } a n d Ⱪ = {ⱨ , ӎ }, t h e n

∼Cl (Ⱨ ) = {ӎ , ⱬ }, ∼Cl (Ⱪ ) = {ⱨ , ӎ } a n d ∼Cl (Ⱨ )∪ ∼Cl
(Ⱪ ) = {ⱨ , ӎ , ⱬ }, b u t ∼Cl (Ⱨ ∪ Ⱪ ) =∼Cl ({ⱨ , ӎ , ⱬ }) = Ꞩ ,

t h e n ∼Cl (Ⱨ ∪ Ⱪ ) *∼Cl (Ⱨ )∪ ∼Cl (Ⱪ ).

N o w , w e w i l l r e v i e w t h e d e f i n i t i o n o f ∼Ҿ x ȶ u s i n g

t h e ∼- o p e r a t o r a n d w e w i l l s t u d y i t s p r o p e r t i e s .

D e f i n i t i o n 3 . 1 8 : L e t Ꞩ
₮ ∼

Ԑ
b e a ∼- t o p o l o g i c a l s p a c e .

A ∼- e x t e r i o r o f Ⱨ ⊆ Ꞩ d e n o t e d b y ∼Ҿ x ȶ (Ⱨ ) a n d w e
d e f i n e t h e ∼- e x t e r i o r o f Ⱨ b y ∼Ҿ x ȶ (Ⱨ ) =∼Ɨ ȵ ȶ (Ꞩ – Ⱨ ).
I n t h e o t h e r w o r d ꞩ ∈∼Ҿ x ȶ (Ⱨ ) i f f t h e r e e x i s t s a

∼- o p e n s e t Ɽ s u c h ꞩ ∈ Ɽ ⊆ Ꞩ – Ⱨ o r ꞩ ∈ Ɽ a n d Ɽ ∩ Ⱨ =
∅.

P r o p o s i t i o n 3 . 1 9 : L e t Ꞩ
₮ ∼

Ԑ
b e a ∼- t o p o l o g i c a l s p a c e ,

a n d Ⱨ ⊆ Ꞩ , t h e n ∼Ҿ x ȶ (Ⱨ ) = ∪{Ɽ : Ɽ i s a ∼- o p e n s e t ,

Ɽ ⊆ Ꞩ – Ⱨ }.

E x a m p l e 3 . 2 0 : Ꞩ = {ⱨ , қ , ӎ , ⱬ }, w h e r e Ꞩ r e p r e s e n t s

s o m e o f t h e c a r m a n u f a c t u r e r s i n t h e w o r l d , ( ⱨ ) r e p r e -

s e n t s c a r s m a n u f a c t u r e d b y f o r d , ( қ ) r e p r e s e n t s c a r s

m a n u f a c t u r e d b y N i s s a n , ( ӎ ) r e p r e s e n t s c a r s m a n u f a c -

t u r e d b y H y u n d a i , a n d f i n a l l y ( ⱬ ) r e p r e s e n t s c a r s m a n -

u f a c t u r e d b y B M W , ₮ ∼ = {Ꞩ ,∅, {ⱨ , қ }, {ⱨ , ӎ }, {ⱨ , қ , ⱬ }}

a n d Ԑ = {{ⱨ }}. I f Ⱨ = {ⱨ , ӎ , ⱬ }, t h e n ∼Ҿ x ȶ (Ⱨ ) =∼Ɨ ȵ ȶ

(Ⱨ – Ꞩ ) = ∅.

P r o p o s i t i o n 3 . 2 1 : L e t Ꞩ
₮ ∼

Ԑ
b e a ∼- t o p o l o g i c a l s p a c e ,

a n d Ⱨ , Ⱪ ⊆ Ꞩ , t h e n :

1 ) ∼Ҿ x ȶ (∅) = Ꞩ a n d ∼Ҿ x ȶ (Ꞩ ) = ∅.

2 ) ∼Ҿ x ȶ (Ⱨ ) ⊆ Ꞩ – Ⱨ .

3 ) ∼Ҿ x ȶ (Ꞩ – ∼Ҿ x ȶ (Ⱨ )) ⊆∼Ҿ x ȶ (Ⱨ ).
4 ) I f Ⱨ ⊆ Ⱪ , t h e n ∼Ҿ x ȶ (Ⱪ ) ⊆∼Ҿ x ȶ (Ⱨ ).
5 ) ∼Ҿ x ȶ (Ⱨ ∪ Ⱪ ) ⊆∼Ҿ x ȶ (Ⱨ ) ∩ ∼Ҿ x ȶ (Ⱪ ).
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6 ) ∼Ҿ x ȶ (Ⱨ ) ∪ ∼Ҿ x ȶ (Ⱪ ) ⊆∼Ҿ x ȶ (Ⱨ ∩ Ⱪ ).
7 ) ∼Ɨ ȵ ȶ (Ⱨ ) ⊆∼Ҿ x ȶ (∼Ҿ x ȶ (Ⱨ )).

P r o o f o f ( 7 ) : S i n c e ∼Ɨ ȵ ȶ (Ⱨ ) ⊆ Ⱨ , w e g e t

Ꞩ – Ⱨ ⊆ Ꞩ – ∼Ɨ ȵ ȶ (Ⱨ ), s o ∼Ɨ ȵ ȶ (Ꞩ – Ⱨ ) ⊆∼Ɨ ȵ ȶ (Ꞩ – ∼Ɨ ȵ ȶ

(Ⱨ )) =∼Ҿ x ȶ (∼Ɨ ȵ ȶ (Ⱨ )) =∼Ҿ x ȶ (∼Ҿ x ȶ (Ꞩ – Ⱨ )), s o

∼Ɨ ȵ ȶ (Ⱨ ) ⊆∼Ҿ x ȶ (∼Ҿ x ȶ (Ⱨ )).

R e m a r k 3 . 2 2 :

1 ) I f Ꞩ
₮ ∼

Ԑ
i s s a t i s f y t h e - ג a d d i t i v e p r o p e r t y t h e n , ∼Ҿ x ȶ

(Ꞩ – ∼Ҿ x ȶ (Ⱨ )) =∼Ҿ x ȶ (Ⱨ ), ∀Ⱨ ⊆ Ꞩ .

2 ) I f Ꞩ
₮ ∼

Ԑ
i s s a t i s f y t h e I - p r o p e r t y t h e n , ∼Ҿ x ȶ (Ⱨ ∪

Ⱪ ) =∼Ҿ x ȶ (Ⱨ )∩ ∼Ҿ x ȶ (Ⱪ ), ∀Ⱨ , Ⱪ ⊆ Ꞩ .

3 ) I n g e n e r a l , t h e e q u a l i t y i s n o t a c h i e v e d o f ( p a r t 2 ) ,

s e e ( E x a m p l e 3 . 2 0 ) , t h e n Ꞩ – Ⱨ *∼Ҿ x ȶ (Ⱨ ).
4 ) T h e c o n v e r s e o f ( p a r t 4 ) i s n o t n e c e s s a r y t r u e , s e e

( E x a m p l e 3 . 2 0 ) , i f Ⱨ = {ӎ } a n d Ⱪ = {ⱨ , қ }, t h e n

∼Ҿ x ȶ (Ⱨ ) = {ⱨ , қ , ⱬ } a n d ∼Ҿ x ȶ (Ⱪ ) = ∅, t h e n ∼Ҿ x ȶ

(Ⱪ ) ⊆∼Ҿ x ȶ (Ⱨ ), b u t Ⱨ * Ⱪ .

5 ) I n g e n e r a l , t h e e q u a l i t y i s n o t a c h i e v e d o f ( p a r t 5 ) ,

s e e ( E x a m p l e 3 . 2 0 ) , i f Ⱨ = {ӎ , ⱬ } a n d Ⱪ = {қ , ⱬ },

t h e n ∼Ҿ x ȶ (Ⱨ ) = {ⱨ , қ } a n d ∼Ҿ x ȶ (Ⱪ ) = {ⱨ , ӎ }, b u t

∼Ҿ x ȶ (Ⱨ ∪ Ⱪ ) = ∅, w e g e t ∼Ҿ x ȶ (Ⱨ )∩ ∼Ҿ x ȶ (Ⱪ ) *
∼Ҿ x ȶ (Ⱨ ∪ Ⱪ ).

6 ) I n g e n e r a l , t h e o p p o s i t e d i r e c t i o n i s n o t t r u e

o f ( p a r t 6 ) , s e e ( E x a m p l e 3 . 2 0 ) , i f Ⱨ = {ⱨ }

a n d Ⱪ = {қ }, t h e n ∼Ҿ x ȶ (Ⱨ ) = ∅ a n d ∼Ҿ x ȶ (Ⱪ ) =
{ⱨ , ӎ }, b u t ∼Ҿ x ȶ (Ⱨ ∩ Ⱪ ) = Ꞩ , t h e r e f o r e ∼Ҿ x ȶ (Ⱨ ∩

Ⱪ ) *∼Ҿ x ȶ (Ⱨ )∪ ∼Ҿ x ȶ (Ⱪ ).
7 ) T h e c o n v e r s e o f ( p a r t 7 ) i s n o t n e c e s s a r y t r u e ,

s e e ( E x a m p l e 3 . 2 0 ) , i f Ⱨ = {ⱨ }, t h e n ∼Ҿ x ȶ (∼Ҿ x ȶ

(Ⱨ )) = Ꞩ , b u t ∼Ɨ ȵ ȶ (Ⱨ ) = ∅, t h e r e f o r e ∼Ҿ x ȶ (∼Ҿ x ȶ

(Ⱨ )) *∼Ҿ x ȶ (Ⱨ ).

4. Conclusion

I n g e n e r a l , ∼- t o p o l o g i c a l s p a c e d o e s n o t c o n s t i t u t e

a t o p o l o g y b e c a u s e t h e p r o c e s s o f c r e a t i n g t h i s o p e r a -

t o r w a s d o n e t h r o u g h t h e b i n a r y ∼- o p e r a t i o n . A l s o ,

t h e i n t e r s e c t i o n a n d u n i o n p r o c e s s w i t h r e s p e c t t o

∼- o p e n s e t i s n o t c l o s e d p r o c e s s t h i s c a n b e a c h i e v e d

p r o v i d e d t h a t I - p r o p e r t y a n d – ג a d d i t i v e p r o p e r t y a r e

r e s p e c t i v e l y . A l s o , w e s h o w e d t h a t ∼- i n t e r i o r a n d

∼- c l o s u r e d o n o t c o n s t i t u t e ∼- o p e n a n d ∼- c l o s e d r e -

s p e c t i v e l y . A l s o , t h e b a s i c c o n c e p t s i n t o p o l o g y c a n

b e g e n e r a l i z e d u s i n g t h e i d e a s i n t h i s p a p e r a n d t h e

d e f i n i t i o n o f d u a l s o f t s e t c a n b e d e v e l o p e d i n [ 1 1 ] .

T h e r e s u l t s c a n a l s o b e g e n e r a l i z e d i n [ 1 2 ] .
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