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 المستخلص:
  

كتوزيع  دائري  جديد  يربط بين المتغير العشوائي  الخطية والمتغيرات الدائرية  ( wrapped- Mirra ميرا الملتف ) توزيعدراسة عن اقتراح   البحث  يقدم
اذ تم ايجاد الخصممممائح ائيصممممائية والليولية للتوزيع المقترح  كدالة الوتااة ائيتمالية والتراكمية ودالة البقاط والمخا ر    (2π ,0)التي تقع ضمممممن المد  

 Maximumموان الأعظم ائعتيادية الإومن ثم تقدير معلمات التوزيع الجديد بائعتماد على  ريقة اط والتفر ح والوسممط الحبممابي الدائري ومعامل ائلتو

Likelihood ML)) كريمر اون مايبمممم  و ريقة(CVM,)  سمممملوا محاكا  أاقد تم توظيف  للتوزيع المقترح ولغرض المقارنة بين  رائق تقديرالمعلمات
يصائي متوسط مربعات لإ(( بائعتماد على  المعيار ا055,52( , )25(، )52راط عد  تجارا بأيجام عينات مختلفة ) )( لإجMonte carloمونت كارلو )

(بشممول  (wrapped- Mirraلتوزيع  ودالة البقاط  اي يبمماا مقدرات معلمات ( CVM)كريمر اون مايبمم   ريقةاضمملية أظلرت النتائج أ( MSE) أالخط

(  للأشمممخال المصمممابين FTAزوايا الفيمور تيبيا ) ( مشممما د  تمتل055و بق التوزيع على بيانات يقيقية بواقع ), الأيجام التوزيععام اي تقدير معلمات 
التي ظلرت (CVM)كريمر اون مايبممممم   ريقةباسمممممتعما    المقترح محااظة"كربلاط وذلك بتطبيق  ذه البيانات"على التوزيعاي  بمرض تقوس البممممميقان

  .من بين  رائق التقدير  المبتعملة  التجريبيجانب ااضليتلا اي ال

 

 .(wrapped distribution)، طريقة كرايمر فون مايسز ، الكلمات المفتاحية: طريقة الإمكان الأعظم 
ABSTRACT: 

This research came to present a study on the proposed wrapped-Mirra distribution as a new circular distribution that links 
the linear random variable and the circular variables that fall within the interval (0, 2π). The statistical and structural 

properties of the proposed distribution were found, such as the probability and cumulative density function, the survival 

function, the risk, the circular arithmetic mean, the skewness coefficient, and the kurtosis. Then, the parameters of the 

new distribution were estimated based on the usual maximum likelihood method (ML) and the Cramer von Mises method 
(CVM). For the purpose of comparing the methods of estimating the parameters of the proposed distribution, the Monte 

Carlo simulation method was employed to conduct several experiments with different sample sizes (25, 50, 100, 75) 

based on the statistical criterion mean square error (MSE). The results showed the superiority of the Cramer von Mises 
method (CVM) in calculating the parameters and survival function estimates for the wrapped-Mirra distribution in general 

in estimating the distribution parameters sizes. The distribution was applied to real data of (100) observations representing 

the femoro-tibial angles (FTA) of people suffering from bow legs disease in Karbala Governorate by applying this data 

to the proposed distribution using the Cramer von Mises method (CVM), which appeared to be superior in the 
experimental aspect among the estimation methods used. 

 

Key words: Maximum likelihood method, Cramer von Mises method, (wrapped distribution). 

 

 

       (Introduction) المقدمة:                                                                                                   1-

..لخ والتي . تنشممممأ البيانات الدائرية اي العديد من المجائت العلمية، بما اي ذلك علم الأيياط والجيولوجيا والجغراايا والأرامممماد الجوية والفي ياط

امممل وايد  وتقاس بالقياس ال اوي يذ يمتل بعد كل متجن عن المتجن المحدد بائتجاه الصممممفري و اتجاه أتوون على شمممول متجلات تجمعلا نقطة 

 درجة. 065على مقدار  و أن أقل مقدار ممون تأخذه  ذه ال اوية  و الصفر درجة وأالدوران  مقدار ال اوية التي تد  على اتجاه ذلك المتجن , و

واجللا اي الإيصمممممماط  و تحديد توزيع ائيتمائت الذي يصممممممف البيانات التي تم أخذ ا نأكبر التحديات التي تومن ا مية التوزيع ائيتمالي من 

سمممم روا ذات رو قابلية التطبيق على العالم الحقيقي وكذلك قدرتن على ملائمة البيانات بدقة واائدتن اي عمل التنبؤات و للدراسمممة بطريقة أاضمممل
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. اولما زادت المعراة التي يمتلولا المرط يو  توزيع ائيتمائت الأساسي، كلما كان التحليل مغ ا عند استعما  أي توزيع اي مجا  بحث معين

 الإيصائي وائستدئ  أاضل.

ع لتقديم  دراسمممممة عن ييجاد توزيا البحث  ذ تيجاد انموذج لغرض دراسمممممة وتحليل متل  وذا بيانات لذلك جاطييالة البيانات الدائرية  يجب افي 

ومن ثم تقدير معلمات التوزيع الجديد بائعتماد على  دائري  جمديمد  بائعتماد على منلجية التوزيعات    الملتفة من خلا  ييجاد النموذج المقترح 

 ()LS)و ريقمة المربعمات الصمممممممغرا  ((Maximum Likelihood MLمومان الأعظم ائعتيماديمة الإثلاث  رائق اي التقمدير و ي  ريقمة 

Least Squares method) و ريقة ( كريمر اون مايبCVM).  

 

                                                               (Problem 𝐨𝐟 𝐑𝐞𝐬𝐞𝐚𝐫𝐜𝐡)مشكلة البحث:                          -2

 والتطبيقيتتلخح مشولة البحث  اي جانبين النظري 

اي  وتحبممممممين  رائق نمذجة البيانات الدورية ((wrappedة نظرية التوزيعات الملتف تطبيق أنلا تبمممممملم اي تطوير البحثمشممممممولة  تتمتل

، (  ,0التي  تقع ضممممن المد  ) تبُمممتعمل البيانات الدورية اي العديد من المجائت العلمية واللندسمممية اذ,مجائت مختلفة من مجائت الحيا 

الدائرية, لذلك من الضمممممروري ايجاد انموذج أو توزيع  للبياناتاي غاية ائ مية ولذلك اإن تطوير  رائق نمذجة أكتر دقة للذه البيانات أمر 

خطو  ملمة اي  ذا ائتجاه، أذ  البحثلذلك تضمممممنت مشممممولة  ,ايتمالي يمتل تلك الظوا ر و ذا ينطوي اي ظل التوزيعات الدائرية الملتفة  

 يمون اسمممممممتخمداممن اي نممذجة البياناتدائري  توزيع ايتممالي  لبنماط ، ( (wrapped- Mirra ميرا    الملتف  تبممممممملم اي تطوير توزيع

ا أن يوون لدين الم جيد لتوزيعائتجا ية الدورية  مون ائيتمالي وكيف ي wrapped- Mirra اضممممملا عن ذلك، يجب على البايث أيضممممم 

تطلب  ذه المشمممولة توان بشمممول عام،  اسمممتعمالن اي البحث العلمي.  ذا يتطلب دراسمممة متأنية للأدبيات الحالية والمعراة العميقة بالموضمممو 

ومع ذلك، عن  ريق  مجموعة من الملارات والمعراة المتخصمممممصمممممة، وقد يوون من الصمممممعب تحقيقلا دون الخبر  الوااية اي  ذا المجا 

ئيجماد انموذج أو توزيع ايتممالي يمتل تلك  ,المدراسمممممممة، يمون للبمايمث التغلمب على  مذه التحمديمات وتحقيق النتمائج المرجو البحمث المدقيق و

وذلك لتحبين التوزيع ائالي الخطي وملاطمتن مع  معلمات ( ,0التي  تقع ضممن المد  ) الظوا ر و ذا ينطوي اي ظل التوزيعات الملتفة

  .الظوا ر الدائرية

 

 (𝐀𝐢𝐦 𝐨𝐟 𝐑𝐞𝐬𝐞𝐚𝐫𝐜𝐡)هدف البحث:                                                                                                         -3

 الى:  يبعى البحث

 

 .ية طين يلى توزيعات دائربائعتماد على اسلوا التوزيعات الملتفة  والذي يختح بتحويل التوزيعات الخبناط توزيع ايتمالي جديد  -0

اسمتوشماا القدر  على استعما  التوزيعات الملتفة و و  wrapped- Mirraدراسمة كيفية توظيف اسملوا التوزيعات الملتفة اي بناط توزيع  -5

 .ائيتمالي wrapped- Mirraاي بناط توزيع 

كريمر اون و ريقة  (MLE) موان الأعظمالإبطرائق مختلفة )  ريقة  البقاط وتقدير معلماتن ودالة  المقترحاشممممممتقاص خصممممممائح التوزيع  -0

  (.CVM) مايب 

وذلك بائعتماد على المقياس الإيصمممممممائي متوسمممممممط مربعات الخطأ  wrapped- Mirraاختيمارااضمممممممل  ريقمة لمقمدرات معلمات توزيع  -4

(MSEوباستعما  اسلوا المحاكا  وايجام عينات مختلفة ). 

 (Statistics Circular )                                                                                            الإحصاء الدائري-4

وعلى عوس الإيصاط  ,الإيصاط يتعامل مع البيانات المقاسة بالدرجات أو الراديان ب وايا أو اتجا ات ارو  الإيصاط الدائري  و ار  من

متل  ،الخطي، الذي يرك  على نقا  البيانات على  و  خط مبتقيم، اإن الإيصاط الدائري يعالج التحديات الفريد  التي تفرضلا البيانات الملتفة

الأرااد الجوية، على افي علم  ,بتخدم الإيصاطات الدائرية اي مجائت مختلفةي .اتجا ات البوالة، أو الوقت من اليوم، أو أي ظا ر  دورية

قد  ،سبيل المتا ، تبُتخدم لتحليل بيانات اتجاه الرياح، مما يباعد خبراط الأرااد الجوية على الم أنما  الرياح البائد ، واي علم الأيياط

ث يوون ائتجاه عاملا  يبتخدم البايتون الإيصاطات الدائرية لدراسة أنما  يركة الحيوانات، متل  رص اللجر  أو سلوك البحث عن الطعام، يي

ار ورئيبي ا. بالإضااة يلى ذلك، اي مجا  علم النفس، يمون استخدام الإيصاطات الدائرية لتحليل تأثيرات الوقت من اليوم على البلوك، مما ي

  ]4[رؤا يو  الإيقاعات اليومية.

  Distribution (Circular )                                    الدائرية                                                     التوزيعات - 5

باسممممم التوزيع ائتجا ي ،  و توزيع ايتمالي يصممممف ايتما  وقو  يدث أو متغير عشمممموائي على مقياس  أيضمممما وا  لتوزيع الدائري ، المعرا

تغير مدائري. يتم اسمممممممتعممالمن لنممذجمة البيمانمات التي يتم قيماسممممممملا اي ال وايا أو ائتجا ات ، ييث تلتف القيم بطريقة دائرية بحيث يوون المدا لل

يلى قبممممممين , الأو   Circular Random (Iariable))) و2π) ,5 )او (π, π-)  التوزيعات وتقبممممممالعشممممموائي الدائري الدائرية ائيتمالية 

ر  وتوون متوزيعات دائرية متقطعة والتي تعيين كتلة ايتمالية قابلة للعد والتي تبمممى بالتوزيعات الشممبوية الدائرية , التاني توزيعات دائرية مبممت

  :للا الخصائح الآتية θ للمتغير العشوائي الدائريللا دالة الوتااة ائيتمالية الدائرية 

1. f (  θ) ≥ 0 
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2. ∫  
2π

0
f ( θ)dθ = ∫  

π

−π
f ( θ)dθ = 1, −∞ < θ < ∞ 

3. f (  θ) = (θ + c. 2π) 
  ]3[التوزيعات الدائرية ، يتم توزيع ائيتما  عبر الدائر  بأكمللا ، وتتورر القيم بعد دور  كاملة.

 

  (wrapped distributions) قاعدة-6

ئنشمماط التوزيعات الدائرية او النصممف دائرية عن  ريق دالة تحويل تحو  من البيانات على خط ائعداد الحقيقية بممتخدام ائيصمماطات الدائرية ت

تبمتخدم التوزيعات الدائرية لنموذجة البيانات ائتجا ية والتي تنشمأ بشول متورر اي العديد من العلوم يا وغلبا ما يلى بيانات اتجا ية مقاسمة بال وا

 ي الطريقممة ائكتر شممممممميوعمما اي العقممد  (Jammalamadaka& Kozubowski)  انالبممايتم اقترح  (5554ي عممام )فا ,ائيمةالطبيعيمة والفي يمم

توزيع ائسمممي على الئو  مر  بائعتماد على التوزيعات الخطية  وتم تطبقلا  على نطاص واسمممع لبناط توزيعات للبيانات الدائريةوتبمممتعمل ائخير

   -وتوزيع ئبلاس والتي تتمي  بالخصائح التالية :

 .توزيع دائري: البيانات تنتشر يو  دائر - 1

 .توزيع ملفوا: البيانات تتجمع يو  نقطة معينة على الدائر - 2

 توزيع ايتمالي: يصف توزيع ائيتمائت يو  الدائر . -0

يلى دائر  الويد  اان  xاعند اسممقا  خط من نقطة من نقا  المتغير العشمموائي  Rعلى خط ائعداد الحقيقية  اذا كان لدينا المتغير العشمموائي المقاس

 . ذا الخط يصنع زاوية اي نقطة تقا ع الخط المماس مع محيط دائر  الويد  

يمون الحصممو  عليلا باسمممتعما  تقنية  التوزيعات  WD)الذي يرم  لن بالرم  ) wrapped distributionsوأن  دالة الوتااة التراكمية  لتوزيع 

 [5 ]:الملتفة عن  ريق الصيغة الآتية

G(θ) = ∑ F(θ + 2πm) − F(2πm)

∞

m=0

  ; 𝑚 = 0,±1, ±2….                                                 … (1) 

 اذ ان

 G(θ) .ي التجميعية التراكمية للتوزيع الجديد  

   F(θ)  للتوزيع ائالي.  التراكمية : دالة الوتلة او الوتااة 
للتوزيع الأامممممملي الخطي  عن  ريق القاعد   ائيتمالية من الدالة   wrapped distributions)( لقاعد ) p.d.fيمون أيجاد الدالة ائيتمالية  )

 :  الأتية

 ان قاعد  التحويل للمتغير العشوائي للتوزيعات الملتفة توو كالتالي:

θ = x(mod2π) 

m =
x − θ

2π
 

x = θ + 2πm 

g(θ) = ∑ f(θ + 2πm)

∞

m=0

                                                                                                 … (2)     

 اذ ان

 g(θ)  .ي دالة الوتلة او الوتااة ائيتمالية للتوزيع المقترح : 

   f(θ)   .دالة الوتلة او الوتااة ائيتمالية للتوزيع ائساس: 

 

  (Two Parameter Mirra Distribution)                                                                             ميرا توزيع-7

لحيا  ااوقات اي  نمذجة بيانات  كبير ( من التوزيعات الإيصمائية المبمتمر  المختلطة  المبتعملة  بشول Distribution Mirra)ميرا يعد توزيع

 و توزيع ايتمالي مختلط مبمممتمر ذو  ,و واخرون  (Sen 2020) البايتين ( يلى Distribution Mirraينتبمممب توزيع ميرا ) اذ  ودالة البقاط

بمعلمة الشممممممول   ما التوزيع ائسممممممي و و توزيع ناتج عن خلط توزيعين اسمممممماسممممممين ، (β)( ومعلمة القياس  α) معلمة الشممممممول   ن  مايمعلمت

[g1(x)~Exponential(β)]    بمعلة قياس ) بمعلمة  توزيع كاماك كذلو(β )[g2(t)~Gamma(3,
1

β
𝑣1]وبنبمممممب خلط  [( =

β2

α+β2
] ،

[𝑣2 =
α

α+β2
]. 
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 التنباط ب ، وكذلك اي الدراسممممات   المتمتلةاوقات المعولية والبقاط دراسممممات  من التوزيعات المتعدد  ائسممممتعمائت اذ يدخل اي  ميراتوزيع  يعدو

الطبيبة  وكذلك يدخل  ذا التوزيع اي التطبيقات البيانات الخاضمممعة للرقابة بنوعيلا ائو  والتاني اي جداو   الحيا  ،وكذلك اي و البقاط  بتوقعات

  ]8[.الظوا ر العشوائية ائخرا   نمذجةواللندسية والصناعية  وكذلك 

 

 :على النحو ائتي ( ستوونDistribution Mirraدالة الوتااة ائيتمالية لتوزيع ميرا )ان 

 

 

f(x, α, β) =  
β3

α + β2
 (1 +

α

2
x2)  e−xβ     ; x, α , β ≥ 0                                                          … (3) 

 أذان:

   α الشول  :معلمة( Shape parameters). 

  β  :معلمة القياس  . (Scale parameter)   

 

 يمكن صياغتها بالشكل الاتي: ميرادالة الكثافة التجميعية لتوزيع  نأ

 

F(x) = 1 −
β2 (1 +

α
β2
+
α
β x +

α
2 x

2)

α + β2
e−βx         ; x, α , β ≥ 0                                                        … (4) 

 :(wrapped Mirra distributions) المقترح توزيعلل الكثافة الاحتماليةدالة -8

,(3) بائعتماد على معادلة على النحو ( wrapped Mirra distributionsالمقترية ) لتوزيع  الدالة ائيتمالية الجديد  نحصل على (2)

 :ائتي

 f(α, β, θ) =
β3

α+β2
 ∑  ∞

m=0 (1 +
α

2
(θ + 2πm)2)  e−(θ+2πm)β 

 −لذلك اان ايغة دالة الوتااة ائيتمالية لتوزيع ميرا    الملتف بالشول التالي:
𝑓(𝛼, 𝛽, 𝜃)

=
β3

α + β2
[
e2πβ−βθ(2 + 4π2α − 4παθ + αθ2 + e2πβ(−4 + 4π2α + 4παθ − 2αθ2) + e4πβ(2 + αθ2))

2(e2πβ − 1)3
] 

α, θ, β,≥ 0                                                                                            … (5) 
  ]8[ ]6[:باستعما  قيم ااتراضية مختلفة للمعلمات wrapped Mirra distributionsلتوزيع   ( ادناه يوضح دالة الوتااة ائيتمالية0والشول )
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 البايث ( د)من اعدا (wrapped Mirra distributions)لتوزيع ( ادناه يوضح دالة الوتااة ائيتمالية1الشول )

,(𝟒) با لاعتماد على معادلةو  wrapped Mirraالمقترحة لتوزيع ) توزيع للالتراكمية  الدالة الاحتمالية نحصل على (𝟏)

distributions )على النحو الاتي : 

𝐆(𝛉) = ∑ 𝐅(𝛉 + 𝟐𝛑𝐦) − 𝐅(𝟐𝛑𝐦)

∞

𝐦=𝟎

 

 

 

 

 

 

F(α, β, θ)

=
e2πβ−βθ

2(e2πβ − 1)3(α + β2)

(

 
 
 
 (2(−1 + e2πβ)2(−1 + eβθ)β2 − α(2 − 2eβ(4π+θ)

−2eβ(4π+θ) + 4π2β2 + eβθ(−2 + 4πβ − 4π2β2)

−4eβ(2π+θ)(−1 + πβ + π2β2) + 2βθ + β2θ2 − 4πβ(1 + βθ)

+e4πβ(2 + 2βθ + β2θ2) + e2πβ(4π2β2 + 4πβ(1 + βθ) − 2(2 + 2βθ + β2θ2)))))

 
 
 
 

 

 

                                                   … (𝟔) 

 :(  باستعما  قيم ااتراضية مختلفة للمعلماتwrapped Mirra distributions)لتوزيع  التراكميةدالة ال( ادناه يوضح 5والشول )

 

 
 )من اعداد الباحث ( (wrapped Mirra distributions)لتوزيع التجميعية ( يوضح دالة 2الشكل )

 

 :من خلال الصيغة التالية  (wrapped Mirra distributions (  ميرا يمكن الحصول على دالة البقاء لتوزيعو

𝐒 (𝛂, 𝛃, 𝛉) = 𝟏 − 𝐅 (𝛂, 𝛃, 𝛉)     
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= 𝟏

−
𝐞𝟐𝛑𝛃−𝛃𝛉

𝟐(𝐞𝟐𝛑𝛃 − 𝟏)𝟑(𝛂 + 𝛃𝟐)

(

 
 
 
 (2(−1 + e2πβ)2(−1 + eβθ)β2 − α(2 − 2eβ(4π+θ)

−2eβ(4π+θ) + 4π2β2 + eβθ(−2 + 4πβ − 4π2β2)

−4eβ(2π+θ)(−1 + πβ + π2β2) + 2βθ + β2θ2 − 4πβ(1 + βθ)

+e4πβ(2 + 2βθ+ β2θ2) + e2πβ(4π2β2 + 4πβ(1 + βθ) − 2(2 + 2βθ + β2θ2)))))

 
 
 
 

 

 

                                                       … (𝟕) 
   

 

 

 

 

 

 :wrapped Mirra distributions( ادناه يوضح دالة البقاط لتوزيع 0وان الشول )

 

 )من اعداد الباحث( (wrapped Mirra distributions)لتوزيع البقاء( يوضح دالة 3الشكل )

 

 :((wrapped Mirra distributionsالدالة الكمية لتوزيع   -9

 (  على واق الخطوات التالية:Wrapped Mirra Distribution)يتم تعريف الدالة الومية )العوبية( لتوزيع 

.Ο]الذي تقـع ضمن الفتر    (Unіform Distributіon)توليد ائعداد العشوائية التي تتبع التوزيع المنتظم المبتمر1- 1] . 

عمن  مريمق اسمممممممتعممممما  دالممممة الوتممممااممممة التجميعيممممة لتوزيع   (Inierse Function)اسمممممممتمعمممممما   مريمقممممة المتمـمممممممممممممحمويممممل المممعموموس 2- 

)Wrapped Mirra Distribution)  ( 1التوزيع التراكمية للتوزيع بالرقم العشوائي الذي تم تـممممممموليد ا اي الخطو )مـمممممممعلمات بمبماوا  دالة

  [2] ]7[وكالآتي:

θ = Q(u) = F−1(u), 0 < u < 1 
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 وبائعتماد على البرامج ائيصائية تم الحصو  على دالة التوليد ويبب الصيغة التالية :

 

𝜃

=

(

 
 
 
 
 1

4(−1 + e2πβ)παβ
(2β − 4e2πββ + 2e4πββ + αβ − 2e2πβαβ + e4πβαβ + 4π2αβ + 4e2πβπ2αβ

−4παProductLog[−
1

2(−1 + e2πβ)παβ2
− 2πβ −

2e2πββ4

−4e2πβπαβ3 + 4e4πβπαβ3
+

4e4πββ4

−4e2πβπαβ3 + 4e4πβπαβ3

−
2e6πββ4

−4e2πβπαβ3 + 4e4πβπαβ3
−

e2πβαβ4

−4e2πβπαβ3 + 4e4πβπαβ3
+

2e4πβαβ4

−4e2πβπαβ3 + 4e4πβπαβ3 )

 
 
 
 
 

 

 

 

 

                                               … (𝟖) 
 

 

 

 :((Distribution wrapped Mirra distributionsتوزيع ل لخصائص المميزةا-10

 خرا متل معاملات ائنحراا ولتفر ح اي  ذا القبم نشتق الدالة الممي   والع وم المتلتية والمعلمات ائ

 :(Characteristic function)الدالة المميزة (1 -(10

(𝛒)∅يقال للدالة  =  𝐄(𝐞𝐢𝐭𝐱)  بأنها الدالة المميزة(Characteristic function)  للمتغير العشوائيX ولكل قيم ،t  الحقيقية وتعد الدالة

من أ م الدوا  المولد  على الإ لاص، لأن بعض التوزيعات الإيتمالية كتوزيع كوشي متلا  ئ تمتلك ع وم وبالتالي اإنلا ئ تمتلك دوا  المميزة 

وزيع ييتمالي يقترن اي الحقيقة بدالة ممي   وييد  والعوس احيح اول دالة ممي   تقترن بتوزيع مولد  للع وم، يئ ينلا تمتلك دالة ممي   اول ت

 .ييتمالي وييد

( وتوون 5-5بائعتماد على دالة الوتااة اي المعادلة ) (wrapped Mirra distributions (و يمون الحصو  على الدالة الممي   لتوزيع 

  ]9[:بالشول التالي 

∅(ρ)= ∅𝒙(t)                                                                                               … (𝟗) 

)itx(t)=E(e∅𝒙 

 .بواسطه Mirra distributions يتم اعطاء الدالة المميزة لتوزيع

𝐄(𝐞𝐱𝐭𝐢) =  
𝛃𝟑

𝛂 + 𝛃𝟐
∫ 𝐞𝐱𝐭𝐢
∞

𝟎

 (1 +
α

2
𝑥2)  e−𝑥β 

E(exti) = ∅𝑥(𝑡) =
β3(α + (ti + β)2)

(α + β2)(ti + β)3
 

∅(𝑝) =
β3(α + (𝑖𝑝 + β)2)

(α + β2)(𝑖𝑝 + β)3
 

∅(𝑝) =
β3

(α + β2)
 [α + (𝑖𝑝 + β)2(𝑖𝑝 + β)−3] 

∅(p) =
β3(β2 + p2)

3
2

((α + β2)2 + (ip + 2β)2)
1
2(α + β2)

 [e
−i( arctan(

α+β2

p+2β
)+3 arctan(

p
β
))
] 

∅ (𝑝) = 𝑃𝑝𝑒
−𝑖𝜇𝑝 
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𝑃𝑝 =
β3(β2 + p2)

3
2

((α + β2)2 + (ip + 2β)2)
1
2(α + β2)

                                                                                            … (10) 

 :العزوم المثلثية 2- 10

 .Pأظلر أن الع وم المتلتية للتوزيع الدائري الملتف يباوي قيمن الدالة الممي   للمتغير العشوائي غير الملتف عند قيمن العدد الصحيح 

∅(p) = αp + iβp                       ;p=±1,±2,…                                                        … (11)        

  ]10[وبالتالي اإن الع وم المتلتية غير المرك ية للتوزيع  ي.

μp = ( arctan (
α + β2

p + 2β
) + 3 arctan (

p

β
) 

∅p = αp + βp 

αp = Ppcos(μp) 

βp = Ppsin(μp) 

αp =
β3(β2 + p2)

3
2

((α + β2)2 + (ip + 2β)2)
1
2(α + β2)

cos( arctan (
α + β2

p + 2β
) + 3 arctan (

p

β
)) 

βp =
β3(β2 + p2)

3
2

((α + β2)2 + (ip + 2β)2)
1
2(α + β2)

sin (arctan (
α + β2

p + 2β
) + 3 arctan (

p

β
)) 

αp̅̅ ̅ =
β3(β2 + p2)

3
2

((α + β2)2 + (ip + 2β)2)
1
2(α + β2)

cos(rctan (
α + β2

p + 2β
) + 3 arctan (

p

β
)

− 𝑝 (rctan (
α + β2

p + 2β
) + 3 arctan (

p

β
))) 

βp̅̅ ̅ =
β3(β2 + p2)

3
2

((α + β2)2 + (ip + 2β)2)
1
2(α + β2)

sin(rctan (
α + β2

p + 2β
) + 3 arctan (

p

β
)

− 𝑝 (rctan (
α + β2

p + 2β
) + 3 arctan (

p

β
))) 

 wrapped Mirra distributions) الوسط الحسابي لتوزيع) 3-10

  [2]ائتية. المقترح من خلا  الصيغة  ) wrapped Mirra distributions يمون يباا الوسط الحبابي لتوزيع

𝜇 = μ1 

𝜇 = ( arctan (
α + β2

p + 2β
) + 3 arctan (

p

β
)                                                                                          … (12) 

 (wrapped Mirra distributionsلتوزيع)التباين الدائري 4-10

  ]12[.من خلا  المعادلة الصيغة ائتية wrapped Mirra distributionsيمون يباا الباين الدئري لتوزيع 

𝑉° = 1 − 𝑃1 

𝑉° = 1 −
β3(β2 + 1)

3
2

((α + β2)2 + (1 + 2β)2)
1
2(α + β2)

                                                                               … (𝟏𝟑) 

 wrapped Mirra distributions)لتوزيع)الانحراف المعياري الدائري 5-10
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  ]5[: ولحباا ائنحراا المعياري الدائري للتوزيع المقترح  نبتعمل الصيغة الآتية

𝝈° = √−𝟐𝑳𝒐𝒈(𝑽°)  

𝝈° = √−𝟐𝑳𝒐𝒈(𝟏 −
𝛃𝟑(𝛃𝟐 + 𝟏)

𝟑
𝟐

((𝛂 + 𝛃𝟐)𝟐 + (𝟏 + 𝟐𝛃)𝟐)
𝟏
𝟐(𝛂 + 𝛃𝟐)

)                                                   … (𝟏𝟒) 

 

Coefficient of Skewness   10-6معامل الالتواء 

 :الصيغة الآتيةالدائري للتوزيع المقترح  نبتعمل  ائلتوا ط   معاملويمون يباا  

𝐜𝐨𝐞𝐟𝐟𝐢𝐜𝐢𝐞𝐧𝐭 𝐨𝐟 𝐬𝐤𝐞𝐰𝐧𝐞𝐬𝐬 =
𝛃𝟐̅̅ ̅

(𝑽°)
𝟑
𝟐

 

=
𝛃𝟑(𝛃𝟐+𝟒)

𝟑
𝟐

((𝛂+𝛃𝟐)
𝟐
+(𝟐+𝟐𝛃)𝟐)

𝟏
𝟐(𝛂+𝛃𝟐)

𝐬𝐢𝐧(𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(
𝛂+𝛃𝟐

𝟐+𝟐𝛃
)+𝟑 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(

𝟐

𝛃
)−𝟐(𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(

𝛂+𝛃𝟐

𝟐+𝟐𝛃
)+𝟑 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(

𝟐

𝛃
)))

(𝟏−
𝛃𝟑(𝛃𝟐+𝟏)

𝟑
𝟐

((𝛂+𝛃𝟐)
𝟐
+(𝟏+𝟐𝛃)𝟐)

𝟏
𝟐(𝛂+𝛃𝟐)

)

𝟑
𝟐

  

 

 

 

(Coefficient of Kurtosis معامل التفرطح )  01-7   

 

  ]9[-للتوزيع المقترح  نستعمل الصيغة الآتية :التفرطح  معامل ولحساب 

𝐓𝐡𝐞 𝐜𝐨𝐞𝐟𝐟𝐢𝐜𝐢𝐞𝐧𝐭 𝐨𝐟 𝐤𝐮𝐫𝐭𝐨𝐬𝐢𝐬 =
𝛂𝟐̅̅̅̅ − (𝟏 − 𝐈°)

𝟒

(𝐈°)𝟐
 

=

𝛃𝟑(𝛃𝟐+𝟒)

𝟑
𝟐

((𝛂+𝛃𝟐)
𝟐
+(𝟐+𝟐𝛃)𝟐)

𝟏
𝟐(𝛂+𝛃𝟐)

𝐬𝐢𝐧(𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(
𝛂+𝛃𝟐

𝟐+𝟐𝛃
)+𝟑 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(

𝟐

𝛃
)−𝟐(𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(

𝛂+𝛃𝟐

𝟐+𝟐𝛃
)+𝟑 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(

𝟐

𝛃
)))−(𝟏−𝑽°)

𝟒

(𝟏−
𝛃𝟑(𝛃𝟐+𝟏)

𝟑
𝟐

((𝛂+𝛃𝟐)
𝟐
+(𝟏+𝟐𝛃)𝟐)

𝟏
𝟐(𝛂+𝛃𝟐)

)

𝟐                                      … (𝟏𝟓)  

 (wrapped Mirra distributions)لتوزيع  البقاء تقديرات معلمات ودالة -00

ان عملية تقدير معلمات اي مجتمع  ي تقريب للخصمممائح ائاممملية للمجتمع الذي سمممحبت منن العينة، ويعد التقدير من الركائ  ائسممماسمممية اي   

لمجتمع اايصماطات يتم الحصو  عليلا من عينة تبحب من  عن  ريق ميتن اي تقدير معلمات المجتمع الذي يتم أذ تومن ييصمائي لإائسمتدئ  ا

  قيد الدراسة.

,αمعلمات ) معلمتان ذو (wrapped Mirra distributions)ن لتوزيعأو β رائق التقدير ومن ثم  عما باسمممت تقدير المعلمات( وللما تقدير يتم 

  ومن  رائق التقدير التي وقع عليلا اختيار البايث  ي:، تقدير دالة البقاط بائعتماد عليلما

  ]8[ ]1[.موان الأعظم  الإ ريقة  (0)

 .كريمر اون مايب   ريقة  (5)

  (Maximum Likelihood Method)طريقة الإمكان الأعظم 00-0

( والتي تلدا يلى 0255( عام )Fisherا )التي اقتريت من قبل العالم  تعُد  ريقة ائموان ائعظم من أ م الطرائق المبتعملة اي عملية التقدير

  -وائكتر شيوعا  واستعمائ ، كونلا تتمي  بعد  خصائح منلا: ما يمون أعظم (random iariables)العشوائية  للمتغيراتائموان جعل دالة 

 . (Sufficientالوفاية ) -0

 . (Minimum Iarianceأقل تباين ) -5
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 . (Iniarianceالتبات ) -0

 ( بازدياد يجم العينة.Unbiasedعدم التحي ) -4

 . (consistencyائتباص ) -2

 . (Efficiencyالوفاط  ) -6

اان دالة ائموان ائعظم للمتغيرات العشوائية المبتقلة  ( دالة كتااة ايتمالية لتوزيع ميرا    الملتف Xاذا كان للمتغير العشوائي )

θ1،θ2،…… ،θn :توون كالتالي 

L𝑓(β, α) =∏𝑓(β, α)

n

i=1

            

=
(β3)n

(2(e2πβ − 1)3(α + β2))
n∏ 

n

i=1

(
e2πβ−βθ(2 + 4π2α − 4παθ+ αθ2

+e2πβ(−4 + 4π2α + 4παθ − 2αθ2) + e4πβ(2 + αθ2))
) 

 وبأخذ اللوغاريتم للطراين ينتج:

𝐋oglf(β,α)

= (
nLog[β3] − n (Log[2] + 3Log[e2πβ − 1] + Log(α + β2))

+∑  n
l=1 Log[[e2πβ−βθ(2 + 4π2α − 4παθ+ αθ2 + e2πβ(−4 + 4π2α + 4παθ − 2αθ2) + e4πβ(2 + αθ2))]]

) 

,β )وباشتقاص الدالة آنفا  لجميع معلمات التوزيع α) :على الترتيب ومباواتلا للصفر 

∂Logl

∂α
= −

n

α + β2
+ e2πβ−βθ∑ 

n

𝑖=1

(e4πβθ2 + (−2π+ θ)2 + e2πβ(4π2 + 4πθ − 2θ2))                     … (16) 

∂Logl

∂β

=

(

 
 
6e2πβnπ
−1 + e2πβ

+
3n
β −

2nβ
α + β2

+ e2πβ−βθ ∑  n
i=1 (2π − θ)(2 + α(−2π+ θ)

2

+e2πβ(−4 + 4π2α + 4παθ − 2αθ2) + e4πβ(2 + αθ2))

+e2πβ−βθn(2e2πβπ(−4 + 4π2α + 4παθ − 2αθ2) + 4e4πβπ(2 + αθ2))
)

 
 
                                … (17) 

للحصو  على   العددي ةقييللا باستعما  الطر تمئ يمون يللا بالطرائق التحليلية ائعتيادية ئنلا معادئت غير خطية ولذلك البابقة  المعادئت

,α̂ )موان الأعظم، وتعويض المقدرات الإمقدرات  ريقة  β̂)  موان الأعظم للذه الدالةالإنحصل على مقدر  الوتااة ائيتمالية  اي دالة. 

 

S(α, β)
= 1

−

(

 
 
 
 
 
 e2πβ̂MLE −β̂MLE θ

2(e2πβ̂MLE − 1)3(α̂ MLE
 + β̂2

MLE

 
)
((2(−1 + e2πβ̂MLE )2(−1 + eβ̂MLE θ)β2 − α(2 − 2eβ̂MLE (4π+θ)

−2eβ̂MLE (4π+θ) + 4π2β̂MLE 
 
+ eβ̂MLE θ(−2 + 4πβ̂MLE − 4π2β̂2𝑚𝑙𝑒

 
)

−4eβ(2π+θ)(−1 + πβ + π2β2) + 2βθ + β2θ2 − 4πβ(1 + β̂MLE θ)

+e4πβ̂MLE (2 + 2β̂MLE θ + β̂2MLE
 
θ2) + e2πβ(4π2β̂MLE 

 
+ 4πβ(1 + β̂MLE θ) − 2(2 + 2βθ + β̂2MLE

 
θ2))))))

 
 
 
 
 
 

 

 

                                                                                              … (𝟏𝟖) 
  (Method of Cramer-Ion Mises Minimum)طريقة  كريمر فون مايسز00-2
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( دليلا  تجريبيا  على أنّ المقدر المتحي أاغر من الحد الأدنى للمقدرات الأخرا وذلك من خلا  استعما   ريقة  Donald (0250))قدم  

(CvME وبائعتماد على المقدرات الموجود  اي الدالة التجميعية ) مقدرات الحد الأدنى للمبااة اذ  مايب  علىكريمر اون  تعتمد  ريقة و

,𝑐(𝛽 بين الدالةوذلك بتقليل المبااة Cramer-von Mises Minimumلطريقة لمبااة الدنيا يموننا الحصو  على تقديرات ا 𝛼)  بالنببة

,𝑐(𝛽 للمعلمات غير المعرواة ويموننا الحصو  على المقدرات وذلك بائشتقاص الج ئي 𝛼)    بالنببة للمعلمات غير المعرواة ومباواتلا للصفر

  [2] ]6[:وكالتالي

 c(β, α) =
1

12n
+∑[F(β, α) −

2i − 1

2n
]
2n

i=1

                                                                             … (19) 

,𝐹(𝛽اذ ان  𝛼) وكالتالي ميرا    الملتف تمتل الدالة التجميعية لتوزيع : 

 

 

 
𝐶

=

(

 
 
 
 

∑
e2πβ−βθ

2(e2πβ − 1)3(α + β2)

(

 
 
 
 (2(−1 + e2πβ)2(−1 + eβθ)β2 − α(2 − 2eβ(4π+θ)

−2eβ(4π+θ) + 4π2β2 + eβθ(−2 + 4πβ − 4π2β2)

−4eβ(2π+θ)(−1 + πβ + π2β2) + 2βθ + β2θ2 − 4πβ(1 + βθ)

+e4πβ(2 + 2βθ + β2θ2) + e2πβ(4π2β2 + 4πβ(1 + βθ) − 2(2 + 2βθ + β2θ2)))))

 
 
 
 𝑛

𝑙=1

−
2i − 1

2n

)

 
 
 
 

2

                                               … (20) 

 

 

 

 يأتي:للصيغة البابقة ومباواتلا للصفر ويبب ما  بالنببةولتصغير المبااة الدنيا يتم اشتقاص ج ئي 

 وكالتالي : α̂Cvmللحصو  على المقدر  𝛼 ائشتقاص بالنببة
𝐝𝐜

𝐝𝛂
= 

2∑  vn
i=1

(

 
 
 
 

1

2(−1+ⅇ2πβ)
3
(α+β2)

ⅇ2πβ−βθ(−2+2ⅇβ(4π+θ)−4π2β2−ⅇβθ(−2+4πβ−4π2β2)

+4ⅇβ(2π+θ)(−1+πβ+π2β2)−2βθ−β2θ2+4πβ(1+βθ)−ⅇ4πβ(2+2βθ+β2θ2)

−ⅇ2πβ(4π2β2+4πβ(1+βθ)−2(2+2βθ+β2θ2)))−
1

2(−1+ⅇ2πβ)3(α+β2)2
ⅇ2πβ−βθⅇβθ)β2

α(2−2ⅇβ(4π+θ)+4π2β2+ⅇβθ(−2+4πβ−4π2β2)−4ⅇβ(2π+θ)(−1+πβ+π2β2)+2βθ+β2θ2

−4πβ(1+βθ)+ⅇ4πβ(2+2βθ+β2θ2)+ⅇ2πβ(4π2β2+4πβ(1+βθ)−2(2+2βθ+β2θ2))))
    

)

 
 
 
 

= 0 

                                                                                              … (𝟐𝟏) 

 وكالتالي : 𝛃̂𝑪𝒗𝒎للحصول على المقدر  𝛃الاشتقاق بالنسبة 
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dc

dβ

=

{
 
 
 
 

 
 
 
 

2 ∑v

[
 
 
 
 
 
 
 
 

1

2(−1 + e2πβ)7n(α + β2)3
e2β(π−θ)β2(−8(1 + 4e2πβ + e4πβ)(−1 + eβθ)π3α(α + β2)

+4(−1 + e4πβ)π2α(3αθ + β(2 − 2eβθ + 3βθ)) + (−1 + e2πβ)3θ(2β2 + α(6 + 2βθ + (α + β2)θ2)) +

2(−1 + e2πβ)2π(2β2 − 2eβθ(3α + β2) + α(6 + 4βθ + 3(α + β2)θ2)))

−2eβθi(α + β2) + 2eβ(6π+θ)(i + n)(α + β2) + 2eβ(2π+θ)(3i(α + β2) + n(α + β2 + 2παβ(−1 + πβ))) −

2eβ(4π+θ)(3i(α + β2) + 2n(α + β2 − παβ(1 + πβ))) − e2πβn(2β2 + α(2 + β(2π − θ)(−2 + 2πβ − βθ)))

−e6πβn(2β2 + α(2 + βθ(2 + βθ))) − 2e4πβn(−2β2 + α(−2 + β(2π2β + 2π(1 + βθ) − θ(2 + βθ)))))
 ]

 
 
 
 
 
 
 
 

n

i=1

}
 
 
 
 

 
 
 
 

 

                                               … (22) 
ائ باستعما  الطرائق العددية من اجل الحصو  على مقدرات ائموان  ئيمون يللا بالطرائقائعتيادية المعادئت  تمتل نظام معادئت ئخطية 

 .و بتعويض المقدرات اي دالة البقاط للتوزيع المقترح α ،βللمعلمات المجلولة  (α̂cvm،β̂cvm،) ائعظم

 

  (Goodness of fit tests)اختبارات حسن المطابقة  2-8

لبيان ملائمتلا للتوزيع موضو  البحث وكذلك يائتن الخااة، وقد تم اجراط اختبار يبن  Mathematicaتم اختبار البيانات بواسطة برنامج 

  ]6[-( والذي يتضمن اختبارين و ي كائتي:Goodness of fitالمطابقة )

 

1- Watson's Test 

يبُتخدم  ذا الدائرية مع البيانات الحقيقية    ات توزيعال(  و اختبار ييصائي يبتخدم لتحديد مدا ملاطمة Watson's Testختبار )يعد ا 

 :كما يلي للاختبار توون  أن الصيغة العامةو  ائختبار بشول خال اي يالة البيانات الدائرية أو البيانات التي تقع على كر 

𝑈2 =∑(𝐹𝑖 −
2𝑖 − 1

2𝑛
)
2

+
1

12𝑛

𝑛

𝑖=0

− n(F̅ −
1

2
)2                                                                        … (23) 

 أذ ان:

𝐹𝑖  : القيم المويد  المرتبة تصاعديا. 

2- Kuiper Test 

و  ر كو واختبار ايصائي يبتخدم مدا توااق البيانات الدائرية مع التوزيع المنتظم الدائري  و و اختبار شبية باختبار كولموروا سمير نوا  

 :كما يلي للاختبار توون  أن الصيغة العامة

 

VKuipⅇr Tⅇst
∗ = 𝐷− + 𝐷+                                                                   … (24) 

 ييث ان :

𝐷+ = max (
𝑖

𝑛
−𝐹𝑖) 

 

𝐷− = max (𝐹𝑖 −
𝑖 − 1

𝑛
) 

 

- Rayleigh test 0 

 :كما يلي للاختبار توون  العامةأن الصيغة و  و واختبار ايصائي يبتخدم مدا توااق البيانات الدائرية مع التوزيع المنتظم الدائري

𝑅̅ = √𝐶̅2 + 𝑆̅2                                                                           … (25) 
 أذ ان :
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𝐶̅2 =
1

𝑛
∑𝐶𝑜𝑠(𝜃𝑖)

𝑛

𝑖=1

 

 

𝑠̅2 =
1

𝑛
∑𝑠𝑖𝑛(𝜃𝑖)

𝑛

𝑖=1

 

 

 وبحبب الفرضية ائتية ولجميع ائختبارات المذكور  آنفا :

H0: The data haie wrapped Mirra distributions. 

H1: The data  dont haie wrapped Mirra distributions 
  :( Criteria for selection of the bestمعايير أختيار أفضل توزيع )12

 عات،التوزيأاضل توزيع ايتمالي من مجموعة من  اذ يتم اختيارمن العمليات ائيصائية الملمة جدا اي التحليل ائيصائي للمشا دات تعد   

 ةثلاث استعما  ( تمwrapped Mirra distributions مع التوزيع المقترح )  (Mirra distributions) ات توزيعالتوزيع مقارنةولغرض 

 و ي:معايير للمفاضلة 

 :Akaike Test) ((AIC)) يكاختبار أكاي 1-12

 ]3[كما يلي  (AIC))يو  أكايلأيصاط  معيار  ن الصيغة العامةأ

A IC = −2L(θ̂ ∖ X) + 2P                                                                                                   … (26)    
: P تمتل عدد المعلمات اي دالة التوزيع ائيتمالية النظرية. 

L(θ̂ ∖ X)   الترجيح: تمتل لوغاريتم دالة (Log Likelihood Function)) بيانات العينة لمشا دات. 

 : (BIC) (Bayesian Akaike Test):يكبيز أكاياختبار  2-12

 توون كما يلي: ةالعامتن ن ايغأو (BIC) يرم  لن اختصارأيدا معاير اختبار  الذي يبتخدم للمفاضلة بين التوزيعات ائيتمالية و

BIC = −2L(θ̂ ∖ x) + P Log(𝑛)                                                                                … (27) 

L(θ̂ ∖ X)  الترجيح: تمتل لوغاريتم دالة (Log Likelihood Function)  .لمشا دات بيانات العينة 

:P .تمتل عدد المعلمات اي دالة التوزيع ائيتمالية النظرية 

n: تمتل يجم العينة. Akaike 

   تمتل يجم العينة nو ان  

 الطرائق  أفضل اختيارمعايير  -03

 : معايير مقارنة طرائق التقدير 00-0

(Criteria for comparing estimation methods ) 

 wrapped Mirra distributions( بالنببة يلى معلمات MSEمتوسط مربعات الخطأ ) -0

MSE(θ) =
1

R
∑(β̂i − β)

2
R

i=1

                                                                                        … (28) 

β          :تمتل القيم ائاتراضية لمعالم ائنموذج أي ان (𝜎, 𝛼, 𝛽)= θ .  

  β̂i        .تمتل القيم المقدر  لمعالم ائنموذج ويبب  ريقة التقدير المبتعملة : 

R           :. يمتل عدد تورار التجربـة 

 

  (wrapped Mirra distributions)( بالنببة يلى دالة البقاط لتوزيع MSEمتوســط مربعات الخطأ ) -5

MSE(Ŝ(θj) ) =
1

R
∑(Ŝi(θj) − Si(θj))

2

 

R

i=1

     ، j = 1,2,…… , k                                                           … (29) 

           𝑆𝑖(θ𝑗) : الحقيقية.قيم دالة البقاط  لتمت 

         Ŝ𝑖(θ𝑗) : قيم دالة البقاط المقدر  يبب  ريقة التقدير المبـتعملة. لتـمت 

           R.يمتل عدد تورار التجربة : 
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           K.يمتل عدد مشا دات التجربة : 

 

 )(𝐒𝐢𝐦𝐮𝐥𝐚𝐭𝐢𝐨𝐧    الجانب التجريبي:                                                                                   -04
لحصو  عليلا من الغرض المقارنة بيـن الطرائق المختلفة تجريبا، ييث تم توليد البيانات التـي تتبع التوزيع المقترح نـظريا من دون  [تم استخدام المحاكا 

لطريقة بالخطوات االواقع العملي اذ يتمي   ذا الأسلوا بالدقة ويوار للبـايتين الوتير من الوقت والجلد والما  لذلك يعتبر أسلوا مرن ويمون تلخيح  ذه 

 ائتية :

 ااتراضية للمعلمات اوانت كما اي الجدو  ائتي :( واستخدمت قيم 50,75,100,52تحديد القيم ائاتراضية: تم اختيار خمس يجوم للعينات و ي ) -أوئ
 ((wrapped Mirra distributions ( القيم ائاتراضية لمعلمات التوزيع0جدو  رقم )

Experiment 𝛃 𝛂 

1 2 0.01 

2 1.5 0.5 

 مر .1000 تورار التجربة -ثانيا

 .((wrapped Mirra distributionsتوليد المتغير العشوائي الـذي يتوز  واق النموذج  -ثالتا 

 وذلك  باستعما   رائق التقدير المشـار اليلا. ((wrapped Mirra distribution تقدير دالة البقاط للتوزيع المقترح-ثالتا

والـذي  (MSE)المقارنة بين  رائق التقـدير المبتخدمة واختيار الطريقة الأاـضل باستعما   المعيار ائيصـائي متوسط مربعات الخطاط–رابعا 

 : [3]كلما تقل قيمتن كلما كان المقدار ااضل وتوتب ايغتن كائتي

            MSE (Ŝ(ti)) =
1

L
∑(Ŝj(ti)

nt

j=1

− Sj(ti))
2                                                                            … (30) 

 يذ أن:

L ( مـر .1000): تمتل عدد مرات تورار التـجربة و و 

 𝑛𝑡 ي معبر  عن يدود المتغير  :(ti)  . من الـحد ائدنى الى الحد ائعـلى 

:Ŝ (ti) . القيمة المقدر  لدالة البقاط واـق  رائق التقدير المبتعمـلة 

ti:  تمتل أوقات البقاط لحين الفشل والتـي تعتبر عينة تمتل التوزيع ائيتماليwrapped Mirra distributionn) ). 

S(t): .دالة البقاط الحقيقية )ائاتراضية( و ي اي يالة تناقح 

:Ŝ(t)ML ( تجربة.1000)ـ دالة البقاط المقدر  بطريقة  الإمـوان الأعظم ل 

:Ŝ(t)𝑐𝑣𝑚  ( تـجربة و ي اي يالة تناقح,1000ـ )لدالة البقاط المقدر  بطـريقة الع وم 
 واي ما يلي نتائج تجارا المحاكات:

الحقيقية والتقديرية لدالة البقاط بموجب  رائق التقدير وقيمة متوسط مربعات الخطاط التواملي لول  ريقة عند ايجام العينات (القيم 5جدو  )

 المفترضة للأنموذج الأو  والتاني

 
 متوسط مربعات الخطاء لطرائق التقدير كافة وأحجام العينات للأنموذج  الاول (2جدول رقم )

 

Sample size 

 

 

 

Performance 

Best 
 

Methods 

MLE CVME 

52 

 
MSE 0.002964194 0.001817913 CVME 

 

25 
MSE 0.0003225222 0.00031573 CVME 

 

52 
MSE 

0.000117599 0.000106558 
CVME 

 

055 
MSE 0.000101991 2.765E-04 CVME 

 
 الثانيمتوسط مربعات الخطاء لطرائق التقدير كافة وأحجام العينات للأنموذج   (3جدول رقم )
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Sample size 

 
 

 

Performance 

Best 
 

Methods 

MLE CVME 

50 

 
MSE 00000427071 

0.00772288 MLE 

 

75 
MSE 0.000347032 

0.000493754 MLE 

 

100 
MSE 

4.90014E-05 
3.41016E-05 CVME 

 

150 
MSE 

2.02103E-06 

 

1.74129E-06 
CVME 

 

 (3()2من الجداول )

   افضلية طريقة الامكان الاعظم(CVME)  وذلك لكونها اخذت الرتبـةةةةة ا ولد عند  ميع  ا  ام المقترح  في تقدير معلمات التوزيع

طة ا  ام العينات الصةةةةةويرم والمتوسةةةةةفي  ين اخذت المرتبة الاولد  أي انها تناسةةةةةت في تقدير دالة البقاو التوزيع عند كافة  العينات

 والكبيرم .

  تناقص القيم الخاصةةة بالمعيار الا صةةاتي متوسةةط مربعات الخطاو   نل ظMSE كلما زاد   م العينة وهذا يطابق النظرية الخاصةةة )

 بهذا المؤشر.

 الجانب التطبيقي:-00
(  FTAزوايا الفيمور تيبيا )مشا د  تمتل  (100)عينة بحجم  تقوس البيقان لقد تم جمع البيانات المتعلقة بالدراسة  لعدد من المصابين بمرض 

 تم تبويب البيانات للأشخال المصابين وكما يأتي :و بمرض تقوس البيقان المصابين للأشخال
 

 

 بمرض تقوس السيقان المصابين (  للأشخاصFTAزوايا الفيمور تيبيا )( 4جدول )

 

5.01 2.45 0.73 5.12 5.5 2.55 4.72 2.33 2.37 2.26 

4.99 3.49 
 

0.69 5.23 5.71 4.04 4.73 2.26 2.33 2.33 

5.21 3.2 0.6 6.24 3.05 4.06 4.45 2.47 1.26 2.26 

5.26 3.17 0.66 5.73 5.21 0.78 5.78 1.51 2.29 2.27 

5.32 2.13 0.81 4.48 5.01 3.65 3.71 0.49 6.38 2.28 

6.17 5.36 0.65 5.21 6.19 0.77 5.61 4.7 2.28 5.38 

3.84 5.1 0.74 5.48 6.77 4.33 3.39 3.38 8.38 2.36 

7.17 5.43 0.68 5.97 4.48 3.5 3.51 3.64 2.36 8.33 

7.53 6.07 0.68 5.7 6.46 4.11 4.31 2.69 3.36 2.36 

6.88 6.46 6.3 6.02 5.95 4.03 3.7 2.82 0.33 7.33 
 

  (Good (ness of Fit)                                                        اختبار حسن المطابقة:1-11

 

 Goodاقد تم أستعما  اخـتبار يبن المطابقة  wrapped Mirra distribution n المقترحلغرض معراـة أن البيانات الحـقيقية تتبع التوزيع 

ness of Fit)() [2]ويبب الفرضية ائيصائية الأتية: 
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H0: The data have wrapped Mirra distribution  

H1: The data  dont have wrapped Mirra distribution 

  :[10]كما اي الجدو  التالي عد  اختباراتتم توضح نتائج اختبار ارضية يبن المطابقة الفرضية باستعما   وقد
 قيمةتم اجراء الاختبار وكانت  ( نتائج اختبار حسن المطابقة5جدول )

 

Distribution 
Watson's Test Kuiper Test Rayleigh test 

P-Value 

𝐰𝐫𝐚𝐩𝐩𝐞𝐝 𝐌𝐢𝐫𝐫𝐚 𝐝𝐢𝐬𝐭𝐫𝐢𝐛𝐮𝐭𝐢𝐨𝐧 
8.0990 0.9799 0.9926 

Wrapped Exponential Distribution 
7.9192 0.9776 0.9893 

Wrapped Gamma Distribution 
5.2449 0.9741 5.2449 

 

 

 ( الأتي: 2من الجدو  )يتبين 

 وعن  ريق اختبارات ارضية العدم ويبب المعايير المذكور  آنفا  وجدنا أن:

 5.52تظلر نتممائج اختبممار ارضممممممميممة العممدم ويبممممممممب المعممايير المممذكور  آنفمما عممدم راض  ممذه الفرضممممممميممة عنممد مبمممممممتوا معنويممة  -0

وكمذلمك للحمائت الخماامممممممة للتوزيع وبعض التوزيعمات المبمممممممتعملة اي نمذجة البيانات  wrapped Mirra distribution لتوزيع

 يذ بلغت : 0.05كانت أكبر من  P-Valueالدائرية الحقيقية، يذ نلحظ أن قيمة 

يبمممب معيار  5.2256( و)Kuiper goodnessofit يبمممب معيار 𝑊𝑎𝑡𝑠𝑜𝑛′𝑠 𝑆𝑡𝑎𝑡𝑖𝑠𝑡𝑖𝑐 ( )5.2522يبمممب معيار 0.5225)

𝑅𝑎𝑦𝑙𝑒𝑖𝑔ℎ 𝑡𝑒𝑠𝑡 و ذا ما 0.05( وكذلك الأمر بالنبمممممبة الى ايصممممماط ائختبار عند مقارنتلا مع القيمة الجدولية ولمبمممممتوا معنوية .

 (.5-4ينطبق على جميع التوزيعات الوارد ذكر ا اي الجدو  )

كانت  ي  P-Valueعلى بقيمة توزيعات المقارنة ييث ان قيمة  𝑤𝑟𝑎𝑝𝑝𝑒𝑑 𝑀𝑖𝑟𝑟𝑎 𝑑𝑖𝑠𝑡𝑟𝑖𝑏𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛اظلرت النتمائج أاضمممممممليمة توزيع  -5

 ائكبر مقارنة بتوزيعات المقارنة وبالنببة لجميع ائختبارات.

 

   Criteria for differentiation between distributionsمعايير المفاضلة بين التوزيعات 02
 تم الذي( AICc) المصحح اكايوي معلومات ومعيار (BIC) اكايوي بي  معلومات ومعيار( AIC) اكايوي معلومات استعما  معيار سيتم   

 الدراسة لعينة الحقيقية البيانات ويصف يمتل توزيع تحديد أاضل لغرض (50( و )55( و)26) المعادلة اي التاني الفصل اي اليلا الإشار 

 .أدناه( 6) الجدو  اي الموضحة المعايير قيم على ويصلنا

 معاير المفاضلة بين التوزيعات (6)جدول 

 المذكور  انفا  ( 6) الجدو  من يتضح   

𝛼̂أن القيم المقدر  للمعلمات للتوزيع المقترح -0 = 0.1325    ،  𝛽̂ = 0.2973 

 للمعلمات الموضحة اي الجانب  التجريبي المحاكا .كانت متوااقة مع القيم ائاتراضية 

MSE BIC AIC 
Log   Parameter 

Distributions 
β̂  α̂ 

0.05861622 368.63940 363.4491 052.5542- 5.5250 0.1325     wrapped Mirra distribution 

0.1972484195 415.5960895 413.00096 552.2554- .......... 0.0097 Wrapped Exponential 

Distribution 

0.0745726494 472.8314988 467.64125 -

231.820629 
.......... 

5.540000  
Wrapped Gamma Distribution 
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 ) توزيع ااضلية -5
𝑤𝑟𝑎𝑝𝑝𝑒𝑑 𝑀𝑖𝑟𝑟𝑎 𝑑𝑖𝑠𝑡𝑟𝑖𝑏𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛 )للمعايير قيمة أقل امتلاكن نتيجة الدراسة بالتوزيعات  ائخرا  قيد مقارنة (AIC، MSE ، BIC)، 

 الحقيقية . الدراسة عينة وواف تنفيذ تمتيل اي الأاضل التوزيع  و يعد وبذلك

 

 للبيانات الحقيقية ودالة الوتااة ائيتمالية  قيم مقدر دالة البقاط  والدالة التوزيعية (4-4جدو  )

S(t) PDF iθ i S(t) PDF iθ i S(t) PDF iθ i 

0.007271 0.230979 5.23 71 0.995231 0.113991 2.82 36 0.999857 0.113488 0.33  1 

0.00723 0.230987 5.26 72 0.994734 0.114045 3.05 37 0.999599 0.113516 0.49 2 

0.006867 0.231061 5.32 73 0.993838 0.114142 3.17 38 0.999579 0.113518 0.6 3 

0.006343 0.231168 5.36 74 0.993778 0.114148 3.2 39 0.99948 0.113529 0.65 4 

0.006141 0.231209 5.38 75 0.993758 0.11415 3.36 40 0.999461 0.113531 0.66 5 

0.00594 0.23125 5.43 76 0.993698 0.114157 3.38 41 0.999203 0.113559 0.68 6 

0.005859 0.231266 5.48 77 0.993678 0.114159 3.39 42 0.999183 0.113562 0.68 7 

0.005697 0.231299 5.61 78 0.993599 0.114167 3.49 43 0.999163 0.113564 0.69 8 

0.005455 0.231348 5.7 79 0.993579 0.11417 3.5 44 0.998965 0.113585 0.73 9 

0.005334 0.231373 5.71 80 0.993579 0.11417 3.51 45 0.998945 0.113587 0.74 10 

0.005253 0.23139 5.73 81 0.993539 0.114174 3.64 46 0.998906 0.113592 0.77 11 

0.005253 0.23139 5.78 82 0.993519 0.114176 3.65 47 0.998588 0.113626 0.78 12 

0.005253 0.23139 5.95 83 0.993419 0.114187 3.7 48 0.998529 0.113633 0.81 13 

0.00489 0.231464 5.97 84 0.9932 0.114211 3.71 49 0.998291 0.113659 1.26 14 

0.004809 0.23148 6.02 85 0.992881 0.114245 3.84 50 0.997834 0.113708 1.51 15 

0.004445 0.231554 6.07 86 0.017984 0.228821 4.03 51 0.997576 0.113736 2.13 16 

0.004445 0.231554 6.17 87 0.017784 0.228861 4.04 52 0.997298 0.113766 2.26 17 

0.004364 0.231571 6.19 88 0.014584 0.229502 4.06 53 0.99714 0.113784 2.26 18 

0.003313 0.231785 6.24 89 0.013783 0.229663 4.11 54 0.9971 0.113788 2.26 19 

0.003273 0.231794 6.3 90 0.013141 0.229792 4.31 55 0.996941 0.113805 2.27 20 

0.003192 0.23181 6.38 91 0.011978 0.230027 4.33 56 0.996921 0.113807 2.28 21 

0.002301 0.231992 6.46 92 0.011536 0.230116 4.45 57 0.996921 0.113807 2.28 22 

0.002301 0.231992 6.46 93 0.01029 0.230368 4.48 58 0.996921 0.113807 2.29 23 

0.00218 0.232017 6.77 94 0.01029 0.230368 4.48 59 0.996862 0.113814 2.33 24 

0.001694 0.232117 6.88 95 0.009968 0.230433 4.7 60 0.996862 0.113814 2.33 25 

0.001613 0.232133 7.17 96 0.009647 0.230498 4.72 61 0.996862 0.113814 2.33 26 

0.000802 0.232299 7.33 97 0.009405 0.230547 4.73 62 0.996782 0.113822 2.36 27 

0.000599 0.232341 7.53 98 0.009204 0.230587 4.99 63 0.996762 0.113825 2.36 28 

0.000518 0.232358 8.33 99 0.009124 0.230604 5.01 64 0.996762 0.113825 2.36 29 

0.000478 0.232366 8.38 100 0.008721 0.230685 5.01 65 0.996742 0.113827 2.37 30 

49.17323

369 

17.13210

25 

387

.31 sum 0.00852 0.230726 5.1 66 0.996723 0.113829 2.45 
31 

0.491732

33 

0.171321

0 

3.8

73 man 0.008318 0.230767 5.12 67 0.996723 0.113829 2.45 
32 
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 0.008238 0.230783 5.21 68 0.996723 0.113829 2.55 33 

0.007553 0.230922 5.21 69 0.996464 0.113857 2.69 34 

0.007351 0.230963 5.21 70 0.996464 0.113857 2.69 35 

 

 الاستنتاجات:-03
 

( اممممي تقممممدير ,LS(علممممى بقيممممة  رائممممق التقممممدير المدروسممممة )CVMااضمممملية  ريقممممة كريمممممر اممممون مايبمممم  ) .0

يبممممب النممممماذج بشممممول عممممام ثممممم تليلمممما  ريقممممة  wrapped Mirra distributionالمعلمممممات لتوزيممممع  

 المربعات الصغرا ثم  ريقة ائموان ائعظم اي المرتبة التالتة اي تقدير المعلمات ودالة البقاط .

علمممى المرتبمممة ائولمممى  عنمممد كاامممة  (CVM ريقمممة كريممممر امممون مايبممم  ) يصممملت يبمممب أيجمممام العينمممات .5

ه الطريقممة عنممد يجمموم الصممغير  والمتوسممطة  العينممات ايجممام العينممات قيممد الدراسممة  ممما يممد  علممى ملائمممة  ممذ

 الوبير  لتقدير المعلمات ودالة البقاط للتوزيع المقترح .

للبيانمممات  wrapped Mirra distributionأظلمممر الجانمممب التطبيقمممي ان تقمممديرات المعلممممات  لتوزيمممع  .0

 الحقيقية كانت متقاربة مع القيم الحقيقية للمعلمات اي  للجانب التجريبي.

وجممممد أن  Goodness of fit)مممممن نتممممائج التطبيممممق العملممممي وعممممن  ريممممق أختبممممارات يبممممن المطابقممممة ) .4

يمتمممل ويصمممف البيانمممات الحقيقيمممة ااضمممل  wrapped Mirra distributionالتوزيمممع ائيتممممالي المقتمممرح 

 Wrapped Gammaوتوزيممممع كاممممما  Wrapped Exponential Distributionمممممن توزيممممع 

Distribution  عوممممس أ ميممممة التوزيعممممات الدائريممممة مقارنممممة بالتوزيعممممات ائيتماليممممة ائخممممرا قيممممد ، و ممممذا ي

 الدراسة.

( ضمممغير   ، قمممل ايتمممما  اامممابة الممممريض بمممامراض تقممموس FTAكلمممما كانمممت  زاويمممة انحنممماط الفيممممور تيبيممما ) .2

درجمممممة امممممان ايتمممممما  شمممممفاط الممممممريض المصممممماا (1.33)البممممميقان. اعنمممممدما تومممممون زاويمممممة انحنممممماط بمقمممممدار 

( امممممممان ايتمممممممما  شمممممممفاط الممممممممريض المصممممممماا 8.38وعنمممممممدما تومممممممون زاويمممممممة انحنممممممماط بمقمممممممدار ), (22%)

(0.000478  .) 
 

 التوصيات: - 04

 wrapped Mirraأستتتتل طري ة كرتتتتف ن كطتتتتف  تتتتر  عرماتتتتا  تتتتق ءرتتتتزيف ع عطتتتتر      تتتتف    رتتتتر    لر كتتتتتتتت   .1
distribution   عنتتتتتتتتتز  ناتتتتتتتتتر     ونتتتتتتتتتر     يتتتتتتتتتاوفا   طلرستتتتتتتتت ف      وتتتتتتتتتفا  ة كرتتتتتتتتتف   ط   تتتتتتتتتر    يتتتتتتتتتاف

 عنز أنار     ونر    طلرس ف      وفا 0 
تتتتتتر أ  تتتتتت    ءلءتتتتتتف  نتتتتتتر    لر ك تتتتتتر   يرصتتتتتق .2    رنتتتتتتي  ء تتتتتتتكف عا كتتتتتتف   لر ك تتتتتتر    طعللتتتتتتف ب نءتتتتتي ستتتتتتور ف   ط 

(  wrappedر    طعللتتتتتتتتف    طعللتتتتتتتف عتتتتتتتل فتتتتتتتلاي عطعءتتتتتتتف  ي للتتتتتتتر  عتتتتتتتل فتتتتتتتلاي ء  وتتتتتتت  ع تتتتتتتزأ ءرنءتتتتتتتف   لر ك تتتتتتت
 ععى   لر ك ر   فف     لر ك ر    طلر  ف عل ز     ط عطر  0 

 wrapped Mirraأستتتتتتتل طري ةف رتتتتتتت  ءرتتتتتتتزيف  فتتتتتتتف   لرتتتتتتتزيف ع عطتتتتتتتر      تتتتتتتف    رتتتتتتتر   لر كتتتتتتتتتتت   .3
distribution   0عرررعل ر بر  ف ر    لق  علطز   ق هذه   زر سف  

ء تتتتتتز عتتتتتتفي  ع تتتتتتف     اتتتتتتءرر    عتتتتتتل  يعتتتتتتف ي   خ وتتتتتتفا   تتتتتتلا بتتتتتتز عتتتتتتل   رعتتتتتتف   ر   ءرعءتتتتتتف  عخل تتتتتتف    .4
 فرصف  ع شف عل   طفي    ر ريف عل  عتشرره  ق    ر  ع كفه 0 

   ار عءف    ينرعءف    لارركف  غوفهر 0 ء  و  أسعرب   لر ك ر    طعللف  ق   طاري   .5
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